Estadistica Aplicada Tema3

TEMA 3: DISTRIBUCIONES BIDIMENSIONALES.
CORRELACION Y REGRESION.

1. VARIABLES ESTADISTICAS BIDIMENSIONALES.
DISTRIBUCIONES BIDIMENSIONALES.

En esta unidad estudiaremos el comportamiento estadistico conjunto de dos caracteristicas o
variables estadisticas unidimensionales sobre un mismo colectivo o poblacién. Por ejemplo:

— Horas de estudio y calificaciones en alumnos de bachillerato.

— Calificaciones en matematicas y lengua para los mismos alumnos.

— Dinero gastado en publicidad y dinero obtenido por las ventas de cierta empresa.

Variable estadistica bidimensionaks el conjunto de pares de valores de dos caracteres o variables
estadisticas unidimensionale® X sobre una misma poblacion.

La variable estadistica bidimensional se representa por el simoM) (¢ cada uno de los
individuos de la poblacion viene caracterizado por la paxgp)( en el cuak representa los datos,
valores 0 marcas de clasg X, ..., X, de la variableX; ey, representa los datos, valores o marcas de
clasey, ys, ..., Yo de la variable Y

Se denominan distribuciones bidimensionales a las tablas estadisticas bidimensionales formadas por
todas las frecuencias absolutas de todos los posibles valores de la variable estadistica bidimensiona

X, V).

Las tablas estadisticas bidimensionales pueden ser:
a) Simples.
b) De doble entrada.

a) Las tablas estadisticas bidimensionales simples adoptan la siguiente forma:
Variable X| Variable Y| Frecuencia absoluta
X1 Y1 fy
X2 Y2 f
X; yi fi
Xn Ym fn
> f =N

Ejemplo: A cada uno de los trabajadores de una empresa se les talla y pesa. Se trata de dos variable
cuantitativas.

X (tallas en m) 1,70 1,70 1,69 1,68
Y (peso en kg) 67 75 70 66

En este caso no aparecen las frecuencias absolutas porque habria un recluta con cada peso y talla, s
podria afiadir la fila correspondiente (o columna) con cada frecuencia absoluta igual a uno.
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b) Las tablas estadisticas bidimensionales de doble entrada adoptan la siguiente forma:

X x « o _ o F. absoluta de
Y 1 2 X %n la variable Y
Y1 f1q fo1 fi1 fn1 f.1
Y2 f1o fo2 fio fno f. 2
Y 1, ) fi o f..
Ym fim fom st fi m s fom fom
F. absoluta de
la variable X fa. fa. T fi o frn- N

Denotamos poff j a la frecuencia absoluta correspondiente abpagXy porN al nimero total de
individuos.

Ejemplo: Los datos obtenidos al estudiar las variables “nUumero de goles marcados” e
Y = “numero de goles recibidos”, en 40 partidos jugados por el equipo campeodn de la liga de futbol
sala, son:
(5, 4), (4,2),(6,3),(4,4),3,2),(6,4),(3,1), (4, 2), (4, 2), (6, 4),
(4,2),(53),(3,1),(2,2), (4,3), (3, 1), (4 2), (5,3), (5, 3), (4, 2),
(3,3),(1,1),(4,2),(5,3),(3,2), (5, 3), (6, 4), (4, 2), (5, 3), (2, 1),
(3, 2), (6, 4), (5,3), 4, 2), (4,2),(3,3),(3,1), (2, 2), (6, 4), (5, 3)

Elaboramos la tabla de doble entrada siguiendo estos pasos:

— Construimos una tabla con tantas columnas como valores Xoyeon tantas filas como
valores tome ¥n la distribucion.
Si observamos los datostoma los valores 1, 2, 3, 4, 5y 6, ¢éovha los valores 1, 2, 3y 4. En
este caso, la tabla constara de 6 columnas vy 4 filas.

— Hallamos la frecuencia absoluta de cada par de valores de la vaXiajleRara ello contamos
el nimero de veces que se repite ese par de valores en la distribucion y lo anotamos en la
casilla correspondiente.
Asi, por ejemplo, observa que el par (5, 4) aparece una sola vez; el (4, 2) aparece diez veces; y
el (6, 1), ninguna.

S X1 2 3 4 5 6 | Total
1 1 1 4 0 0 0 6
2 0 2 3 0] o0 0 15
3 0 0 2 1 8 1 12
4 0 0 0 1 1 5 7

Total | 1 3 9 12 | o9 6 40

Fijate en que:

« La suma de las frecuencias absolutas de una columna es la frecuencia absoluta deKvalor de
correspondiente a esa columna.

« La suma de las frecuencias absolutas de una fila es la frecuencia absoluta del Yalor de
correspondiente a esa fila.
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2. DISTRIBUCIONES MARGINALES Y DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS
2.1 Distribuciones marginales.
Cuando se estudian por separado las variables unidimensigh&es que forman la variable
bidimensional X, Y), se habla de distribuciones marginales
La ultima fila y la dltima columna de la tabla de doble entrada contienen, respectivamente, las
frecuencias absolutas de las variat{esY, consideradas por separado. Estas frecuencias reciben el
nombre de frecuencias marginaleAsi:

* Frecuencia absoluta marginal del vatpode la variableX es el nUmero de veces que aparece
el valor x, sin tener en cuenta cual es el valor de la varialfie Yepresenta por; .f

fio=fatfio+ - +fn=> 1,
=1

Estas frecuencias son las que aparecen en la ultima fila de la tabla de doble entrada de la
distribucion bidimensional.

» Frecuencia absoluta marginal del vajode la variableY es el nUmero de veces que aparece
el valor y, sin tener en cuenta cual es el valor de la variabBeXepresenta por-. jf

f.j:f1j+f2j+---+|fj

I
™

Estas frecuencias son las que aparecen en la ultima columna de la tabla de doble entrada de
la distribucion bidimensional.

Estas frecuencias marginales cumplen que:

Ejemplo: De esta forma, la frecuencia marginal del valor 5 de la valab$e9 y la frecuencia
marginal del valor 4 de la variabl¥ es 7. Las distribuciones marginales completas
correspondientes a las variables unidimensionales del ejemplo anterofnimero de goles
marcados” e ¥ “namero de goles recibidos” son:

Variable X f;.
1 1 Variable Y| f.;
2 3 1 6
3 9 2 12
4 12 3 15
5 9 4 7
6 6 40=N
40 =N
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Ejercicio 1. En una clase compuesta por 30 alumnos, se ha hecho un estudio sobre el nimero de

horas diarias de estudioyXel nimero de suspensosofiteniéndose los siguientes resultados:
(2,0),(2,2),(0,95),(2,1), (1, 2),(2,1),(3,1) (4,0), (0, 4), (2, 2)
(2,1),(2,1),(4,0),(3,1),(2,4),(2,1),(1, 2, (2,1), (2,0), (3,0)
(3,2), (2,2),(2,2),(2,1),(0,5),(1,3),(2,2), (2,1), (1, 3), (1, 4

Construye la tabla estadistica bidimensional de doble entrada, y las tablas de las distribuciones

marginales.
Solucion
X 0 1 2 3 4 | Totaleg
Y 3 X; 0 1 2 3 4 Total
0 0 0 2 1 2 5 fi 3 5 16 4 2 30
1 0 0 8 2 0 10
2 0 2 5 1 0 8
3 0 2 0 0 0 2
4 1 1 1 0 0 3 Vi 0 1 2 3 4 5 Total
5 2 0 0 0 0 2 fi 5 10 8 2 3 2 30
Totales 3 5 16 4 2 30

Considerando las distribuciones marginales, como distribuciones unidimensionales es
posible calcular los siguiente parametros:

* Medias marginales:

o 2x . o2k,
X = i : =
N y N
dondeN es el numero total de pares.

En una distribucion bidimensional al punb_o,@) se le llama centro de gravedad de la distribucion.

* Varianzas

PHCEE R A IS T AN RTINS _
0.X2= i — _Xz : 2 - _ _y2
N N N N

2
|

» Desviaciones tipicas

Ox = +/0,° Oy = +,/0,°

X

Veamos un nuevo parametro:

» Covarianza: Se llama covarianza de una variable bidimensiné) & la media aritmética
de los productos de las desviaciones de cada una de las variables respecto a sus medias
respectivas. Se representa pgt o

DD ACERICETR DI

(6]
o N N

-X-y

A la covarianza también se le llama varianza conjunta de las varklel¥s Mas adelante
veremos el significado de este parametro, asi como su interpretacion segun el signo.
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Ejemplo: Para las variabl&s= “nimero de goles marcadosYe= “numero de goles recibidos” del
ejemplo que venimos siguiendo, podemos calcular sus parametros.

Variable X f;.
1 1
2 3 - ) . . .
3 o X=11+23+3940412 549 6=4,075
4 12
> 0 P 1+2-3+3.9 2.12 %5 49 % -
6 6 0,2 = —?4,075)2 =1,57
40 =N 40
Tabla de frecuencias marginales de la varixble
VariableY| f.; 1.6+ 2.1 3.15 4
1 6 y = —= : ' =2,575
2 12 40
3 15 , p 3 .
4 7 o2=16+2 12 315 8 715 5759 = 0,89
40 =N 40

Tabla de frecuencias marginales de la varidble

Para calcular la covarianza, podemos escribir la tabla de doble entrada como una tabla simple:

Variable ¥, Y)
(1, 1)
(2,1)

(2, 2)
3. 1)
(3. 2)
(3.3)

—

(4,2)
(4, 3)
(4,4)
(5, 3)
(5, 4)
(6, 3)
(6, 4)

O
[® 40

UkRrProRrPRPEdMOBRNRE R

N
o
1
Z

Ejercicio 2 El nUmero de horas dedicadas al estudio de
una asignatura y la calificacion final obtenida en el
correspondiente examen por ocho personas vienen dados
en la tabla de la derecha. Halla la media y la varianza de
X, la media y la varianza d¢ y la covarianza.

Solucién x = 24; 6,2 =36,75; y = 7,75; 6, = 1,31; G,y = 5,75
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0,63

X: Horas Y.
de estudio Calificacion
del examen
20 6,5
16 6,0
34 8,5
23 7,0
27 9,0
32 9,5
18 7,5
22 8,0
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2.2 Distribuciones condicionadas.

A veces nos interesa considerar un valor particular de una de las variables; por ejemploxel valor
de la variableX. ¢Pero como se distribuye la variab¥len el caso de qu¢ tome el valor? Es

decir, en una distribucion conjunta de dos varialilesy, se llama distribucion condicionada;a

la distribucion de la variabl¥ correspondiente a la subpoblacion formada por todos los pares que
toman el valor xen la variable X

Pero, como se distribuyé condicionando sus valores a g¥iesea igual &. De la tabla de doble
entrada de la distribucion bidimensional podemos obtener las frecuencias absolutas de los valores
de la variableY condicionados a qu¥ seax. Dichas frecuencias seran las que aparecen en la
columna correspondiente al valpide la variable Xes decir: if, f2, -+, ffm.

Analogamente, podriamos hablar de distribuciones de frecuencksat@licionadas a qué sea
igual ay.

Ejemplo: En el ejemplo que venimos siguiendo, la distribucién de frecuencias de la Vériable
condicionada a que &ta 3 es:

Variable X| f(X/Y=23)

OOl WN PR
R OoOEF,NOO

Ejercicio 3: En una clase de 30 alumnos del ejercicio anterior, construye las tablas de las

distribuciones de frecuencias dedhdicionada a que X2, y la de Xondicionada a que €a 4.
Solucién

VariableY f(Y/X=2) VariableY f(X/Y=4)
0 2 0 1
1 8 1 1
2 5 2 1
3 0 3 0
4 1 4 0
5 0

Par las distribuciones de frecuencias condicionadas, también se pueden definir los parametros
estadisticos ya conocidos (media, varianza, ...), de forma analoga a como lo hicimos para las
distribuciones marginales.

3. DIAGRAMAS DE DISPERSION O NUBE DE PUNTOS

Podemos representar graficamente la distribucion bidimensional en un diagrama cartesiano. En el
eje de abscisas representamos la variable estadlticaen el eje de ordenadas la variable
estadistica Y

Considerando cada par de valoresy() como las coordenadas de un punto, se consigue una grafica

denominada diagrama de dispersién o nube de puntos. Suelen dibujarse puntos de area proporciona
a la frecuencia absoluta de cada par de valores que puede tomar la variable bidimenhpnal (
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Ejemplo: EI nimero de horas dedicadas al estudio de una
asignatura y la calificacion final obtenida en el correspondiente

examen por seis personas vienen dados en la tabla de Ig, Horas v
derecha. La nube de puntos o diagrama de dispersion es: de estudio Calificacion
10 . del examen

5 4 . . 20 6.5

g . S S 26 7,5

T, 34 8,5

g 23 7

g 2
2 | | | 27 9
15 20 25 30 35 32 9'5

Horas de estudio

Ejemplo: En el caso de que cada par de valereg)(tenga una frecuencia mayor que uno, se suele
dibujar el punto de modo que su tamafio sea proporcional a su frecuencia. Para el ejemplo anterior
de X = “nimero de goles marcadosYe= “numero de goles recibidos” en 40 partidos, se obtiene el
siguiente diagrama de dispersion:

Goles recibidos

0 \ \
0 1 2 3 4 5 6 7

Goles marcados

Ejercicio 4: Realiza un diagrama de dispersién para los datos del ejercicio anterior en el que se

relacionaban el nimero de horas diarias de estugdiel Xiimero de suspensosdé 30 alumnos.
Solucién

¥

Himerno die suspersos

Huaras de estudio
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4. DEPENDENCIA O CORRELACION

La etapa final de un estudio estadistico es el analisis de los datos con el fin de extraer conclusiones
que puedan ser de interés. En especial, puede interesarnos estudiar si las dos variables
unidimensionales que forman una variable bidimensional presentan algun tipo de relacion entre
ellas y cuales son las caracteristicas de esta relacion.

Consideremos el siguiente ejemplo para entender mejor la relacion entre variables. En una muestra
de familias formadas por padre, madre y dos hijos, hemos estudiado las variables:

X = estatura del padre (cm)

Y = gasto anual en energia eléctrica (€)

Z = consumo anual de energia eléctrica (KW - h)
W = ingresos familiares anuales (€)

Los valores der pueden determinarse exactamente a partir de los valoZsideonocemos las
tarifas de la compafiia eléctrica.

» Entre dos variables estadisticas exipendencia funcionasi estan relacionadas de forma
gue sea posible determinar con exactitud los valores que toma una de ellas a partir de los
gue toma la otra.

Consideremos ahora las variabWsy Z. Los valores d& no pueden calcularse exactamente solo
conociendo los d&V. Sin embargo, podemos suponer que consumiran menos energia eléctrica las
familias con ingresos mas modestos y, por el contrario, que consumiran mas las familias con
mayores recursos. Asi pues, cabe esperar algun tipo de relacion entre ambas variables, aunque ne
sea una relacion exacta como en el caso anterior.

* Entre dos variables estadisticas exd#pendencia estadistica o correlaci@uando los
valores que toma una de ellas estan relacionados con los valores que toma la otra, pero no de
manera exacta.

Finalmente, parece razonable pensar que no existe ninguna relacién entre los valbydsside
X.

* Dos variables estadisticas smlependientessi no puede establecerse ninguna relacion
entre los valores que toma una de ellas y los que toma la otra.

Ejercicio 5: Determina si entre los siguientes pares de variables existe dependencia funcional o
estadistica, o bien, si son independientes.

a) Talla de zapatos y estatura.

b) Color de cabello y profesion.

c) Radio y longitud de la circunferencia.

d) Cociente intelectual y peso.

Solucién a) Dependencia estadistica. b) Independientes. c¢) Dependencia funcional. d) Independientes.
4.1 Interpretacion gréafica de la relacion entre variables.
Hemos visto que la estudiar la relacion entre dos variables pueden darse tres casos: independencia

dependencia funcional y una situacion intermedia a la que llamamos dependencia estadistica o
correlacion.
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La relacion existente entre dos variables queda reflejada en los diagramas de dispersion o nubes de
puntos de la distribucion bidimensional.

* Silos puntos de la nube se sitian sobre una recta o una curva cuya expresion matematica
podemos determinar, hablaremos de dependencia funcional entre las varables X

e Silos puntos de la nube se agrupan en torno a una posible recta, o curva, no muy definida
pero reconocible, hablaremos de dependencia estadistica o correlacion entre las vaiables X

Y.

* Silos puntos de la nube no se agrupan en torno a ninguna curva, estan completamente en
desorden, hablaremos de independencia entre las variablgs X

Las siguientes figuras muestran un ejemplo de cada una de estas situaciones:
s & Iy 4

v

Y

e

bt
Dependencia funcional
(curvilinea)

S
X

Dependencia funcional
(lineal)

X
Dependencia estadistica o
correlacion

Independencia

Entre los casos extremos de dependencia funcional e independencia existe una amplia gama de
situaciones en que se da dependencia estadistica o correlacién. Por ello, al estudiar la relacion entre
las variables % Y, es conveniente que tengamos en cuenta los siguientes aspectos:

» Se dice que el grado de la correlacién entre dos variables estadisticas es fuerte si la relacion
entre ambas se acerca a la dependencia funcional, y es débil si se acerca a la independencia.

* Entre dos variables estadisticas existe una correlacion de sentido positivo cuando ambas
aumentan conjuntamente, y una correlacion de sentido negativo cuando una de ellas
disminuye al aumentar la otra.

e Cuando los puntos del diagrama de dispersion tienden a agruparse en torno a una linea recta,
decimos que existe una correlacion de tipo lineal. Si los puntos se agrupan en torno a
cualquier otro tipo de curva, decimos que existe una correlacion de tipo curvilineo.

En las siguientes graficas se muestran ejemplos aclaratorios de diferentes tipos de correlacion.

Y

Y

Y

Y

]

Lineal positiva
funcional

Lineal negativa
funcional
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0 1 X 0 1 X 0 1 X 1 X
Lineal positiva Lineal negativa | Curvilinea positiva Curvilinea negativa
débil débil débil débil

Ejercicio 6: En una empresa de transportes trabajan 4 conductores. Los afios de antigliedad de sus
permisos de conducir y las infracciones cometidas en el Gltimo afio por cada uno son los siguientes:
X: Afos de antigiiedad 3 4 5 6
Y: Infracciones 4 3 2 1
Representa graficamente los datos anteriores. Razona si estos muestran correlacion positiva o

negativa.
Solucién Segun se aprecia en el diagrama de dispersion, existe una relacién lineal negativa funcional.

Infracsiones

of B oW odon i

| 2 1 5 ¢ X
Angs oe antigledar

Ejercicio 7: En la siguiente tabla se recoge la evolucion del IPC (indice de precios al consumo) y el
precio del barril de petroleo (brent) durante el segundo semestre de 2007.
IPC (%) 24 | 22| 22| 2,7/ 3,6 4,
Precio del barril ($)71,54| 77,01 70,73| 76,87 82,50/ 90,16
¢ Se puede asegurar que la evolucion del IPC estd directamente relacionada con el precio del

petréleo?
Solucioén Si, existe una correlacién lineal positiva fuerte.
¥
=
lE_ 5 »
= -
(=] L ]
B .
T[T
o ] 5 | aX
IHC 3
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Como acabamos de ver, si se representan sobre unos ejes de coordenadas la nube de puntc
correspondiente a la variable bidimensional, se puede apreciar de forma visual la existencia o no de
relacion entre las dos variables. Si la nube de puntos se condensa en torno a una recta, existe un;
correlacion lineal entre las variables. Para muchos fendmenos y aplicaciones es de gran interés
cuantificar de forma mas objetiva y precisa esta correlacion.

La covarianzagyy, €s un indicador numerico del grado de relacion lineal que existe entre las dos
variables. Ademas su signo nos indica el sentido de la correlacion. Veamoslo. Si se calcula el centro

de gravedadX ,Y/) y se toman unos ejes con el origen en este centro, se observa:

F 3
=X

e Siambas variables tienen una relacion directa, los puntos estan .o
1*" y 3* cuadrantes, y por tanto los productas—{ x)( i — y)

mayoritariamente son positivos, con lo cual la covarianza tomaré :; &9
valor positivo. :

Y

» Silarelacion es inversa, los puntos estan en el 2° y 4° cuadrani| “e_.
por tanto los productosi(— x)( yi — y) mayoritariamente son

negativos, con lo cual la covarianza tomard un valor negat
aunque su valor absoluto sea alto.

v

« En el caso de que exista poca relacion entre las variables, las diferencias seran
aleatoriamente positivas y negativas y tenderan a compensarse, con lo cual la covarianza
tendra un valor pequefio en términos absolutos.

5. CORRELACION LINEAL. COEFICIENTE DE CORRELACION DE PEARSON

A pesar de que la covarianza es un indicador de la asociacion lineal entre las dos variables, esta
presenta dificultades:

* Puede verse influenciada por los puntos de la nube alejados del centro de gravedad, que
distorsionan el resultado.

« Su valor depende de las unidades de medida de las variables y, en consecuencia,
necesitamos un indicador que no dependa de las unidades.

Por tanto, la covarianza no indica de forma precisa la medida de la relacion entre las dos variables.
Para salvar estas dificultades, se define un nuevo parametro que nos cuantifica correctamente la
dependencia. Es el llamado coeficiente de correlacion lineal de Pearson.

El coeficiente de correlacion de Pearson se representaypes el cociente entre la covarianza y el
producto de las desviaciones tipicas marginalesa#: X
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Dicho coeficiente es adimensional, es decir, no depende de las unidades utilizadas. Ademas el signo
del coeficienter viene dado por el signo de la covarianza, ya que las desviaciones tipicas son
siempre positivas.

El coeficiente de correlacion lineal de Pearson permite analizar el grado de aproximacion de la nube
de puntos a una linea recta de la siguiente manera:

e Si —-1<r<0, existe correlacion lineal negativa, y sera mas fuerte cuanto mas se aproxime
ra-1.

e Si 0<r<1, existe correlacion lineal positiva, y sera mas fuerte cuanto mas se aproxime

al.
e Si r=1 6 r = -1, la correlacion es una dependencia lineal exacta (dependencia
funcional).

 Sir =0, no existe correlacion lineal o las variables no estan correlacionadas linealmente.
Esto no excluye que las variables estadisticas puedan estar relacionadas por una correlacion
curvilinea.

r = 1. Todos los valores de la variabl¢ ) se encuentran sobre
una recta. Las variabl¢ e Y estan en dependencia funcional lineal
directa.

]
i
>

Y|

Las variableX e Y estan en dependencia aleatoria directa, tanto mas
sl fuerte cuanto mas se aproxima 1, y mas débil cuanto mas se
AN aproxima ra cero.

< o &
-
|

Las variablesX e Y son aleatoriamente independientas=y0. Las
variables Xe Yson incorreladas.

< o =
[EN
<

Las variablesX e Y estan en dependencia aleatoria inversa, tanto
mas fuerte cuanto mas se aproxima—1, y mas débil cuanto mas
e se aproxima e cero.

< ol »
-
>

) r = —1. Todos los valores de la variabk Y) se encuentran sobre
una recta. Las variabl¢ e Y estan en dependencia funcional lineal
’ inversa.

P —

ol =
n
e

12/31



Estadistica Aplicada Tema3

Asi, podemos resumir en el siguiente diagrama el grado de correlacion lineal:

Dependencia Dependencia
funcional funcional
negativa Correlacion Correlacion 0 Correlacion Correlacion posttiva

negativa -0,50 negativa positiva 0,50 positiva
fuerte | débil T débil | fuerte
1 Correlacion Ninguna Correlacion 1
negativa correlacion positiva
moderad moderad

Ejemplo: La cotizacién en bolsa (en cientos de euros) de dos emfpreBasa lo largo de 6 dias de
sesion son los siguientes:

X =Empresa A 8 7 6 5 7 8
Y = Empresa B 6 5 | 45 4| 45 5
Calcula el coeficiente de correlacion de Pearson e interpreta el resultado.

En primer lugar debemos calcular las medias y desviaciones tipicas de cada una de las empresas, as
como la covarianza:

x=2_6833 - 9253 = 4,833
6 6
,_ 287 _ \, _
X—?—6,83§ =1,143 = 0,=/1,143=1,069
142,5
5:7—4,8332 =0,392 = 0,=./0,392=0,626
_201,5

0y = —"-6,833-4,83: = 0,559
6

Asi, el coeficiente de correlacién de Pearson es:

st Ow __ 0,559
0,0, 1,069-0,62

=0,835
El valor de este coeficiente indica una correlacién lineal positiva fuerte por su proximidad a 1, lo
gue debe interpretarse como que ambos valores cotizan al alza o a la baja simultaneamente.

Ejercicio 8 Los numeros 0; 0,8 y 1 son los valores absolutos del coeficiente de correlacion de las
distribuciones bidimensionales cuyas nubes de puntos aparecen a continuacion:

Y Yiig Y e
«!* ". -..-"‘-u

1t o * 1 e 1

| -+

O[ 1 X 0 1 X 0O 1 X

Asigna a cada diagrama su coeficiente de correlacion, cambiando el signo cuando sea necesario.
Solucién Primero: 0,8; Segundo: —-1; Tercero: 0
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Ejercicio 9: Las puntuaciones en Matematicas y Fisica de siete alumnos han sido las siguientes:
Matematicas 8 8 6 7 8 6 2
Fisica 7| 75 5 70 7% 5 7
Calcula el coeficiente de correlacion de esas dos variables para los siete alumnos.

Solucién Medias: x = 6,43; y = 6,57, Varianzaso,® = 3,959; ¢, = 1,031; Covarianzas,, = 0,4694;
Coeficiente de correlacién:= 0,232

6. REGRESION LINEAL

Uno de los objetivos que se persiguen, al estudiar conjuntamente dos vatiabess encontrar

alguna manera de predecir los valores de una de ellas conocidos los de la otra. En este sentido, e
l6gico pensar que, si hay una curva en torno a la cual se agrupan los puntos de un diagrama de
dispersién, ésta ha de dar una aproximacion de los valores reales.

Al analisis que pretende determinar la curva que mejor aproxima un diagrama de dispersion se le
llamaregresion En este curso estudiaremos el caso de la regresion lineal, es decir, la determinacién
de la recta que mejor aproxima una nube de puntos.

Es facil hallar una recta que se ajuste aproximadamente a una distribucién. Basta con dibujar la que
a simple vista nos parezca mas representativa de la nube de puntos. Sin embargo, éste es un métod
subjetivo. Para evitar este problema se considera algun criterio que permita determinar
objetivamente la recta que se ajusta mejor a la distribucién. Estas rectas se determinan haciendo que
se cumplan las siguientes condiciones:

a) Tienen que pasar por el centro de graveaadg().
b) Las sumas de los cuadrados de las distanEaﬁ,2 , debe ser minima, siendp=y; — 9, ,

dondey; es el valor de la ordenada de cada punto de la n@p@e la ordenada del punto de
la recta (criterio de losiinimos cuadradgs

Aclaremos esta segunda condicion:

y Seay = mx+ nla ecuacion de la recta que mejor se aproxima a
la nube de puntos. Al valoy de la variableX le corresponde el

valor 9, =mx + n. El error cometido por la aproximacion es la

diferenciad, =y, — 9, . La condicién para calculany n es que la

suma de los errores al cuadrado sea minima. Se demuestra que
dicha suma es minima si:

La ecuacion de la recta de regresiorydmbreX es:

— O}y —
y-y=—-(x-%
(0}

X
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Dicha recta permite predecir, para un vadoel valory que cabe esperar que presente un individuo
de la poblacion. Sin embargo, puesto que el resultado es solo una prediccion, el valor obtenido no
sera en general el valor real, sino una estimacion de éste.

Analogamente, si nos interesa hacer predicciones de unxvalgartir de un valoy, deberemos
intercambiar el papel de ambas variables. Consideraremos, en este caso, la recta de rejresion de
sobre Y

o, -
y

2 (Y=Y
Gy

X—X=

En este caso, obtendremos una estimacion del valgrpdeporcionada por la recta de regresion
para un valor conocido de y

6.1 Bondad del ajuste de la recta de regresion desgbre X

El coeficiente de correlacion lineal indica el grado de linealidad entre las dos variables, pero para
analizar la bondad del ajuste de la recta de regresion se utiliza un parametro nuevo llamado
coeficiente de determinacion.

Se llama coeficiente de determinacion al cuadrado del coeficiente de correlaciérriir@izho
coeficiente, f, indica el porcentaje de la variaciéonYlgue puede ser explicada por X.

Teniendo en cuenta en cuenta que r< 1, la interpretacién de esta medida es l1a siguiente:

« Si r? =0, significa que no existe tal relacién lineal entre las variables (puede existir otro
tipo de relacion o no haber ninguna entre las dos variables). La recta es la que, segun el
criterio de los minimos cuadrados, mejor se ajusta a los puntos de la nube; adn asi, la
bondad del ajuste es nula, porgueo es una funcion lineal @& La recta no proporciona
ninguna informacion sobre el comportamientoYden funcion deX y no tendria sentido
utilizarla para analizar la influencia de X sobraiYpara predecir el valor de dado X.

« Si r? =1, significa que el ajuste es perfecto. No hemos cometido ningln error al realizarlo
(todos los valores de los errores son nulos). La recta pasa por todos los puntos de la nube,
obviamente porque éstos estan alineados. La relacion lineal entre las variables es exacta, Yy,
por tanto, la rectal proporciona toda la informacién sobre el comportamienterdiixcion
de X, para la muestra considerada.

« Si 0<r?<1, en funcién de a cual de las dos situaciones anteriores nos acerquemos,
hablaremos de ajuste malo o bueno. Ademas, como hemos dicho anteriarmintiea el
porcentaje de la variacién deque puede ser explicada porAsi, un valor concreto dé
se puede interpretar en los siguientes términos” 0,85 significa que la recta obtenida
explica en un 85 % el comportamiento ¥een funcion deX. El 15 % restante de la
variacion de Youede deberse al azar o a la influencia solate dtras variables distintas.

Un coeficiente de determinacion alto implica la relacion lineal entre las variables es fuerte, pero eso
no tiene por qué implicar que los cambios en una variable se expliquen por la otra variable. Asi, si
se considera la variabl¥(Y), donde X indica la diferencia entre las temperaturas maxima y minima
diarias durante el mes de noviembré, @l indice de bajas por catarro de una empresa, el cambio
brusco de temperaturas puede explicar un aumento de las bajas por catarro, pero, evidentemente, la
bajas por catarro no determinan que haya cambios bruscos de temperatura.
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6.2 Valoracién de las predicciones.

La recta de regresion nos permite predecir valores de una variable a partir de los de la otra. No
obstante, hay que tener siempre presente que existen las siguientes limitaciones:

» Las predicciones realizadas a partir de una recta de regresion no son fiables<se ¥ne
hay un alto grado de correlacion lineal, es decirnsi es, en valor absoluto, cercano a 1.

» Las predicciones deben hacerse con valores proximos a los pares considerados. Las
estimaciones obtenidas para valores préximos al centro de gravedad de la distribucion son
mas fiables que las obtenidas para valores muy alejados de él.

* La fiabilidad de una recta de regresion es mayor cuanto mayor sea el nimero de datos
considerados para calcularla.

Ejercicio 13: ¢ Cual seria la fiabilidad de un ajuste bidimensionakrco0,7? ¢Y com = -0,8? ¢Y
conr=0,9?
Solucion 49 %, 64 % y 81 %, respectivamente.

Ejemplo: Las notas obtenidas por cinco alumnos en matematicas y muasica son las siguientes:
MatematicasX)| 6 4 8 5| 35
Musica () 65| 45| 7 5 4
a) Determina la recta de regresion deoire Xy represéntala.

b) Halla la nota de muasica de un alumno que tiene 7,5 en matematicas.
c) Determina la recta de regresion deobre Yy represéntala.

d) Halla la nota de matematicas de un alumno que tiene 6 en musica.

Primero representamos la nube de puntos. Los datos se agrupan en torno a una recta, por tanto tien:
sentido calcular la recta de regresion. Para hallar las rectas de regresion calculamos los parametros
marginales de X Yy la covarianza.

Y 7 — —
/ X:E\%:S’g ) y:2_7=5,4
5 5

A 2= 15‘: 25—5,32 =256 = 0y=42,56=1,6
/ g§=_1552’5-5,42 =134 = 0y=4134=1,16
j_ﬂ
_ 152 _
0 1 X Oxy—? 53:5,4=1,78

a) Recta de regresion desobreX:
y—54=07%X-53) = y=07x+1,69
b) Se sustituy& = 7,5 en la ecuacion obtenida:
y=07-7,5+1,69=6,94

Es decir, si un alumno obtuvo un 7,5 en matematicas, se espera que obtenga un 6,94 en musica.
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c) Recta de regresion desgbre Y
Xx—-53=1,33y-54) = x=1,33y—1,88
d) Se sustituye ¥ 6 en la ecuacion obtenida:
x=133:-6-188=6,1
Es decir, si un alumno obtuvo un 6 en masica, se espera que obtenga un 6,1 en matematicas.

Ejercicio 10: En cierto pais, el tipo de interés y el indice de la Bolsa en los ultimos seis meses
vienen dados por la siguiente tabla:

Tipo deinterés (%) 8 | 7,5| 7,2| 6| 55 5
indice 120| 130| 134| 142| 150| 165
Halla el indice previsto de la Bolsa en el séptimo mes, suponiendo que el tipo de interés en ese mes
fue del 4,1 %, y analiza la fiabilidad de la prediccion, segun el valor del coeficiente de correlacion.
Solucién x = 6,53; 0, = 1,12; y = 140,17;0, = 14,48; 0,, = —15,01; y = —12,00& + 218,58;

y (4,1) = 169,35 es el indice de Bolsa esperado para el siguienterme),93 = el resultado obtenido es fiable.

Ejercicio 11: Como consecuencia de un estudio estadistico realizado sobre 100 universitarios, se ha
obtenido una estatura media de 155 cm, con una desviacion tipica de 15,5 cm. Ademas se obtuvo la
recta de regresion = 80 + 1,5x(siendoX el peso € la altura). Determina el peso medio de estos

100 universitarios.

Solucién x = 50 kg.

6.3 Comparacion de las dos rectas de regresion.

En general, la recta de regresionydsobreX y la deX sobreY no coinciden. Sin embargo, siempre
se cumple que:

« Las rectas de regresion se cortan en el centro de gravadayl).(

» Las pendientes de las rectas de regresion son del mismo signo y coinciden en signo con el
coeficiente de correlacion.

* El angulo que forman las dos rectas de regresion varia segun sea la correlacion que hay entre
las variables:

o Si|r | es proximo a 1, las rectas practicamente coinciden. Coinciden exactamente
cuando hay dependencia funcional entre las variabég (r = 1).

o Sir es proximo a cero, es decir, la correlacion es casi nula, el angulo que forman las
rectas es casi un angulo recto. 6ie Y son independientes, las rectas son
perpendiculares entre si y paralelas a los ejes.

* Observa que la pendiente de la recta de regresi¥rsdereX es:
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Mientras que la pendiente de la recta de regresionsidié Yes:

W
I
2

N

o

<

Por tanto se cumple que el producto de las dos pendientes es el cuadrado del coeficiente de
correlacion lineal:

2

B-B= oxy . Oxy = Oxy = r2
2 2 2 <2
o, Oy o, Gy

Ejemplo: Hemos calculado las rectas de regresionisbreX y de X sobreY en una distribucion
bidimensional, obteniendo las expresiones siguientes:

y=0,16x-0,1

x =5,44y+ 8,77
¢,Cual es el coeficiente de correlacion de Pearson de la distribuciéon?

Para hallar el coeficiente de Pearson utilizamos la propiedad anteriormente descrita:
B-B=r?

El coeficienteB es la pendiente de la recta de regresiory déebreX, y el coeficienteB’ es la
pendiente de la recta de regresion dmbre Y

B=0,16 y B'=5,44 = B-B=0,16 - 544 = 0,8704 Zr
Entonces:
r = /8704 = 0,933
Ejercicio 12: De una distribucion bidimensional conocemos los siguientes resultados:
Recta de regresion desdbre Xy = 8,7 — 0,76x
Recta de regresion desgbre Yy = 11,36 — 1,3x
a) Calcula el centro de gravedad de la distribucion.

b) Halla el coeficiente de correlacién.
Solucién a) El centro de gravedad e%,(?) =(4,93; 4,95); b)=0,76

8. RECTA DE TUKEY

En algunos casos, la recta de regresion se ajusta muy mal a la nube de puntos, a pesar de que
simple vista los puntos parecen indicar una correlacién lineal.

En estos casos se ajustan los datos a un modelo lineal mediante la recta de Tukey.
Ejemplo: Ajustar un modelo lineal a la distribucion bidimensional dada por la siguiente tabla.

X 1 2 3 5 6 I 8 9] 10 12 14 21
Y 9 | 11| 13] 13| 15 14 16 1 1 14 19 P
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La variableY toma dos valores, 1 y 2, que estan muy alejados |’ b

resto. En la figura se ha representado la recta de regresitsotee o

X'y se aprecia su mal ajuste de la nube de puntos. o e :
Lt

La recta de Tukey se calcula del siguiente modo: . y=0,16x + 1357

|
1. Se ordenan los datos en orden creciente de las abcisas.

2- ®
2. Se divide el conjunto ordenado de los datos en tres grupos o » X

G ={(1,9),(2,11),(3,13), {5, 13)} ; £={(6, 15), (7, 14), (8, 16), (9, 1)}
Gs ={(10, 16), (12, 14), (14, 19), (21, 2)}

3. Para cada grup®&; se halla el punt®; = (x, y;); dondex; ey, son, respectivamente, las
medianas de las abscisas y de las ordenadas del grigsod8acir:

Abscisasde &(1,2,3,5) = x=25
Ordenadas de{G(9, 11, 13,13) = yw=12

} = PR =(25;12)
Abscisasde &(6,7,8,9) = %=7,5

=(7,5;14,5
Ordenadas de G(1, 14, 15, 16) = y = 14,5 } = R=( )
Abscisas de & (10, 12, 14,21) = % =13 —  Py=(13; 15)
Ordenadas de4{5(2, 14, 16,19) = =15

4. La recta de Tukey pasa por el baricentro del trianguld®,, P3 y tiene la pendiente de la
recta que pasa por i Ps.

+ z + £
Baricentro: ¥ = 25% =7,67 ; §= 121% =13,83

El baricentro tiene por coordenadas (7,67; 13,83).

15-12
13-2,5

La pendiente de la recta que pasaRoy P; es: m= = 0,286

La ecuacion de la recta de Tukey es:

y—13,83=0,286x—7,67) = y=0,286&+ 11,64

Y

° [ ]

L

y=0,286x+ 11,64
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Nota: Observa que el numero de datos en este caise &8, multiplo de 3, y, por tanto, cada grupo
esta formado por 4 datos. Si el nUmero de datos n no es multiplo de 3, puede ocurrir que:

e Sea multiplo de 3 més 1; en este caso, el gryme@eja con un dato mas.
* Sea multiplo de 3 mas 2; en este caso, el gryme@eja con un dato menos.

Ejercicio 14: Sea la variable bidimensional dada por la siguiente tabla.
X 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Y 5 6 8| 11| 1| 13| 14 14 1Y

a) Halla la recta de Tukey.
b) Halla la recta de regresion desdbre X
c) Representa la nube de puntos y las dos rectas obtenidas.

Solucién a)y = gx+1—;'; b)y=14%+2,74; c)

¥

e
et
2+
A

B

&+
} J

]
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ANEXO
EXTENSIONES DEL MODELO LINEAL
El modelo de regresion lineal, estudiado para detectar dependencia lineal entre las variables,
también se puede aplicar para detectar otros tipos de dependencia no lineales, como la exponencia
o la potencial.
Dependencia exponencial

En general, si dos variables estadisticasYéstan relacionadas por un modelo exponencial:

y = ké&*
al tomar logaritmos, se obtiene:

Iny=ax+Db

con k= €.

Por tanto, para encontrar dependencia exponencial en una lista dexg3t®s(kz, V2), ..., &n, Yn),
se aplica una regresion lineal a los dats:Iii y1), (X2, In y»), ..., K, IN Vh).

Si la recta de regresion es ¥Yh=a X + b, entonces la dependencia exponencial en los datos
originales es:

y = ke™
con k= €.

Ejemplo: Encuentra la dependencia exponencial de la siguiente lista de datos sobre la poblacion
mundial (en millones de habitantes):

Ao X 1750 | 1800 1850 1900 195D 1997
Poblacion Y 728 949 1171 1608 2516 5870

Si se aplica el modelo de regresion lineal a la variable bidimenskKingl e obtiene, tras hacer los
correspondientes calculos, la recta de regresion:

y=17,672%— 1874,5) + 2140,3 = y=17,672 x 30985,9
con coeficiente de correlaciorsr0,848.

Y |y=17,672 X -309859

< 8000

@

CE!UUE':[ L]

L

= 4000

S ®

~ 2000 . ®
D-I—-—|—r° 1 T P
oD OO0 CQ X
REBERSSQ

Ano
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Si se toman logaritmos en la poblacion, se obtiene la siguiente tabla:

X 1750 | 1800 1850, 1900 1950 1997
LnY 6,59 6,86 7,07 7,38 7,83 8,68

Si se aplica ahora el modelo de regresion lineal a la variable bidimen3iplmaY) se obtiene, tras
hacer los correspondientes calculos, la siguiente recta de regresion:

Iny=0,0079% 7,3375

con coeficiente de correlaciorer0,959, de donde se obtiene la dependencia exponencial:

y= e0,0079(— 7,3375_ 47,3375 0,007«

:e e
E InY
g 10T
o] [
g BT iy by
o 6+ -
{sF]
© 44 InY=00079X-7.3375
£l
S 1700 1800 1900 2000 X

Ano
El ajuste exponencial es mucho mas fuerte que el lineal.

Yy
7 0001 e
6 000+ V= 0,0’OO? En'mf s
5 000 T !
4000t
3000+
2000 s
1 000+ "

04 e i ;
1700 1800 1900 2000 X
Ano

Poblacién
(millones)

Ejercicio: Basandote en la siguiente tabla de datos, sobre el crecimiento de la poblacion espafiola

entre 1900 y 1981, encuentra su ley exponencial de crecimiento. ¢ Cual es la poblacién espafiola
estimada en los afios 2000 y 20107

Ao 1900 1920 1940 1960 1981
Poblacion 18,8 22,0 26,4 30,8 37,7

Solucién: y= 1,493 - 10 %% y(2000) = 44,04;  {2010) = 48,00

22/31



Estadistica Aplicada Tema3

Dependencia potencial
En general, si dos variables estadisticasYéstan relacionadas por un modelo potencial:
y =kx»®
con k> 0, al tomar logaritmos, se obtiene:
Iny=Ink+alnx
de donde se deduce que las variables (In X) estan relacionadas por un modelo lineal.

Para encontrar dependencia potencial en una lista de gatps3, (X2, ¥2), ..., &, Yn), Se aplica una
regresion lineal a los datos: (In ¥ y1), (In X%, In y), ..., (IN %, In y).

Si la recta de regresion es Yh=a In X + b, entonces la dependencia potencial en los datos
originales es:

y =kx»®
con k= €.

Ejemplo: El cientifico inglés Fry Richardson midi6 la costa oeste de Gran Bretafia con “reglas” de
distintos tamafos, y obtuvo los siguientes datos aproximados:

Tamafio de la regla g&n km) 1000 500 200 100 30 10
Longitud de la costa §¢én km) | 1000| 1000 1200 1500 2100 2800

Calcula el coeficiente de correlacién para estos datos y también para los détds Yin Compara
los resultados. ¢ Cudl es la ley que mejor describe la dependencia entre las vagiaBBles X

Si disminuye el tamafio de la regla, la costa aumenta de longitud, porque con reglas mas pequefas
se miden mas “recodos”. Esto no sucederia si se estuviera midiendo la longitud de una
circunferencia, que no tiene recodos. Si se hacen los correspondientes calculos, el coeficiente de
correlacion para los datoX,(Y) es r=-0,698.

Si se calculan logaritmos sobre los datos, se obtiene la nueva tabla:

In X 6,90 6,21 5,30 4,60 3,40 2,30
InY 6,90 6,90 7,09 7,31 7,69 7,98

Al hacer los calculos correspondientes, el coeficiente de correlacion lineal para estos datos
es r= 0,985, mucho mas elevado que el anterior, y la recta de regresion es:

Iny=-0,24 In x+ 8,446
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8,01
7,81
761
7,44
7,24
7,01
6,8+

b

InyYy

I InY=-0,24InX + 8,446

In X

Esta ultima ley describe mucho mejor la relacion entre las varialdes$ Xl operar, se obtiene:

50,24 Inx + 8,446 _

y=¢

3000 T
2 500
2 000 %
1500+ *
1000 +

500 +

@0x0%1 = 4656,4 X%

Y = 4 656,4X "

@)

500 1000 X

Ejercicio: La siguiente tabla de valores muestra el peso de diferentes animales y su consumo

metabodlico diario:

Peso (kg) | Tasa metabolica (kcal/d
Raton 0,02 4
Rata 0,5 25
Gato 4 80
Hombre 70 2000
Caballo 600 8600
Elefante 5400 40000

)

Haz una regresion potencial y encuentra la ley potencial de las kilocalorias consumidas en funcion

del peso.

Solucién: r=0,994; Iny= 0,7699 In x+ 3,985167; y 53,7943 %%

Ejercicio: Halla el coeficiente de correlacion para la regresion potencial en la siguiente lista de
datos sobre el periodo orbital (en afios) y su distancia media al Sol (en unidades astronomicas).
¢, Cual es la ley potencial que rige la distancia al Sol en funcién del periodo orbital?

Planeta Mercurig Venus Tierra Marte Japiter| Saturno
Periodo orbital 0,24 0,61 1,00 1,88 11,86 29,46
Distancia al Sol 0,39 0,72 1,00 1,52 5,2( 9,54

Solucion: r= 0,999996; y 1,002 R %54
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EJERCICIOS

1. Construye la tabla de doble entrada correspondiente a la siguiente distribucion:
(4,1),3,2),(6,0), (5 1), (1,5), (5,0), (1, 6), (3, 3), (5, 1), (2, 4),
4, 2),(3,4),(2,4),(5,1),(1,7),(5,2),(1,6),(1,5), (3,3
Construye la tabla de doble entrada de la distribucion.
Solucién

\I@U‘I-b(.dl\)l—‘o-<><
RIN|N|O|O|Oo|o|o| -
oO|o|Oo|N|o|o|o|o| N
oO|Oo|o(r|N|Fk|IO|O| W
o|o|o|o|o(r|(r|o| &
o|o|o|Oo|o(r|W|r| O
o|o|o|o|o|o|o|r| O

2. Dada la siguiente tabla de doble entrada, calcula la media y la varianza marginales de ambas
variables:

X
Y 1 2 3
10| O 2 1
20| 3 0 4

Solucién x =2,2;6,2=0,76 ;y =17; 0,2=21

3. Sea una variable bidimensional dada por la siguiente tabla de doble entrada:
X

v 1 2 3 4

10| O 0 2 4

15| 0 1 5 1

20 | 4 3 0 0

Calcula la media y la varianza de las variables marginae¥, #si como la covarianza.
Solucion x =2,65; 6,> = 1,275 ;y =15,25; 0,° =16,1875; 0y, = —3,66

4. En un depdsito cilindrico, la altura del agua que contiene varia conforme pasa el tiempo segun la
siguiente tabla:

Tiempo (h) 8 22 27 33 50 70
Altura (m) 17 14 12 11 6 1

Halla:
a) Las medias y las varianzas dg He Y
b) La covarianza.
Solucién x = 35; 6,2 = 402,67 ;y =10,17; 0,> =27,74; 0,, = —105,78

5. Representa la nube de puntos de la distribucion del ejercicio 1.
Solucién
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6
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6. En cada uno de los siguientes casos debes decir si, entre las dos variables que se citan, hay
relacion funcional o relacion estadistica (correlacion) y, en este ultimo caso, indicar si es positiva 0
negativa:
a) En un conjunto de familias: estatura media de los padres — estatura media de los hijos.
b) Temperatura a la que calentamos una barra de hierro — longitud alcanzada.
c) Entre los paises del mundo respecto a Espafia: volumen de exportacion — volumen de
importacion.
d) Entre los paises del mundo: indice de mortalidad infantil — nimero de médicos por cada
1000 habitantes.
e) En las viviendas de una ciudad: kWh consumidos durante enero — coste del recibo de la luz.
f) Numero de personas que viven en cada casa — coste del recibo de la luz.
g) Equipos de fatbol: lugar que ocupan al finalizar la liga — nimero de partidos perdidos.

h) Equipos de fatbol: lugar que ocupan al finalizar la liga — nimero de partidos ganados.
Solucién a) Correlacién positiva. b) Funcional. c¢) Correlacién negativa. d) Correlacién negativa. e) Funcional.
f) Correlacién positiva. g) Correlacion positiva. h) Correlacién negativa.

7. Considera las nubes de puntos de la figura.
P
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a) Indica si hay relacion de dependencia entre la vardli¢a variableY. En caso de haberla,
¢puede considerarse esta relacion lineal?
b) Asigna a cada grafico, si es posible, una de las siguientes rectas:
y=X y=1-0,2x y=2+4x
Solucién a) Hay relacion entre las variables 2, 3 y 4, siendo lineal en las dos ultimas.

b) La rectay = 2 + & es la mas adecuada para reflejar la relacion entre las vaixablgsle los gréaficos 3 y 4. Esta
recta tiene pendiente 4 y en ambas nubes de puntos se observa que el rango de y es aproximadamente 4 veces mayor qt

el rango deX.

8. Traza, a 0jo, la recta de regresion en cada una de estas distribuciones bidimensionales:

A B C [§]

a) ¢Cuales de ellas tienen correlacion positiva y cuales tienen correlacion negativa?
b) Una de ellas presenta relacion funcional. ¢Cual es? ¢Cual es la expresion analitica de la
funcién que relaciona las dos variables?

c) Ordena de menor a mayor las correlaciones.
Solucién a) B y C tienen correlacion positiva; A y D, negativa; b) La A es relacién funciondl2 — X%; d) C, D, B,
A (prescindiendo del signo); A, D, C, B (considerando el signo)

9. El coeficiente de correlacién de una distribuciéon bidimensional es 0,87. Si los valores de las
variables se multiplican por 10, ¢ cual sera el coeficiente de correlacion de esta nueva distribucion?
Solucién ElI mismo, puesto queno depende de las unidades; es adimensional.

26/31



Estadistica Aplicada Tema3

10. ¢ Qué significa que en una distribucién bidimensional el coeficiente de correlacion sea el que se
indica en cada uno de los siguientes casos?

ayr=1 b)r=0 c)r=-1 d)yr=0,1 e)r=-0,75 f)r=0,9
Solucién
a) En la distribucién, las variablése Y estan en dependencia funcional lineal directa, y todos los vakyr&3 ¢e
encuentran sobre una recta de pendiente positiva.
b) En la distribucién, las variablése Y son aleatoriamente independientes, y todos los val¥red {orman una nube
de puntos sin tendencia alguna (variables incorreladas).
¢) En la distribucion, las variablese Y estdn en dependencia funcional lineal inversa, y todos los vair¥} ge
encuentran sobre una recta de pendiente negativa.
d) Las variableX e Y estan en dependencia aleatoria directa débil, y todos los valosgrman una nube de puntos
ligeramente agrupada en torno a una recta de pendiente positiva.
e) Las variablex e Y estan en dependencia aleatoria inversa fuerte, y todos los valpidsf¢rman una nube de
puntos medianamente agrupada en torno a una recta de pendiente negativa.
f) Las variableX e Y estan en dependencia aleatoria directa fuerte, y todos los vap¥@$qrman una nube de puntos
notablemente agrupada en torno a una recta de pendiente positiva.

11.Los coeficientes de correlacion de dos conjuntos de datos estadisticos bidimensionales son
r. = 0,87 yr, = 0,37. Razona en cuél de los dos conjuntos es mejor el ajuste mediante una recta de

una variable en términos de la otra.
Solucioén El ajuste serd mejor en el primer conjunto=0,87), ya que el coeficiente de correlacién es mas cercano a 1,
y en este caso la posible dependencia lineal de una de las variables con la otra es mas fuerte.

12.Considera las siguientes nubes de puntos:

y A y B . Y c
s .° i,
' . ‘. l:. .'.
13 e 1 1 “el
o 1 X 0 1 X 0 1 X

a) ¢En cual de ellas los datos se ajustaran mejor a una recta?
b) Asigna a cada una de las nubes uno de los siguientes coeficientes de correlacion, fijando el
signo en cada caso.
r=+0,99 r=+0,6 r=+0,8
Solucién a) Se ajustard mejor a una recta la nube de puntos del agrtdgé\: r = 0,8; B:r=0,99; C.r =-0,6

13.En las siguientes graficas se muestran las rectas de regresion obtenidas en tres estudios

estadisticos.
Y C
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a) ¢En cual de las graficas el coeficiente de correlacion lineal sera mayor?
b) Indica en qué graficas el coeficiente de correlacion lineal es negativo.

Solucién a) El de la gréafica, ya que los puntos estan mas agrupados; b) El de la gtafiGaque los puntos se
agrupan en torno a una recta de pendiente negativa.

14.Considera la distribucion del ejercicio numero 1.
a) Calcula el coeficiente de correlacion lineal de Pearson.
b) ¢Es coherente el valor de este coeficiente con la correlacion que se observa en el diagrama

de dispersion? Justifica tu respuesta. (Ver ejercicio 5)
Solucién a) —0,945; b) Si.
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15.En una empresa de transportes trabajan 4 conductores. Los afios de antigiiedad de sus permiso
de conducir y las infracciones cometidas en el Ultimo afio por cada uno son los siguientes:

X: afos de antigiiedad 3 4 5 6
Y: infracciones 4 3 2 1
a) Representa graficamente los datos anteriores. Razona si estos muestran correlacion positiva
0 negativa.

b) Calcula el coeficiente de correlacion e interprétalo en términos de la situacion real.
Solucién b)r = -0,996. Existe dependencia funcional negativa; a) Relacion positiva.

Infrazsines
L ol ol e e

L=
-
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L=y
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.

Afigs de antigdedad

16.Dada la distribucién bidimensional:

X|-=2|-2| 2| 2| 2| -2l -1 1 0 13 0 -1

Y| 2| 0| 2| -2 0| -2/ 1| -1 -2 1 2 -

a) Dibuja el diagrama de dispersion de la distribucién y describe el grado, el sentido y el tipo
de correlacion que observas.

b) Encuentra el valor del coeficiente de correlacién lineal.

c) Relaciona los resultados obtenidos en los apartados anteriores.
Solucién Los puntos del diagrama de dispersion aparecen distribuidos simétricamente alrededor del origen, de manera
gue no se aprecia ningun tipo de agrupacion de los puntos en torno a una curva reconocible. Por tanto no se observa
correlacion entre los valores deeY; Db)ao,, = 0; c) El hecho de que el coeficiente de correlacion lineal de Pearson
sea igual a 0 significa que no hay correlacién lineal entre las varilgés y vemos que coincide con la prediccion
cualitativa efectuada a partir del diagrama de dispersién.

17.Tenemos la siguiente tabla de datos de la temperatura media de varias ciudades y del gasto
medio mensual en calefaccion por habitante:

Temperatura (°C) 6/ 10 14 18 20 25
Gasto en calefaccion (£)50 | 45| 25| 15/ 10 2
Calcula el coeficiente de correlacion y la recta de regresion (@asto en calefaccion) sobxe

(temperatura media de la ciudad).
Soluciénr =-0,98; y=-2,74&4 + 67,11

18.Las tallas y los pesos de 10 personas vienen recogidos en la siguiente tabla:
Pesos (kg) 70 69 85 6p 70 45 90 BO |60 |70
Talla (cm) 175 160|180| 155| 165| 180| 185| 175|160 170

Calcula la recta de regresion de la altura sobre el peso.
Soluciény = 0,9% + 103,96

19.Cinco niflas de 2, 3, 5, 7 y 8 aflos de edad pesan, respectivamente, 14, 20, 32, 42 y 44 kilos.
a) Halla la ecuacion de la recta de regresion de la edad sobre el peso.
b) ¢Cual seria el peso aproximado de una nifia de 6 afios?
c) ¢Tendria sentido utilizar la recta de regresion hallada para estimar el peso de una

adolescente de 15 afios?
Solucibna)x=0,1%-0,78; by =5,15%+ 4,65 = A una nifia de 6 afios le corresponde un peso de: 35,55 kg.
¢) No, porque el desarrollo fisico en la adolescencia difiere notablemente del que se produce en la etapa de 2 a 8 afios.
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20.La edad, en afios, que tiene un arbol y el diametro, en centimetros, de su tronco, medidos para
un numero pequefio de arboles (supongamos 10 arboles), se presentan en la siguiente tabla:

Edad (afios) 2 4 4 g 10 11 14 15 (15 20

Diametro(cm) | 10, 15 14 20 30 28 50 55 52 |60

Calcula, utilizando la recta de regresion, el diametro que se puede predecir para un arbol de 15 afios.
Solucion Recta de regresiéay = 3,16+ 0,80 = Diametro (15 afios) = 48,27 cm.

21.La siguiente tabla representa la informacién obtenida de 60 personas, a las que seXespeso (
kg) y se les midioY en cm):

v X [50, 60) | [60, 70)| [70,80) [80, 10Q)
[155, 165) 8 4 2 0
[165, 175) 5 5 5 9
[175, 185) 1 2 8 10

a) Calcula la covarianza e interpreta su valor.
b) Calcula el coeficiente de correlacion.
c) Calcula la recta de regresién adecuada y utilizala para predecir el peso de una persona de 2
metros de altura.
Solucion a) o,, = 54,65. Indica una dependencia directa.r £)0,53; c)x = 0,944 -88,33 = P (2 m)= 100,47
kg

22.La siguiente tabla relaciona el nimero atdmico de varios metales de la misma fila en el sistema
periodico (periodo 4), con su densidad. Representa la nube de puntos, calcula el coeficiente de
correlacion y halla la ecuacion de la recta de regresion. A partir de ella, estima la densidad del
cromo (Cr), cuyo numero atémico es 24. Haz otro tanto con la del escandio (Sc), de numero
atomico 21.

Elemento K Ca Ti V Mn Fe Co Ni
N° Atémico 19 20 22 23 25 26 27 28
Densidad (g/cr?) 0,86 1,54 4.5 5,6 7,11 7,88 8,7 8,8

Soluciénr=0,98; y=-16,5+ 0,98 vy (24) =5,86; y(21) = 3,06
Las densidades del Cr y del Sc son, aproximadamente, 5,86 y 3,01. (Los valores reales de estas densidades son 7,1
2,9)

DENSIDAT

Q

T =l O

— bt e

N2 ATOMICD

G
19 21 23 25 17

23.Para una variable bidimensional se conoee-0,5,04 = 2 yo, = 3. Razona si alguna de las
siguientes rectas de regresion deolre Xcorresponde a estos datos:
ay=—-x+2 b) y=0,5x—-1 C) 3x+4y—-4=0

Solucién La recta buscada es la c).

24.Se sabe gue entre el consumo de papel y el nimero de litros de agua por metro cuadrado que St
recogen en una ciudad no existe relacion. Responde razonadamente a las siguientes cuestiones.
a) ¢Cual es el valor de la covarianza de estas variables?
b) ¢Cuanto vale el coeficiente de correlacion lineal?
c) ¢Qué ecuaciones tienen las dos rectas de regresion y cudl es su posicion en el plano?
Solucién a) o, = 0; b)r = 0; c) Las ecuaciones de las rectas de regresi(’)rysor;z , X = X. Por tanto, son
paralelas a los ejes y, en consecuencia, perpendiculares.
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25.En una distribucion bidimensional, la recta de regresiolN debreX esy = ?/ siendo§/ la

media de la distribucioN. ¢ Cual es la recta de regresionXdsobreY? ¢ Existe dependencia lineal
entreY y X? Razona las respuestas.

Solucioén Si la recta de regresion dfesobreX esy = 9 la recta de regresién desobreY seréx = x. En estos casos
no existe ningln tipo dependencia entre las variabke¥; por tanto, estan incorreladas.

26.Se han recogido datos de temperatura y de presion en distintas ciudades:

Temperatura (°C) 50 10070 | 60| 120 180|200|250| 30 | 90
Presién (mm) 5 2| 2,5 3,754 1 11,250,75 7 3

a) Calcular las rectas de regresion y el coeficiente de correlacion lineal.

b) Estima la presién que habria para una temperatura de 23 °C.

c) Estima la temperatura si la presion fuese de 830 mm.
Solucién a)r = 0,98; y= 6,5+ 6755 ; x=0,5/—381,995; by (23) =825 mm; cx(830) = 23,67 °C

27.El numero de licencias de caza, en miles, y el nUmero de votantes a un determinado partido en 6
comunidades autonomas, en decenas de miles, esta expresado en la siguiente tabla:

N° de licenciasX) | 103| 26 | 3 7| 26| 5
N° de votantesY) | 206| 26 | 27 | 14| 24| 12

Determinar:
a) Coeficiente de correlacion, interpretando su valor.
b) En el caso de que exista correlacion: si en una determinada comunidad existen 50 decenas

de millar de votantes, ¢ cuantas licencias de caza, en miles, se puede estimar que existen?
Solucién a)r = 0,97, luego la correlacidn lineal entre las varialflesy es positiva y fuerte. b) La recta de regresion de
licencias sobre votantes ex = 0,48% + 3,3, por lo que si en una comunidad autbnoma tenemos 50 decenas de millar
de votantesy = 50, el nimero de licencias, en miles, sera 27,55.

28.Hemos obtenido 10 medidas de las variabteg Y correspondientes a una distribucion
bidimensional. A partir de esos datos, conocemos:

D % =200 Dy, =50 r=-0,75
a) Una de las siguientes rectas es la de regresigrsalareX. Di cual de ellas es, justificadamente:
Ny=-45+2X% N y=35-1%
) y=9-0,% V) y =-200 + 58

b) Halla la recta de regresion ®esobreY.
Solucién a) La recta de regresion pasa p&r, (?/) = (20, 5). Ademas, el signo decoincide con el signo de la
pendiente de la recta de regresion; luego es g H)35 — 1,%; b)x=21,875-0,37p

29.Halla el punto medio de una distribucion tal que la recta de regresignsalere X es
5x — 4y = -13 y la deX sobreY es X — 2y = -5. ¢, Cual es el valor del coeficiente de Pearson?
Solucion (x, y)=(3,7); r=0,913

30.Las rectas de regresion ¥esobreX y de X sobreY en una distribucién bidimensional, son las
siguientes:
y=0,9k-5,88
x=0,85 + 13,24
¢,Cual es el coeficiente de correlacion de Pearson de la distribucion?
Soluciénr = 0,879
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31.De una distribucion bidimensional se sabe &ue 1l e 9 = 1. Explica por qué larecta

y = —=3x+ 5 no puede ser la recta de regresion debre Xcorrespondiente a esta distribucion.

Solucién La recta de regresion ha de pasar por el centro de gravedad. Sin embargo la recta dada no cumple esta
condicion.

32.¢Pueden ser las expresiones siguientes las dos rectas de regresion correspondientes a una misn
distribucion bidimensional?
2x+ 3y=29 4x— 5y=-19
Justifica tu respuesta.
Solucién No pues las rectas de regresion han de tener pendiente de igual signo.

33.Razona si es posible encontrar alguna distribucion bidimensional tal que:
La recta de regresion des¥bre Xsea: y= 2x+ 1
La recta de regresion deskbre Ysea: x= 3y+ 4

Solucién No, pues?=6 = r= J6 >1, o cual es imposible porser<t <1

34.La siguiente tabla da los datos obtenidos para una variable bidimensional.
X 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Y 14| 4 | 18| 16| 13 18 15 10 11
a) Halla la recta de regresion desdbre X

b) Calcula la recta de Tukey.

c) Representa la nube de puntos y las dos rectas obtenidas.

Soluciéna)y = 0,034« + 13,05; by = —%x+%7; c)
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