Unidad I. Movimiento Oscilatorio.
1.1 Aspectos generales del movimiento periddico.

En el estudio de la naturaleza, uno de los movimientos mas interesantes
es el movimiento periodico. En él existe un comportamiento repetitivo lo cual
permite construir modelos matematicos que lo representen y realizar con ellos
su analisis. Su presencia en la naturaleza es muy alta, de ahi su importancia y
como ejemplo de ellos se pueden mencionar los siguientes:

- El movimiento de una rueda con rapidez constante.

- El movimiento de un péndulo.

- Una masa sujeta a un resorte.

- Lavibracién de los &tomos en un solido.

- El movimiento de los atomos de una molécula.

- El movimiento de los electrones en una antena.

- El movimiento de los electrones en un circuito con bobina y capacitor.

- Latierra alrededor del sol.

- Un objeto sujeto a la accién de las ondas en el agua.

En todos los movimientos periédicos se define como periodo T al tiempo
en que se repite el movimiento y a la frecuencia del mismo f como el nimero de
movimientos por unidad de tiempo relacionando ambas variables a partir de:

T-1
f

en donde se usa como unidad para la frecuencia los Hertz (Hz) equivalentes a
un ciclo por segundo.

Dentro de los movimientos periddicos es posible distinguir dos tipos;
unos donde, al existir una fuerza que disminuya el movimiento (campo de
fuerzas no conservativo), el cuerpo o particula se detendria en cualquier
posicion, dependiendo del valor de la fuerza. Este es el caso del movimiento de
una rueda. Otros son los que, independiente del valor de la fuerza y mientras
siga siendo repetitivo, siempre se detendran en el mismo punto, denominado
punto de equilibrio. Tal es el caso de un péndulo o de un sistema masa-resorte.

Estos ultimos son los que se estudiaran en este capitulo y, respecto al
punto de equilibrio, éste tendra como caracteristica que la fuerza neta sobre el
cuerpo o particula es cero. A partir de esta caracteristica se pueden distinguir
dos tipos de puntos de equilibrio; aquel al cual siempre tendera a ubicarse al
detenerse o aquel que, aunque la fuerza neta sea cero, al moverse ligeramente
de él, el cuerpo o particula se sale del punto. Tal es el caso de un péndulo
compuesto que, al girar 360°, en el punto mas alto la suma de fuerzas es cero y
puede detenerse y mantenerse ahi, pero facilmente perderia su posicion,
mientras que en la parte mas baja, siempre estaria en equilibrio (ver figura 1.1).



Funto de equilibrio inestable
T,

Funto de equilibrio estable

Figura 1.1 Tipos de equilibrio de un cuerpo

Los movimientos periédicos con punto de equilibrio estable se
denominan movimientos oscilatorios o vibratorios y cualquier desplazamiento
de dicho punto generard una fuerza restauradora, contraria al desplazamiento,
gue tiende a llevar al cuerpo nuevamente al equilibrio. Tal es el caso de la
fuerza de un resorte sobre una masa cuando se estira 0 comprime tal y como
se puede observar en la figura 1.2.

F . F
— F=0 =
- &~
Resorte comprimido Resorte en equilibrio Resorte estirado
Fuerza restauradora Mo hay fuerza Fuerza restauradora
hacia la izguierda restauradara hacia la derecha
Desplazamiento Mo hay desplazamiento Desplazamiento
hacia la derecha respecto al punto hacia la izguierda
de equilibria

Figura 1.2 Sistema masa-resorte

Si se aflade una fuerza que se opone al movimiento, como la fuerza de
friccion entre la masa y la superficie sobre la que se apoya en la figura anterior,
dicha fuerza provocara que la masa llegue al punto de equilibrio. A este tipo de
fuerzas se le denomina fuerza amortiguante y al movimiento como oscilatorio
amortiguado.

Finalmente, si se aflade una fuerza externa, ya sea para tratar de
compensar a la fuerza amortiguadora o para hacer que el sistema oscile a
cierta frecuencia, el movimiento se denomina oscilatorio forzado.



1.2 Movimiento Armoénico Simple.

Dentro de los movimientos oscilatorios, el que resulta mas sencillo para
su estudio es el Movimiento Armonico Simple (MAS) cuya caracteristica
fundamental es que la fuerza restauradora es proporcional al desplazamiento.
Esta condicidon es a la que se aproximan muchos sistemas reales, por lo que su
estudio es fundamental en los movimientos oscilatorios.

1.2.1 Ecuacion diferencial y soluciones.

Definiendo matematicamente la caracteristica del MAS se tendra
F =—kx
en donde el signo menos indica que la fuerza es opuesta al desplazamiento
segun se habia mencionado anteriormente y k es la constante de
proporcionalidad.

De la segunda Ley de Newton expresando a la aceleracion como la
segunda derivada del desplazamiento respecto al tiempo, e igualando ambas
ecuaciones se llega a:

2
F= mH =—kx
dt?

Dividiendo entre m e igualando a cero el segundo miembro se llega a la
ecuacion diferencial

2
d_;( + IS x=0
dt
haciendo % =w?se llega a la ecuacion diferencial del MAS.
2
i7X+a)2X=0
dt

Algunas soluciones para esta ecuacién diferencial son:
x=Asen (wt+9)

Xx=Acos (wt+9)
x=Asen (owt+06)+Bco (wt+)

donde A es la amplitud del movimiento (maximo desplazamiento), @ es la
frecuencia angular (constante que define la repetitividad del movimiento) y 6 es
el angulo de fase inicial (valor del &ngulo que nos indica la posicion inicial. Para
gue la funcioén sea periodica, debe cumplir
X(t)=x(t+T)
sustituyendo valores tomando la segunda solucion mostrada anteriormente se
tiene:
Asen (wt+0)=Asen (w[t+T]+0) =
=Asen (ot+wl +6)=Asen ([ot+5]+wT ) =
= A{sen (ot + ) coswT +cos (vt + ) senwT }

Para que laigualdad se cumpla, «T debe seriguala 2z yaque cos2z=1y

sen 27=0 por lo que

w:E£=2ﬂf
T



denominandose a w frecuencia angular. Dimensionalmente se expresa en
radianes sobre segundo.

Por otro lado, usando la misma solucién, para cuando t = 0, se tiene
X(t=0)=Acos (w[0]+0)=Acosd =X,
por tanto, ¢ es el angulo que define la posicion inicial por lo que se llama angulo
de fase inicial o constante de fase. Diferentes valores de 6 se muestran en la
figura 1.3.

F
Sh8=0  ==x=A4 _E_|l X
F=1/2 ==x=0 + X
xﬂzﬂ
F
F=m  ==x=-4 — X
F— %y —
&= 3T/ == X,=0 + X
xﬂ=ﬂ
F
F=2m ==x=4 . x
_Xﬂ'_|

Figural.3 Posicidn inicial para diferentes valores de &

Ejemplo 1.2.1.1
Verificar que las expresiones que se muestran a continuacién son soluciones
para un movimiento armoénico simple. (a) x=Asen(wt+75). (b)

Xx=Acos (wt+5). (c) x=Asen(wt+5)+Bco (wt+). (d) x=Ae!”' +Be ' .

Solucion. Verificar que es una solucion de un MAS significa que la solucién
2

! o ., d°x
propuesta satisface la ecuacion diferencial F+a) ’x =0, por lo que:

(a) %=%[Asen (wt+06)]=Aco (a)t+s§)%(a)t+5):Aa)co (ot +5)

2
% :%[cho (0t +55)] = Ac[-sen (a)t+5)%(a}t+5) — _Aw?sen (ot +5)
Sustituyendo en la ecuacion diferencia tanto x como su segunda derivada se
tiene:
—Aw?sen (ot +5)+w? Asen (wt+5)=0
observando que la igualdad se cumple y por tanto x = Asen(wt + &) es solucion

de un MAS.

(b) %:%[Aco (ot +89)] =—Asen (wt+5)%(a)t+5) =—-Awsen (ot +9)



2
%:%[—Awsen (0t +6)] = —Aw[co (ot +s§)%(a>t+5) —_Aw’co (wt4s5)
Sustituyendo en la ecuacién diferencia tanto x como su segunda derivada se
tiene:
—Aw?cos (wt+6)+w?Acos (ot +5) =0

por lo que también seré solucién de un MAS.

(c) %:%[Asen (wt+06)+Bco (wt+9)]=Awco (wt+)—Bwsen (wt+75)

2
% :%[Aa)co (ot +9) —Bwsen (ot +5)]=—Aw *sen (ot +5)——Bw?co (wt +5)
Sustituyendo en la ecuacién diferencia tanto x como su segunda derivada se
tiene:
—Aw?sen (wt+5)-Bw?co (wt+9)+w*[Asen (wt+5)+Bco (wt+5)]=0

cumpliéndose nuevamente la igualdad por lo que si es solucion del MAS.

(d) 3): = (;]lt[Ae"“’t +Be '] = jAwe’" - jBoe "

2

%:%[jAa)ej“‘—jBa)ej‘”t]: PPAw?e' + j’Bw e pero j=--1=j’=-1
2

%:—szej‘”t—Bw g )

Sustituyendo en la ecuacién diferencial:
_AC() 2 ejmt _ Ba) 2 e—jmt +w 2 [Aejwt + Be—jmt] — 0
satisfaciendo también la ecuacion diferencial.

1.2.2 Cinemética de un MAS.

Partiendo de la solucién x=Acos(wt+0) y usando las ecuaciones
dv

ot ya que la trayectoria es lineal en x, se

- dx
generales del movimiento v:a y a=

llega a:
v=—Awsen(ot+9)

a=—Aw’cos(wt+5)

gue con la primer ecuacion nos describen el comportamiento, desde el punto
de vista cinematico, de un Movimiento Arménico Simple. De las ecuaciones
anteriores se puede observar, a partir de los valores maximos de las funciones
cosenoidal y senoidal que, cuando hay un maximo desplazamiento positivo, la
velocidad es cero y la aceleracion es maxima negativa, mientras que si el
desplazamiento es maximo negativo, la velocidad también es cero pero la
aceleracion es maxima positiva. En el caso de que el desplazamiento sea cero,
la aceleracion también lo serd y la velocidad es maxima positiva o negativa
segun la direccion en que se mueva. Esto se puede observar con mayor
claridad en la figura 1.4.
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Figura 1.4 Comportamiento de x, vy a en el MAS

Si se graficara exclusivamente respecto al tiempo, las curvas anteriores
se desplazarian de acuerdo al valor de 6 quedando como se observa en la
figura 1.5. En el caso de que el argumento de la funcion (wt+06)el signo sea

positivo, las curvas se desplazan hacia la izquierda y si es negativo (wt—o) el

desplazamiento de las curvas es hacia la derecha. Las condiciones iniciales de
la particula (posicion, velocidad y aceleracion cuando t = 0) seran:

x(0)=Acos o

v(0)=-Awsen o

a(0)=-Aw?cos S
Finalmente, los valores maximos de estas variables se tendran cuando las

funciones seno y coseno sean maximas, esto es, cuando alcancen el valor de
1, por lo que, tomando el valor absoluto de las funciones evaluadas el coseno

en ceroy el seno en 7/ se tiene
Xnee =|ACOS (0) = A
Viax = ‘—Aa) sen(%)‘ = Aw

Qe = |—Aa)2 cos(0)| = Ao’

2
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Figura 1.5 Comportamiento de x, vy a en el MAS con fase inicial

Ejemplo 1.2.2.1

(14.23 T-M) La posicidén de una particula viene dada por x=(7cm)cos6zt , en
donde t viene dado en segundos. Determinar (a) la frecuencia, (b) el periodo y
(c) la amplitud del movimiento de la particula. (d) ¢ Cual es el primer instante
después de t = 0 en que la particula esta en su posicion de equilibrio? ¢En qué
sentido se estd moviendo en ese instante?

Dato. Incognitas.
X =(7cm) cos6rt (@f

(b) t

() A

(d) primer t para x=0 y direccién de
V en ese mismo instante.

Solucion.
(a) Comparando la ecuacién que nos proporcionan como dato con la ecuacién
del desplazamiento de un MAS se tiene

x = (7cm) cos6rt

X = Acos(wt +0)



se puede deducir que o =67 ra% y §=0.Y como

w=21f = =257 _500n;
21 27

(b) De la férmula T =~ =1 —0.3335
f3.00

(c) También por comparacion entre las ecuaciones A=7cm

(d) Si el periodo es de 0.33 sy su posicion inicial x(0) = (7 cm) cos 67 [0]=7cm,
en un cuarto del periodo llegara a la posicién x = 0, en un medio del periodo
estara en x = -A = -7 cm, en tres cuartos del periodo volvera a x = 0 y en el
periodo completo volvera a x = A = 7 cm. Por ello, el resultado para este inciso
es

0333

t =0.0833s

y sustituyendo este tiempo en la ecuacion de velocidad para conocer su sentido
se tiene:

V=—Amsen(wt+5)=—(7.00 cm)(6x ra% ) sen (67 [0.0833 5]+ 0) = —3.61 Cr%

de donde se deduce que la particula se mueve hacia la izquierda por tener la
velocidad signo negativo.

Ejemplo 1.2.2.2

(17.5 R) En una rasuradora eléctrica, la hoja se mueve hacia delante y hacia
atrds una distancia de 2.00 mm. El movimiento es arménico simple, con una
frecuencia de 120 Hz. Determine (a) la amplitud, (b) la rapidez maxima de la
hoja, y (c) la aceleracion maxima de la hoja.

Datos. Incognitas.
D =2.00mm=2.00x10"m (@) A
f =120 Hz (b) Vimax
(C) amax
Solucion.
(a) D corresponde al desplazamiento total de la hoja por lo que
-3
Azgzwzmoxlo?’ m

(b) Para determinar la velocidad maxima se necesita conocer o a partir de
_ _ — rad
w=27x f =27 (120 Hz) = 754 A
el valor de la velocidad maxima sera
v =Aw=(1.00x10"° m)(754 ra%) =0.754m
(c) La aceleracion maxima es
— A2 -3 rad /y2 — m
a_. = Aw?=(1.00x10° m)(754 A )2 =568 A )



1.2.3 Fuerzay energia en un MAS.

Por definicion del MAS se tiene: F =-kx y de lo visto en la cinemética
del movimiento x= Acos(wt+06) de tal forma que F =-kAcos(wt+95), pero

k=me ® , sustituyendo se tiene
F =—mw *Acos(wt + )
este ultimo resultado también se pudo obtener de la 22 Ley de Newton,
F =ma=-mo >Acos(at + 5)

Para la Energia Cinética del MAS, se determina a partir de la energia de
la particula, o sea

K =%mv2 =%m[—Acosen(a)t+5)]2 =%ma) 2A? sen? (wt +5)

pero, de la forma trigonométrica del Teorema de Pitagoras, sen 24 =1-cos @,
de manera que:

K :%ma)zA2 sen’ (ot +9) =K :%ma) A’ [1-co ?(wts-0)]=
:%ma) [A? - A cosz(a)t+§)]:%ma) 2[Az—xz]:}ék[Az—XZ]

La Energia Potencial del MAS se puede determinar de la relacion de ella
con la fuerza en la expresion
oU-~ oU . oU -~
F=-VU=-]—1i+ J+—K]
ox 0y 0z
Al tener solo desplazamiento en una direccion (por ejemplo x), la expresion
vectorial y la derivada parcial se transforma en:
_ay
dx
La diferencial de la energia potencial seria

dU = —9Y dx — _Fax = —(—kx)dx
dx

Integrando
U :j.kxdx:[%klet :}ékx2 :}éma)zx2
0

La Energia Mecanica Total en campos conservativos (aquellos donde el
trabajo es independiente de la trayectoria), corresponde a la suma de las
energias cinética y potencial, esto es:

E=K+U =%ma) 2[Az—xz]jt}éma)zx2 :%ma)zAZ:%k A’

Graficando las tres energias se tiene
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Figura 1.6 Energia en un MAS

Conviene observar que, como en todo sistema conservativo, la energia
mecanica total permanece constante y que, cuando la energia potencial es
maxima (igual al valor de la energia total), la energia cinética es cero y
viceversa.

Ejemplo 1.2.3.1

(14.40 T-M) Un objeto de 3 kg oscila con una amplitud de 8 cm. Su aceleracion
maxima es de 3.50 m/s®. Determinar (a) la energia total, (b) la energia cinética
y potencial cuando x =4 cm y, (c) el punto donde la energia cinética se reduce
a una tercera parte la su valor maximo.

Datos. Incognitas.

m =3 kg (@ E

A=8cm=0.08m () KyUenx=4cm=0.04m
_ m (c) x cuando K = % E

a_ =350 é ,

Solucioén.

3.5ofy
a 2
a)a._ =0’A => o=, |"= s _g.e1rad
@) 8y = “=\"a ~\0oem %

E= % Mo 2 A’ = % (3kg)(6.61 ra%)z(o.os m)2 =0.419 J

(b) K = %ma) A2 —x?] = %(3 kg)(6.61 ra%)2[(0.08 m)? — (0.04 m)?]=0.314 J
U= %ma) 2% = %(3 kg)(6.61 ra%)2(0.04 m)2 =0.105 J

(c) K :%E:%(OAN J)=0.140] = U=E-K =%ma)2x2

X:\/Z(E—K) _ [2104193-01400) _ o
(3kg)(6.61"2d /)’

me *

10



1.2.4 Relacion entre un MAS y un movimiento circular uniforme. Vectores
de rotacion o fasores.

Para encontrar la relacion entre el MAS y el movimiento circular
uniforme, se parte de este ultimo suponiendo que la particula, de masa m, se
mueve en una circunferencia de radio R, a velocidad angular @ partiendo del
punto Py ubicado aun angulo dtal y como se muestra en la figura 1.7

2 Y s=Ra y F=g +5
x=Acos & =Acos( 7+ )
I X y=Azgen F =Asen( at F)

oF
pero di= — =g = F= 4t
t

Figura 1.7 Relacion entre un MAS y un movimiento circular uniforme

Tomando a x como la posicién de una particula que se mueve sobre el mismo
eje X, desde —R hasta R, es decir, x es la proyeccion del punto P sobre el eje X
y de igual forma y sobre el eje Y, se tienen dos particulas moviéndose en una
sola direccibn con movimiento armoénico simple pues sus ecuaciones
corresponden a las de la solucién de dicho movimiento, esto es:

Xx=Acos (wt+0) MAS en el eje X

y=Asen (wt+6) MASenelejeY
La velocidad y aceleracion de cada particula en su respectivo eje sera:

Vv, =—Awm sen (ot +0)

vV, = Ao cos (ot + )
a, =-Aw’ cos (ot +9)
a, =—Aw’” sen (vt +5)
Lo que en forma vectorial representa a tres vectores, r para el

desplazamiento, Vv para la velocidad y a para la aceleracion, todos ellos
girando con una velocidad angular constante @ y donde vV es perpendicular a

r y a de acuerdo a la figura 1.8.

11



X
r=24 cus{a3r+ﬁ}f+ﬂ sert (4t t J}j’

'E:—Aafseﬂ{afﬁJ}£+Amcus{a¢+ﬁ}j

d=-Aa’ cos(ait+ F)i— Aa? sen (wt+ F)

Figura 1.8 Fasores en un MAS

A los vectores ¥, Vv y a se les define como vectores de rotacién o
fasores y de sus componentes rectangulares se pueden representar
movimientos armoénicos simples siempre que la magnitud del vector de rotacién
desplazamiento sea igual a la amplitud del MAS, que la velocidad angular del
mismo corresponda a la frecuencia angular del MAS y que el angulo en el que
inicia el movimiento dicho vector sea igual a la constante de fase inicial 6.

Ejemplo 1.2.4.1

(17.42 R) Una particula de masa m se desplaza en un plano fijo a lo largo de la
trayectoria ¥ = Acos wti+Acos3wt j. (a) Dibuje la trayectoria de la particula.
(b) Calcule la fuerza que actta sobre ella. Encuentre ademas (c) su energia
potencial y (d) su energia total en funcién del tiempo. (e) ¢Es periddico el
movimiento? De ser asi, determine el periodo.

Datos. Incognitas.
F=Acoswti+Acos3mt | (a) Trayectoria de la particula
m (b) F

(c)U

(dE

(e) T si el movimiento es periddico

Solucioén.
(a) Para poder graficar la trayectoria, es necesario encontrar su ecuacion a
partir de las componentes del a posicion, esto es:

X=AcCoSwmt ----c---- (1)

y= Acos 3wt -------- (2)

De estas ecuaciones, expresadas en forma paramétrica, se requiere reducir a
una sola donde las variables sean sélo x y y. Para ello, de la identidad

12



trigonométrica cos 3¢ =4 cos® #—3cos @ y despejando de (1) a cos wt =% se

tiene
2 X X 4
y:A[4COS a)t—3COSa)t]=A 4 F —3(K] :?X —-3X

Tomando el valor de A=1y graficando en el intervalo de -1<x <1 puesto que

son los valores minimo y maximo que puede tomar x para ese valor de A, se
tiene

¥
h

-71]

(b) De la 22 Ley de Newton y de las ecuaciones generales de movimiento se
llega a

V:d—r:i[Acos wt i+ Acos 3wt ]]:—Aa) sen wt i —3Aw sen 3wt |

dt dt

— d\7 d =~ ~ 2 ~ 2 ~
azaza[—Aa)sen oti—3Aw sen 3wt j]z—Aa) cos wti—9Aw “ cos 3wt |
F=ma=-Amw? cos ot i —9Amm 2 cos 3wt j

(c) La energia potencial es el trabajo desarrollado por la fuerza al cambiar de
posicién, U =—jlf-df

y como df = 3—: dt =V dt = [—Aa) sen wt i —3Aw sen 3wt ]] dt se tiene
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U= —j[—Amw 2 cos wt i —9Am® 2 cos 3wt ]]H—Aa) sen wt i —3Aw sen 3wt ]] dt] =
= I—Azma) * cos mt sen wt dt —27 A’ma ° cos 3wt sen 3wt dt =
= I A'me? cos wt [ sen ot (- dt) | -9A’ma ? cos 3ot [ sen 3ot (3w dt) ] =
:% A’me ? cos? wt +%A2ma)2 cos 3wt +C :%Azma) ’| cos’® ot +cos’ 3wt |+ C

_ . T
para r=0 estoes x=0 y y=0 a la vez, se requiere que t=2— y entonces
(4]
U =0. Sustituyendo en la ecuacién anterior para obtener C se tiene

0 :%Azma){cos2 0" +9 cos? 3(0£}+C = C=0
2w 20

guedando como solucién final
U= % A’me? [cos wt +9 cos 3wt]

(d) La energia mecanica totales E=K+U y K= %mv2 por lo que
vi =[-Aw sen cot]2 +[-3Aw sen 3a)t]2 =A’w? sen’ wt+9A*w ? sen® 3wt
K :}ém[Azm2 sen® wt+9A%w ? cos? 3a)t] :%Azmwz[ sen® ot +9 sen’ Bwt]
_ _ 2 2 2 2 2 2 2 2 _
E=K+U _%A Mo [ sen? ot +9 sen Bwt}+%A Mo [ cos® wt + cos 3a)t]—
:% Azmwz[ sen? ot +9 sen® 3wt +cos® wt +9 cos’ Sa)t] =

:% Azma)z[sen2 wt+cos? ot+9 (sen2 3wt + cos? 3a)t)] =
= 1) Kmo[1+9(1)] = ¥ A’me 710] = 5A"me ?

(e) Si lo es, ya que cada determinado valor de t la posicion de la particula es la

. . ' 2r
misma. El periodo sera T =—
w

1.2.5 Sistemas oscilantes. Péndulo simple, péndulo de torsion, sistema
masa resorte y circuito L-C.

Péndulo Simple. Este sistema oscilante esta formado por una cuerda o
varilla cuya masa es despreciable y que esta sujeta en uno de sus extremos a
un soporte fijo y en el otro tiene un cuerpo cuya masa se puede considerar
concentrada en su centro geométrico que esta sobre el eje del a cuerda o
varilla. Bajo estas consideraciones las variables que definen a un péndulo
simple seran la masa del cuerpo m y la longitud de la cuerda o varilla L. Un
diagrama de fuerzas se muestra en la figura 1.9. En dicha figura se observa
que el desplazamiento angular maximo de la masa es ¢, y que lo realiza en

ambos sentidos. Ademas, el peso del cuerpo W se descompone en dos
fuerzas, una tangente a la trayectoria F, y otra normal a la misma F,. Esta

dltima fuerza va a ser anulada por la tensién de la cuerda T, por lo que el
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movimiento de la masa en el péndulo simple serd responsabilidad
exclusivamente por la fuerza Ift , siendo su sentido opuesto al desplazamiento.

Figura 1.9 Péndulo simple

Matematicamente
F. =—-wsen ¢ =-mg sen ¢ = ma,

2
pero a =La= L?}IT? sustituyendo en la ecuacién anterior se llega a
2
—mg sen ¢ = mL(:jT?

Dividiendo entre mL y pasando todo al primer miembro y multiplicando por -1
se llega a la ecuacion diferencial que representa el movimiento del péndulo
simple, esto es

d’4 . g

prEa seng=0
La ecuacion anterior presenta como variable el desplazamiento angular ¢ y no
corresponde al modelo de un MAS ya que el segundo término esta expresado a
partir de la funcion senoidal. Sin embargo, si se restringe el movimiento del
péndulo a un desplazamiento maximo de 15° (0.2618 radianes), es posible
aproximar la funcién sen ¢ =¢ con un error que no seria mayor de 1.2 % lo cual

permite tener la misma ecuacion diferencial del MAS y sera:
Z—:?Jr%;zs =0 para ¢, <15°(0.2618 rad)
Una solucion seria
¢=¢,cos(wt+o) donde a):\/% sera la frecuencia angular del movimiento y

o la fase inicial. La velocidad y aceleracion angular estardn dadas por:

%:—qﬁowsen(wH&)
2
a:((j_jT?:—qﬁoa)z cos(wt+5)

Es importante hacer notar que la velocidad angular no se representa por w
puesto que se confundiria con la frecuencia angular del movimiento.
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Respecto a las variables lineales (desplazamiento lineal, velocidad y
aceleracion tangencial) se tiene
s=Lg=Lg,cos(wt+7)

d
V= Ld—f:—L¢oa}sen(a)t+5)
a=La=-Lgw’cos(wt+5)=-Lw’p

No olvidar que tanto el argumento de las funciones seno y coseno como
el desplazamiento angular deben expresarse en radianes para evitar la
confusion en el manejo de las unidades.

Finalmente, si el desplazamiento angular maximo es mayor de 15°,
todavia es posible considerar las mismas ecuaciones del movimiento, solo que
es necesario calcular una nueva frecuencia para este péndulo a partir de la
expresion

2 1 1, 1(3Y 1 L
0= donde T =T, {1+? sen’ §¢°+?(Zj sen* E¢°+ ------ } y T, :27r\/;

Ejemplo 1.2.5.1

(17.26 R) Un péndulo simple de 1.53 m de longitud realiza 72.0 oscilaciones en
180 s en cierto lugar. Encuentre la aceleracion debida a la gravedad en ese
punto.

Datos. Incognitas.
L=153m g

N° Oscilaciones=72.0 en t=180s

Solucion.
Se parte del nimero de oscilaciones y el tiempo empleado para calcular la
frecuencia, es decir

_ N°deoscilaciones  72.0

t 180

f =0.400 Hz

La frecuencia angular es
w=27xf =27(0.400 Hz) = 2.51 ra%

Finalmente, despejando g de la formula @ = \/% se llega a

— = rad /y2 m
g =L’ = (1.53m)(2.51 A) ~0.66 AZ

Ejemplo 1.2.5.2
(15.31 S-J) Un péndulo simple tiene una masa de 0.250 kg y una longitud de
1.00 m. Es desplazado un angulo de 15.0° y luego se suelta. ¢, Cuales son (a) la
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maxima rapidez, (b) La maxima aceleracion angular y (c) la maxima fuerza
restauradora?

Datos. Incognitas.
m = 0.250 kg (@) Vo
L :100 m (b) amax

¢, =15.00= (15.0°) 2zrad ) o6arad (©) (Fna
360°

Solucioén.

(a) Directamente de la formula v=-Lg,w sen(wt+0) el valor maximo es

] 9.80 r%
v =Lgo= L¢O\/E = (1.00 m)(0.262 rad) TOmS =0.820 M/

(b) La aceleracion angular es a =g, > cos(wt+5) y su valor maximo es
9.80 fyz
_ o 9 ST | _ d
= g0 °= ¢, = = (0.262 — /S |-p57r1a
G =4y "=y = (0262 rad) L3 2

(c) De la 22 Ley de Newton
(F),. =ma,, =mLa,, =(0.250kg)(1.00 m)(2.57 ra%z) ~0.642 N

Péndulo de Torsién. Es un sistema formado por una barra, alambre o
fibra que se sujeta por un extremo a un punto fijo y el otro soporta un cuerpo
pero la prolongacion del alambre pasa por el centro de gravedad. La
caracteristica de este péndulo es que las propiedades elasticas del alambre al
evitar la torsion del mismo dan lugar a la fuerza restauradora proporcional al
desplazamiento. Como conclusibn a lo indicado anteriormente, el
desplazamiento es angular como se muestra en la figura 1.10

e A

R———

Figura 1.10 Péndulo de torsién

Al desplazar el disco en movimiento circular desde el punto P hacia el
punto A o B se produce un momento de torsion r cuyo valor es proporcional al
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angulo desplazado ¢ cuyo rango de accion estara entre -6,y
6,. Matematicamente se tiene r =-x¢ donde x se le conoce como constante

de restitucion torsional o simplemente constante torsional o coeficiente de
torsion. El signo menos indica que el torque es opuesto al desplazamiento y es
equivalente a la propiedad de un MAS.

Por otro lado, el momento angular del disco se puede calcular a partir de
L=1w donde w es la velocidad angular e /es el momento de inercia. Pero de
la relacion entre el torque y el momento angular tenemos que

d. d do
r:—:—(la)): —_—
dt dt dt
do do | d%0 - 7,
pero w:E por lo que TZIEZIF que al sustituir en la expresion

2
caracteristica del péndulo se llega a r=-x6=1

e que al dividir entre |y

expresar como ecuacion diferencial se tiene

2
df+59=o
dat’ |

cuya solucion es
0 =6, cos(wt+05) donde co:\/lE

Para la velocidad y aceleracién angular del péndulo se obtiene
deo
—t:—aoa) sen(wt+0)
d?e
o= 2
dt
expresando nuevamente a la velocidad angular como la primera derivada para
no confundirla con la frecuencia angular.

=00’ cos(wt+3)

Ejemplo 1.2.5.3

(17.34 R) Un ingeniero quiere calcular la inercia rotacional de un objeto de
forma extrafia de 11.3 kg que gira alrededor de un eje a través de su centro de
masa. El objeto esta sostenido por un alambre en su centro de masa y sobre el
eje deseado. El alambre tiene una constante torsional x=0.513Nm. El
ingeniero observa que este péndulo oscila 20 ciclos durante 48.7 s. ¢ Qué valor
se calcula para la inercia rotacional?

Datos. Incognitas.
m=11.3kg I
x=0513N

N° oscilaciones = 20.0 ciclosent=48.7 s

Solucién.

o it .
La frecuencia esta dada por f = N® oscilaciones = 20 ciclos =0.411Hz

t 48.7 s
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La frecuencia angular es @ =27 f =27(0.411Hz)=2.58 ra%

Finalmente, de la férmula para la frecuencia angular en el péndulo de torsién

K __OSBBNM 4 0771k m?

a):\/E = l=— >
T T e

Sistema masa-resorte. Este sistema puede presentarse en dos formas,
cuando la masa y el resorte estan sobre una superficie sin friccion en posicion
horizontal y cuando la masa y el resorte estan en posicion vertical segun se
muestra en la figura.

(- k

Figura 1.11 Sistema masa-resorte

En ambos casos k representa la constante del resorte dada a partir de la Ley
de Hooke como
F =—kx

y que describe que la fuerza que ejerce el resorte sobre la masa es
proporcional al desplazamiento. El signo menos indica que la fuerza siempre
tiene sentido opuesto al desplazamiento. De lo anterior se observa que el
comportamiento de un resorte sobre una masa (sistema masa-resorte) es
idéntico al de un MAS en cuanto a la accion de la fuerza y que la constante del
resorte corresponde a la constante de proporcionalidad del MAS.

Analizando el primer caso tendremos las mismas consideraciones que la
figura 1.2 y su desarrollo matematico corresponde al de la seccién 1.2.1 por lo
gue, la ecuacién diferencial del sistema masa-resorte horizontal sin friccion es

2
d—;(+a)2x:0 donde a):\/K
dt m

cuya solucion propuesta y las ecuaciones para la velocidad y la aceleracién son
x=Acos(wt+9)

v=—Awsen(owt+9)

a=—Aw’cos(wt+5)
Ejemplo 1.2.54
(13.16 F) Una masa m=1.5kg esté fija a un resorte ideal, cuya constante
k=18 % Todo el movimiento se efectia en la direccion x (horizontal), y se
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define la posicidbn del punto de equilibrio de la masa como x=0m. A
continuacién se desplaza la masa a x=0.25m, y se suelta partiendo del
reposo. (a) Deduzca una funcion x(t) gue describa el movimiento que se

produce. (b) ¢,En qué posicion x se presenta la aceleracibn maxima positiva de
la masa? (c) ¢ Cudl es la magnitud de la aceleracion maxima? (d) ¢ Cual es la
rapidez maxima de la masa?

Datos. Incognitas.
m=1.5kg (@) x(t)
—18N
k=18 A] (b) x cuando a_, >0
A=0.25m (€) a,,
(d) Vmax
Solucion.

(a) Por ser un sistema masa-resorte horizontal, la solucion es x= Acos(w t+75)
y se requiere determinar @ y 6 . La frecuencia angular es

% ~-35 ra%

1.5kg
Para t =0 la posicion es x=0.25m, sustituyendo en la ecuacién se tiene

0.25 m = (0.25 m) cos ([3.5 ra%][0] +8)=(0.25m)cos 5

_l 0-25“ _l
— — — tant — . ] rad
0 =C0S . =c0s 1=0 por tanto x =(0.25m)cos (3.5 At)

(b) La aceleracion estd dada por a=-Aw*cos(wt+d5) y su valor maximo

seria cuando la funcién coseno es maxima positiva 0 negativa. Dado que la

aceleracion siempre es contraria al desplazamiento, si la aceleracién es

maxima positiva, el desplazamiento es maximo negativo, es decir, cuando
cos(wt+5)=-1 = a_ =+Ao’ Yy x=Acos(wt+5)=-A=-0.25m

(c) La aceleracion maxima es

v 2 _ d/\2 _
a_. =Aw’ =(0.25m)(3.5 raA) =3.0 %2
(d) La velocidad maxima estara dada por
_ _ d/y_
V.. =Aw=(0.25m)@35 A) =0.87 n%

En el caso del sistema masa-resorte vertical en donde, aun cuando se
desprecia la friccién del aire o medio en donde se encuentra. La accion de la
gravedad se deja sentir generando una elongacion inicial del resorte,
representada por y, segun se muestra en la figura 1.12 seccion b) respecto al
resorte sin masa y sin elongacion. El valor de este desplazamiento inicial se

puede determinar al igualar el peso de la masa con la fuerza inicial del resorte,
esto es

m
ky,=mg = YO:TQ
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Figura 1.12 Sistema masa-resorte vertical

Al desplazar la masa una distancia y’, el resorte ejerce una fuerza F cuyo
valor esta determinado por ambos desplazamientos, esto es, el desplazamiento
total y=y,+Y . La fuerza total sobre la masa sera la diferencia entre la fuerza
del resorte y el peso. Considerando el eje Y positivo hacia abajo como se
muestra en la figura, la fuerza total en la masa es

-F +w=-ky+mg =—-k(y, +Yy)+mg =-ky, —ky'+mg =—-ky" ya que ky, =mg
De la 22 Ley de Newton

. d?y d’y k
—-ky=ma,=m—- = —+—y=0
d Y dt? a m’
y como y,=cte, al obtener la segunda derivada de y=y,+y se llega a
d?y  d?y - - . . .
prERialp que al sustituir en la ecuacion anterior se obtiene la misma

ecuacion diferencial del MAS en el sistema masa-resorte vertical, esto es

2 -
d Z’ +’y'=0 donde a):‘fﬁ
dt m

Como Yy es el desplazamiento desde la posicion de equilibrio una vez que se
movio y,, el sistema se mueve en forma semejante al horizontal a partir de su
nuevo punto de equilibrio y,. Las ecuaciones cinematicas seran
y=Acos(wt+9)
v=—Awsen(owt+9)

a=—Aw’cos(wt+5)

La energia potencial total del resorte dependera de la elongacién del mismo,
por lo que U =%ky2 y como Yy = Yy'+y, sustituyendo se tiene

§] =}éky2 =%k(y'+y0)2 =}ék([y’]2 +2y’y0+[y0]2):%k[y’]2+k y’yo+%k[y0]2

pero ky, =mg por lo que
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U :}ék[y’]2 +mg ’y&}ék[yo]2
de donde se puede observar que los dos primeros términos dependen de y" y

el tercero de y, de manera que U=U"+U, siendo U’=%k[y’]2+mgy’ la

energia que gana la masa por el resorte al moverse del nuevo punto de
. . 2 , . .,
equilibrio y U, =%k[yo] la energia almacenada en la posicion del nuevo

punto de equilibrio.

La energia potencial debido la gravedad se determina a partir del
desplazamiento del punto de equilibrio quedando

U, =-mgy
El signo menos es debido a que se ha considerado al eje Y hacia abajo y si el
desplazamiento es positivo, la energia potencial de la gravedad disminuye pues
la altura es menor.
La energia cinética es la misma al igual que la energia mecanica total, esto es

K:}émv2
E:%kAZ

Ejemplo 1.2.5.5

(14.58 T-M) Un cuerpo de 1.50 kg, que alarga un muelle (resorte) de 2.80 cm
respecto a su longitud natural cuando cuelga de €l en reposo, oscila con una
amplitud de 2.20 cm. Hallar (a) la energia total de sistema, (b) la energia
potencial gravitatoria en el maximo desplazamiento hacia abajo, (c) la energia
potencial del muelle en su maximo desplazamiento hacia abajo y (d) ¢ Cuél es
la energia cinética maxima del cuerpo?

Datos. Incognitas.

m =1.50 kg (@) E

Y, =2.80 cm=0.0280 m (b) U, cuando y'=0.0220 m

A=220cm=0.0220m (c) U cuando y'=0.0220 m
(d) Kpux

Solucioén.

(a) A partir del desplazamiento inicial para el nuevo punto de equilibrio ky, =mg

m
mg (150 kg)(9.80 ") \
o —525 /
Yo 0.0280 m m
Directamente de la férmula

2
E= YA’ = 1(525 N/ )(0220 ) = 0.127 3
(b) La energia potencial debido a la gravedad es
U, =-mgy= —(1.50 kg )(9.80 r%2)(0.0220 m)=-0.323J

(c) La energia del resorte en funcion del desplazamiento de su punto de
equilibrio para un desplazamiento maximo es

de manera que k =
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U’ = Y5 kA" +mgA= 1/ (525 N/ )(0.0220 m)° + (150 kg)(9.80 r%2)(0.0220 m)=
=0.450J
(d) La energia cinética maxima es

Ko = Y5mv,,2 = 1 m(Aw)’ = Ymo’ A° = L/ kA* =0.127 3

Circuito L-C. En el caso de un circuito compuesto por un capacitor
cargado y una bobina, el comportamiento de la carga en el capacitor es
semejante al de un MAS aunque en este caso la variable no es el
desplazamiento, sino la carga. Para comprender mejor esto se parte del
siguiente circuito.

+ il E

Figura 1.13 Circuito LC

Al cerrar el interruptor en un tiempot =0 la corriente circula en
sentido contrario a las manecillas del reloj como se indica en la figura 1.13 vy,
por estar conectados en paralelo, el voltaje es el mismo, esto es

Vi :Vc
pero el capacitor se descarga sobre la bobina y esta se opone al paso de la
corriente de tal forma que sus voltajes individuales son
vy v o &
C dt
sustituyendo en la ecuacion anterior y transformandola a una ecuacion
diferencial queda

a_ 4 da
C dt d C
pero
i_dg ﬂ_i(dﬁj_ﬂ
ot dt dtldt) dt?
sustituyendo y dividiendo entre L se llega a

2 2
OI—?+iq=0 0 d—§+a)zq:0 donde a)z,/i
dt> LC dt LC

que es una ecuacion diferencial del mismo tipo que la de un MAS y cuya
solucion se puede proponer como

q(t)=Q, cos (wt+5)
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Q, corresponde a la carga inicial del capacitor cuando se cierra el interruptor S,
® es la frecuencia angular en que oscila el circuito y 6 es la fase inicial. La
corriente en el circuito se determina a partir de

. dg d

'(t):d_?ZE[QO cos (ot +6) | =-Quw sen (ot +5) =1, sen (wt+5)

El comportamiento de la carga y la corriente se puede observar en la
figura 1.14, en donde, para facilitar el proceso se considera 6§ =0.

glf |
&
i
E T I 27 S aF
2 2 2
4
£=0
it
Lo T
= gt
T T A7 2 S T
2 2 2
_J;n,ax“

Figura 1.14 Carga y corriente en el circuito LC

Es importante observar a partir de la siguiente tabla la analogia entre los
sistemas mecanicos y los eléctricos en sus variables y la energia.

Sistema eléctrico
Bobina-capacitor (LC)
Inductancia (L)

Inverso de la capacitancia (Ej

Sistema mecanico
Masa-resorte
Masa (m)

Constante del resorte (k)

Carga eléctrica (q)
Corriente eléctrica (i)
Energia electromagnética

1o,
2C 2

Desplazamiento (x)
Velocidad (v)
Energia mecanica

E :ikx2 +%mv2

Tabla 1.1 Equivalencias entre sistemas mecanicos y sistemas eléctricos
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Ejemplo 1.2.5.6
(31.9 G) En un circuito LC, la carga del condensador viene dada por la

expresion q(t)=(71uC)cos ([54kra%]t—%) (a) Escribir la expresion de la
corriente del circuito. (b) Suponiendo que L=17 mH, determinar C. (c) Escribir

las expresiones de E,E, yE..

Datos. Incognitas.

q(t)=(714C)cos [[54kra%]t—%j (a) i(t)

(b) C si L=17mH

(c) E
EL
EC
Solucién.
(@)

i(t):dqd_it):%{(nyc) cos ([54 k ra%}t—%ﬂ
= —(71 ,uC)(54 k ra%) sen ([54 k ra%}t —%) =—(3.8 A)sen ([54 K ra%}t _%j

(b)

= /% = C:L12: L ] >=20nF
w
(17 mH)(54krad [}
(c) La Energia electromagnética total es
E :léqz 1 :%[Qo cos (a)t+5)]2 +%L[—Qoa) sen (a)t+5)]2 _

2
LQ,
2

_—cos ?(ot+5)+ o’ sen’ (wt+5) pero @’ =—

LC

=0.125J

Qo Q _ (71uC)’
E—ZC [cos (wt+3)+sen® (a)t+5)} 2C = 2(20F)

La energia en la bobina es

E, =%Li2 :%(17 mH )(—(3.8 A) sen ([54 k ra%}t _%DZ _
= (0.125 ) sen ([54kra(y}__j

Finalmente, la energia en el condensador es
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1@ 1 ((71 uC) cos ([54 k ra%]t —ijz

“2Cc 2 20 nF

—(0.125 J ) cos? ([54 krad// |t —%j

Ec

1.3 Superposicion de dos MAS.

La superposicion o interferencia de dos MAS es el resultado de la
coincidencia de ellos en el espacio y en el tiempo. Por ello, al superponer dos
MAS, en realidad estamos sumando sus efectos para obtener otro movimiento.
Fisicamente se puede ejemplificar como la accion de las fuerzas de dos
resortes orientados en la misma direccion, que actlan sobre una masa y que
las caracteristicas de dichos elementos pueden o no ser las mismas. A partir de
esto ultimo se obtiene un nuevo movimiento de la masa que puede o0 no ser un
MAS, como se vera a continuacion. Para el estudio de esta superposicién, se
tomaran en cuenta las caracteristicas de cada MAS individual y la forma en que
coinciden en el espacio.

1.3.1 Superposicién de dos MAS en la misma direccién y con igual
frecuencia.

Al estar en la misma direccién, ésta puede tomarse como X y siendo la
misma frecuencia, ambos movimientos se pueden representar mediante su
vector de rotacién correspondiente, como sigue

g
R=xi b=
! =A cos(at+ g{\‘}f+}]1 sen (at+ 4{‘1}
At ¥
g
2 s
i RExity )=
& =A cos (at+ £)i+A sen(at+ )
' X

Figura 1.15 Fasores en la superposicion de dos MAS en la misma direccion y
con igual frecuencia
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Se observa que el angulo ot es el mismo en ambas figuras puesto que
la frecuencia @ es la misma, y que la magnitud del vector de rotacién
correspondera a la amplitud del MAS en cada direccion. Como se trata de la
superposicion en x, la suma correspondera solo a la suma de las componentes
de los vectores de rotacién, es decir

¥ -
r

[l

54 AN Fexityj=

T b ¥ =Acos(att £+1:+Asen{a¢+ é‘}j’

Figura 1.16 Fasor resultante en la superposicién de los MAS

donde A es la magnitud del vector suma y o es su fase inicial.
Matematicamente es necesario determinar estos valores y, por ser
exclusivamente en el eje X la solucién es

X=X +X,=A cos (wt+7,)+ A, cos (ot +97,)
Para verificar si esta nueva solucion corresponde a un MAS, se calcula la

segunda derivada para comprobar en la ecuacion diferencial, o sea
2

—;(+a)2X:O
dt
por lo que
% :%[Al cos (wt+6,) + A, cos (wt+6,)]| = —Aw sen (ot +6,) — A, sen (wt +5,)
2
% = %[—Aﬂ’ sen (ot +6,) — Aw sen (ot +6,) | = A’ cos (ot +6,) — Ao® cos (ot +6,) =

=—w’[A cos (ot +6,) + A, cos (ot +5,)]| = —w’x

gue al sustituir se comprueba, por lo que la solucién también corresponde a un
MAS.

Tomado nuevamente la figura 1.16, en donde se indica en primer lugar
el angulo ot y considerando que, al tener la misma frecuencia angular, los
vectores giran con la misma velocidad y por tanto mantienen la misma distancia

angular entre ellos, esto es (5, -4,), la magnitud del vector suma es

A:\/Af + A2 +2AA, cos(5,-6,)
Para encontrar el valor de 6 se tomat =0y a partir de la figura 1.18 se
encuentra la funcién tangente de 6 como sigue
sy _NtY, _ A sen o, + A, sen g,
X X +X, Acoso +A, cosd,
Las dos expresiones anteriores nos permiten calcular la amplitud y fase inicial

del nuevo movimiento armoénico simple que resulta de la superposicion de dos
MAS en la misma direccion y con igual frecuencia.

tan
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— P _';(;:x_l+;c2
f
TI y=xty
& ¥ — .
& FR— x, = A cos
*-5 1 X—J';—J—J* x, = A cos £
|_ x_| _]31:4413€H§
| X |
|

Figura 1.17 Fasores cuando el tempoes t=0

Ademas, es posible realizar un andlisis de casos en este tipo de
superposicién a partir de la posicion inicial relativa entre los vectores de
rotacion, esto es, de su diferencia entre fases.

a) Cuando los dos MAS tienen la misma fase (o0,=0,) entonces
0,—0, =0y laamplitud y fase del nuevo MAS es

A=A+ A +2AA cos(0) = (A’ + A7 +2AA (1) = [(A +A) = A +A,
5_Alsen51+Azsen52_Alsen51+A25en51_( +A)sens,
A cCOSS, +A CcosS, AcCosS+AcosS, (A+A)coss,

tan

> | >

tan o,
0=9

Por la respuesta anterior se dice que los MAS interfieren o se
superponen constructivamente ya que las amplitudes se suman.
Graficamente, tomando el valor de § =0, se tiene

Xg

\ A /\ j !

x, = A cos 4t

X, = A cos 4kt

Figura 1.18 Resultado de la superposicion de dos MAS en fase
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b) Cuando los dos MAS estan defasados 90° (% rad), entonces

0, =0, + y por tanto 8, — o, _E’ la amplitud y fase son

\/Al + A7 +2A1A2cos( j JATHAZL2AA (0) = A2+ A

T
sen o, sen| o, +—
N5 Asens +A sens, A A [1+2j_

A cos 6, + A, €os 5,

A COS &, + A, coS (51 +72’j

_Asend +A cos

dividiendo numerador y denominador entre A cos J,
A cos 6, — A, sen o,

Aisen§1+A§cos§ tan51+& > o enE
tan 6 = A €08 0, = pero tan (A+ B):M
A cos o, — A, sen o, A, 1-tan Atan B
1-—*tan o,
A cos o, A

=8=A Yy % _tanB - Botan'le
A A

tan & =tan (51 +tan1%] = 5=0, rtant e

A

Al igual que en caso anterior, tomando ¢, =0 se tiene la siguiente gréfica

NI O [Py

W\W

x=Acos|artt £

x, =4 cos an
A
X, = A cos| st t—

Figura 1.19 Resultado de la superposicion de dos MAS en cuadratura
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c) Cuando los dos MAS estan defasados 180° (zrad) y 6,=0,+7 de

donde ¢, -9, =% encontrando la siguiente amplitud y fase inicial:

A= AT+ A2 +2AA, cos (1) = A2+ A +2AA, (-1) = \|A* + A2 -2AA, =
=A—-A, cuando A >A,
=A-A, cuando A <A,
an s ASeNGi+ A sens, Asend+A, sen (&, +7) _
A cos S, + A, cosS, A cosd,+ A, cos (5, +r)

_Asens,—A sens, (A-A)sens,

= = =tan o,
A coss,—A,coss, (A —A)coss,

0=9

Su representacion gréfica es
x
% Y
%2 £=0

F=
ik L ?’2 J’F i x

x= A -Aicos|ant

X%, = A cos gk

x, =A cos|at+ )

Figura 1.20 Resultado de la superposicion de dos MAS en contrafase

1.3.2 Superposicién de dos MAS en la misma direccién, pero con
diferente frecuencia.

Al tener diferente frecuencia angular los MAS, los vectores de rotacion
gue los representan viajaran con diferente velocidad angular, por lo que, para
cada instante de tiempo, el angulo entre los dos vectores es diferente. Para
facilitar el estudio consideraremos que inician con la misma fase inicial y que

esta es cero (6, =6,=0) de tal forma que quedarian como se muestra en la
figura 1.21
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B 4t i
F.
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i
. X ~ X
aht g4t
paraun tiempo ¢ paraun fiempo ¢ >t

Figura 1.21 Fasores en la superposicion de dos MAS con diferente frecuencia

El angulo entre los dos vectores sera (w,-w)t y, como puede

apreciarse en la figura, es variable en el tiempo. Si @, >@, el vector 1, se
adelantara al vector 1, hasta que nuevamente lo alcance, y si @, > @, sucedera

lo contrario. La suma de las componentes de los vectores en el eje X sera la
superposicién de los dos MAS en la misma direccion por lo que se tiene
X=X +X,=A cosamt+ A, cos m,t
Aungue x es una suma de funciones armonicas, esto no garantiza que
corresponda a un MAS, por lo que se requiere comprobar en la ecuacién
diferencial calculando la segunda derivada, o sea
dx d
e E[Al cos it + A, cos w,t] = —Aw, sen ot — A, sen w,t
d’x _d
dt> dt
Sustituyendo en la ecuacién diferencial queda
2
X
—+0’x=0
dt
—Aw? cos ot — Aw,’ oS wt + @’ [ A cos wt + A, cos w,t] =0

—Aw senot—Aw, sen w,t]=—Aw? cos wt— A w,’ cos m,t
1 1 2 2 1 1 2 2

Al no estar definido el valor de @y tener dos valores diferentes de o, y o, la
igualdad no se cumple y esta solucion de x no corresponde a un MAS.

Aln cuando no es un MAS, es importante analizar las caracteristicas de
la solucién que nos permitan entender el comportamiento de una amplitud
variable ya que, al sumar los vectores, la amplitud de r queda

A=\[A?+ A +2AA, cos(@,~ o))t

cuando (w,-w)t=2(n-1)7 = cos(w,-w)t=1 para n=123,..

obteniendo el valor maximo de A que sera A=A +A, y
cuando (w,-w)t=(2n-1)7 = cos(w,-w)t=-1 para n=123,..
obteniendo el valor minimo de A que sera A=A -A, 0 A=A -A.
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Esto nos indica el rango en el que se encuentran los valores de A. Para
conocer el comportamiento de la magnitud en el tiempo, se simplifica la
expresion tomando iguales amplitudes para ambos MAS (Ai = Az), esto es

A=.[A?+A?+2AA cos(m, ~ )t [2A% +2A% cos (0, ~ )t =

:J2A12[1+ cos (@, — o, )t | é/ﬁAi V/1+ cos (@, — o, )t \/

J

0 e
pero 1+cos 6 = 2 cos® 5 gue al sustituiren la ecuacion queda

A=2A cos %(a)2 -, )t

Regresando a la solucion de este movimiento, pero sustituyendo A = A, 0 sea
x = A cos wt+ A cos w,t = A (oS mt + oS w,t)

pero cos o +cos 3 = 2¢0s %(0{ +f3) cos%(a — /) que al sustituir queda

1 1
x=2A cos%[(w2 ~ oy )t] COSE[(% +ao)t]= ACOSE[(a)l + @, )t]

Graficando

¥ A= 24¢D$%I£3 — g )t
) m
24, /_/
x= Awu—um o, it

A=-14 cns? m — it )t
Figura 1.22 Resultado de la superposicién de dos MAS con diferente frecuencia

En la figura se observa que la magnitud A es afectada por el valor de la
L, 1 . .
funcion COSEE(a)l—%a)z)t] lo cual se interpreta como que la amplitud es

modulada por al funcion. Fisicamente se describiria como que un MAS esta
modulando la amplitud del otro y viceversa.

1.3.3. Superposicion de dos MAS en direcciones perpendiculares.
En este caso los MAS estan en diferentes direcciones pero

perpendiculares entre si (uno en X y el otro en Y). Para simplificar el analisis
consideraremos en primer término que la fase inicial del primer MAS es cero
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(6,=0) y que ambos tienen la misma frecuencia (, = w, =) de manera que

cada MAS representado por su vector de rotacion quedaria

¥ ¥

—

ks

ks

r, =4 cos wrfhél sem adt | Fo=Acos(attd it Asen|attd )]

Figura 1.23 Fasores en la superposicion de dos MAS con direcciones

perpendiculares

La superposicion se dara cuando la proyeccion de r, en X se adiciona a la
proyeccion de r, en X pero ubicada ahora en el eje Y, esto es, el nuevo

movimiento tendra las siguientes componentes
X = A C0S wt

y =A, cos(wt+56,)
A partir de este resultado es posible analizar los diferentes casos:
a) Cuando no existe defasamiento entre los MAS (6, =0)

X
X=Acosot = coswtzx
y=Acoswt = cosot= Y igualando ambas ecuaciones

& NV y =ix Ecuacion de una recta
A A
Graficando
Y A
Y _le £= tml'I%
__ A
4 g = o
I D X
- == — 4 —

Figura 1.24 Trayectoria cuando no existe defasamiento entre los MAS
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En la figura 1.24 se observa la trayectoria que describiria la particula iniciando
en el punto A cuando t = 0, luego se moveria hacia el origen llegando a B

cuando t = 77 siguiendo hasta C en t =z para regresar al origen en t=37f2 y

regresar nuevamente al punto A en t=27 Yy seguir asi con el movimiento
periddico.

b) Cuando los MAS estan defasados 90° (52 =£j

2

X
X=Acosot = coswt=—

y =A, cos (a)H%j:—Az senwt = sen a)t:—%

y de la identidad trigonométrica sen? @+cos®’ @ =1 sustituyendo lo anterior

gueda
2 2

XY

—2+¥ =1 Ecuacion de una elipse
Que gréficamente seria
¥V
2 ]
x_z + 'y_z =1
— —— D T A]_ Ag
Ag ‘/,
“t___h jf"
B— A4 —

Figura 1.25 Trayectoria cuando el defasamiento es de 90°

Donde nuevamente A seria cuando t = 0, luego se moveria hacia el B cuando
t=77, siguiendo C en t=7x luego D en t=3% y regresar nuevamente al

punto A en t =27 y seguir asi con el movimiento periddico.

c) Con un defasamiento de 180° (&, =)

X
X=Acosot = Ccoswt=—

y=A, cos(wt+7)=-A,coswt = coswt= —% igualando ambas ecuaciones

A

y =——2x Ecuacién de una recta

A A
A A
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Cuya grafica seria

Id
. y:—ﬁx
4 >k
D = X
st
A
B

Figura 1.26 Trayectoria cuando el defasamiento es de 180°

Siguiendo la secuencia de los puntos A donde inicia para t = 0 y sucesivamente
con B, Cy D para %,7[, 3% respectivamente y regresar al ponto A para
continuar con el ciclo.

d) MAS defasados 270° (52 = 3%)

X
X=Acoswt = CcoSawt=—

y:Azcos(a)tJr%[j:A2 senwt = sen a)t:%

Usando nuevamente la identidad sen? 6 +cos? 8 =1 se tiene
2 2

RS
A A

=1 Ecuacién de una elipse

gue, aun cuando
coincide con la ¥

curva del inciso b),
el trazo de la curva . .
seria en sentido R
opuesto como se L B o FERVE
muestra en la figura 4
1.27. 2
C\_‘_//'ﬁ :
. e
D— 4 —

Figura 1.27 Trayectoria cuando el defasamiento es de 270°
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Usando el mismo procedimiento, pero para diferentes relaciones entre
frecuencias y fases se obtienen las figuras conocidas como “Figuras de
Lissajous” debidas al fisico francés Jules Antoine Lissajous y que se observan

en la figura 1.28.

V2O

<

Figura 1.28 Figuras de Liddajous

1.4 Osciladores Acoplados.

Dos osciladores estadn acoplados cuando existe algin elemento entre ellos por
el que se transfiere parte de la energia y por tanto, influye en su movimiento.
Tal es el caso de los péndulos mostrados en la figura 1.29 a) o los sistemas
masa-resorte de la figura 1.29 b). La solucién a estos sistemas se encuentra al
resolver la ecuacién diferencial para cada masa incluyendo el efecto del
elemento de acoplamiento.
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a) Hly b)
Figura 1.29 Sistemas de osciladores acoplados

Analizando el sistema de los resortes y considerando que en el punto de
equilibrio de ambas masas ningun resorte ejerce accién sobre las masas, al
desplazarse la masa m, una distancia x, hacia la derecha y la masa m, una

distancia x, también hacia la derecha y suponiendo que x, > X, se tiene que el
resorte k, se alarga por lo que ejerce una fuerza en m, hacia la izquierda. El
resorte k, se acorta por lo que ejerce una fuerza hacia la izquierda sobre m, y
finalmente, el resorte k, porque al ser x, > x,, la distancia relativa entre sus
extremos aumenta y por tanto se alarga y ejerce una fuerza sobre la masa m,
hacia la derecha y sobre m, hacia la izquierda. Representando lo anterior
mediante un diagrama de cuerpo libre se tiene

"IT}I Flﬂ Fﬂ 1 Fﬂ
PR N L P
I_""h-. I—""h-.
X, x,

Figura 1.30 Fuerzas en las masas del sistema de osciladores acoplados

Para la masa m, Para la masa m,
Ifl + IElZ =ma, lfz + IE21 =m,a,
En magnitud
d?x d?x
—1x1+k(x2—x1):m1T21 —k2X2—k(X2—X1)=m2T22
d?x d?x
—k1x1+kx2—kx1:m1T2l _kzxz_kxz+kx1:m2T22
2 2
d>2<1+k1+k =Lx2 d>:2+k2+kX2=LXl
dt m, m, dt m, m,

Ambas ecuaciones, en su primer miembro, son idénticas a las de un MAS con
una frecuencia de oscilacion que se ve modificada por la k del resorte de
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acoplamiento. Por otro lado, el segundo término corresponde al término de
acoplamiento. Si se simplifican ambas ecuaciones haciendo k, =k, y m, =m,

d?x, k +k k d?x, k +k K
; T —— X=X 2 T =X
dt m, m, dt m, m,

La solucion propuesta a ambas ecuaciones es

X, = A cos (at+6,)+ A, cos(wt+5,)
X, = A cos(mt+3,) Azcos(w2t+5

donde @ = \/7 /

Las soluciones son semejantes a la obtenida en la superposicién de dos
MAS con la misma direccion y diferente frecuencia, por lo que es de esperarse
gue el movimiento resultante de los osciladores acoplados no sea un MAS, sino
un movimiento donde las amplitudes son moduladas entre si. Si ademas se
plantean nuevas condiciones especificas tendremos:

a) Con iguales magnitudes (Ai = Az) y fases iniciales igual a cero
(6,=6,=0) las soluciones quedaran

X, = A COS ot + A €OS w,t = A (COS iyt +C0S w,t)

X, = A cos it — A €oS w,t = A (COS ot —COS w,t)
A partir de las identidades trigonométricas

C0S & +€0s /3 =2 cos %(a+ﬂ) cos%(a—,ﬁ’)

oS @ —cos B =—2sen %(a+ﬂ) sen%(a—ﬂ)

pero como —sen @ = cos (6? +%j

sen @ = cos (9—%)

las soluciones para el movimiento son
1 1
X, =2A cosz( — @, )t cos 2(w2+a)1)t
X, = 2A c0s i(a) —w)t+= | cos 1(a) +o)t-=
2 2 2 1 2 2 2 1 2

Lo que se traduce en desplazamientos con amplitud modulada y uno de ellos
defasado 90° (%) respecto al otro. Graficamente
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A:lﬂl CGS%I dd — 44 |t

1
xl/ xI:A¢4:r£Tla§+£i It
24,

t
1
A:EAICDSE|5L§_&‘1II 1
X, X, =4 ¢1ZP-"~'|:—_" sy Fogid 'r_l_f]
24,7 / - -
T

-A

Figura 1.31 Resultado del sistema de osciladores acoplados seccién a)

b) Amplitudes iguales (A =A,), frecuencias iguales (@, =w,) y fases
iniciales iguales (8, =6,).

En este caso, al tener la misma fase inicial, inician su movimiento
al mismo tiempo y en la misma direccion y como la amplitud y la
frecuencia son la mismas, ambas masas estaran siempre a la misma

distancia entre si y su desplazamiento es el mismo (x =X, ), por lo que
el resorte k nunca sufrird deformacién |F,|=|F,|=k(x,—x)=0 ya que
X, —% =0 y por tanto serd como si no existiera. Por ello, las masas se

mueven con MAS. Es importante destacar que, al ser la misma
frecuencia y como ésta depende de la masa, la condicién anterior se
dard solo si las masas son iguales y por tanto m =m,=m.

Matematicamente y dado que x, =X, solamente se tendra
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B p P A

donde o, = %
Graficamente \F

'l.;\l
. oA cos

_ﬁ ko _ _L. :» . I'.I .'II

WY ‘“1] ))m ] H)‘r *)*)“l -

\ ,jl //I /‘J /; k_fl_f_ i1 J .,J,f 4 :, 1 ! ;.'
S R R R R e A E AR [
1 X) =X, ’ 4=4 =0

Figura 1.32 Sistema y resultado de osciladores acoplados seccion b)

c) Amplitudes iguales (A =A,), frecuencias iguales (o, =w,) pero en

contrafase (85,-6,=7).

Al igual que en el caso anterior, el médximo desplazamiento es el
mismo, el periodo es el mismo ya que las frecuencias son iguales y
como consecuencia las masas seran iguales, sin embargo, al especificar
contrafase significa que mientras una masa inicia su movimiento hacia la
izquierda, la otra lo realiza hacia la derecha de tal forma que ahora si
actuard continuamente el resorte k ejerciendo fuerza sobre ambas
masas pero manteniendo posiciones iguales y contrarias en cada
instante de tiempo, es decir,

X ==X, =—| A cos(mt+5,)- A, cos(w,t+5,)]
pero A=A, o=mw, Y 0 =0,—r sustituyendo
X ==X, =—[ A, cos(mt+35,—m)— A, cos (mt+5,)]=

:—[—A2 cos (w,t +68,)— A, cos (w2t+52)] =
=2A, cos(w,t +3,)

K, +k
m

donde w, =

Gréficamente
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B N A
-.._\_\_'_'_,J

X, = J':zl}l'h{h'df

A=0 v £=x

Figura 1.33 Sistema y resultado de osciladores acoplados seccién c)

1.5 Oscilaciones Amortiguadas.

Cuando un sistema que se mueve con MAS disminuye su amplitud en el
tiempo, debe existir una fuerza responsable de ello a la que se conoce como
fuerza amortiguante y al movimiento se define como movimiento oscilatorio
amortiguado. Este es el caso de un péndulo cuando disminuye su amplitud por
efecto del rozamiento con el medio (figura 1.34 a), o el de un resorte horizontal
y la fuerza de friccion con la superficie que soporta la masa (figura 1.34 b) o un
sistema masa-resorte vertical
amortiguante especifica (figura 1.34 c y d).

y la accion del

medio o de una fuerza

R S NN N
I Lﬁ i ;ﬁ
S F ”
7 "
Jltl] ™ | F, -
=
b) c) d)

Figura 1.34 Sistemas oscilantes con amortiguamiento

La fuerza amortiguante presenta las siguientes caracteristicas:

1° La fuerza siempre se opone al movimiento.
2° La fuerza es tangente a la trayectoria.
3° En la mayoria de los casos, la fuerza de amortiguamiento es

proporcional a la velocidad (F,

—bv donde el signo menos indica

gue se opone al movimiento y b es la constante de proporcionalidad).

Partiendo de estas consideraciones incluyendo que la fuerza de
amortiguamiento sea proporcional a la velocidad y, tomando el sistema de la
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figura 1.34 b) pero despreciando la fuerza de friccion sobre la mesa (esta
fuerza no es proporcional a la velocidad) e incluyendo una fuerza amortiguante
debida a un fluido identificada con la constante de amortiguamiento b segun se
muestra en la figura 1.35, se obtiene la ecuacion dinamica del sistema, que es:

Figura 1.35 Sistema masa-resorte horizontal con amortiguamiento

d?x d’x bdx k
—kx-bv=m—F = —S+——+—x=0
dt dt mdt m

=—bv vy v=%. Haciendo B=2;/ y h=a)02 se llega a
dt m m

definiendo a y como constante de amortiguamiento y @, como frecuencia

natural de oscilacion cuando no hay amortiguamiento. La solucion de esta
ecuacion diferencial dependera de los valores de y y @, y su relacion entre si,

dando lugar a los siguientes casos:

a) (7 <®,) Movimiento arménico subamortiguado.

En este caso, el amortiguamiento no es tan fuerte permitiendo que la
masa siga oscilando aunque en cada ciclo la amplitud del movimiento
va disminuyendo, tendiendo a detenerse en un tiempo grande. La
solucién en este caso es

x=A e’ cos(wt+5)=Acos(wt+5) donde w'=\w, -y

y A=Ae”"
La expresion cos(a)’t+5) proporciona la periodicidad de la funcion

2

mientras que Ae "' corresponde a una amplitud modulada por una

funcién exponencial decreciente, esto es, define que la amplitud vaya
disminuyendo.

Si la constante de amortiguamiento es lo suficientemente pequeiia
respecto a la frecuencia natural de oscilacion como para que
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w,’ —y* ~w,’ y por tanto @'= w,, entonces el movimiento oscila con la
misma frecuencia que la natural del sistema.

Gréaficamente

Aq

~A] -4, e

Figura 1.36 Comportamiento de un sistema oscilatorio
subamortiguado

La energia mecénica total en este sistema se obtiene a partir de
1
E ZEmeAZ que para este caso es

= ~Zm(o) A =Sm(er) (e Iy AT e

b ) ) ., )
pero 2y =—, despejando yy sustituyendo en la expresion anterior
m
b 1 . bt t

donde 7= m
b

1 A2 2
y E :Em(w) Ay
7 Se conoce como constante de tiempo para la funcién exponencial
de la energia y nos indica lo rapido que disminuye la energia. De
acuerdo a sus valores, si 7 =1 la energia decrece en un 63%, si 7 =2
la energia disminuye en un 87%, =3 un 95% Yy r =4 un 98%.

Por otro lado, y para conocer el comportamiento del oscilador
respecto a la pérdida de energia por ciclo, se define Q como el factor
de calidad del sistema, y que se determina a partir de

Q=aw,r
Sin embargo, es posible expresarlo a partir del cambio de energia
partiendo de
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t

_t 1 _t 1
E=E,er = dE=-—E,e dt=—=Edt
T T

La pérdida de energia en un ciclo sera la que ocurre en un periodo de
tiempo T, por lo que, al integrar para ese tiempo queda

jEdEij—iEdt
E 0 7
Si el amortiguamiento es muy pequefio (y<w, Yy @=a,), el

cambio de energia es minimo por lo que se podra suponer como
constante en la segunda integral obteniendo

E—E,——1ET
T

Como E es menor que E, se toma el valor absoluto y se suprime el
signo en el segundo miembro. Al dividir entre E se tiene

E-E AE
u = u =— encadaciclo
E E T
, 27 27 N . .,
pero w'= e =w, de donde T =— y que al sustituir en la ecuacion
2
AE AE
(MJ _T_2m 2 o 2% uando u<<1
ciclo T O Q @ E
E ciclo

Ejemplo 1.5.1
(14.82 T-M) Un objeto de 2.00 kg ligado a un muelle de constante k =400 %
oscila con una amplitud inicial de 3.00 cm. Hallar (a) el periodo y (b) la energia

inicial total. (c) Si la energia disminuye en un 1 por ciento por periodo, hallar la
constante de amortiguamiento b y el factor Q.

Datos. Incognitas.
m = 2.00 kg @T
b) E
k=400 N (b) &
/“ ()b

A, =3.00cm =0.0300 m Q si E=0.990E,

Solucién.

. , k 2r
(a) Al perder poca energia se puede suponer que o'=@, y COMO @, = P

\F /400 L 2—”d=o.444s
2.00 a)o 14.1ra/

1
(b) Ey =7 m(e) A’ = 2(200|<g (141facy) (0.0300 m)* =0.18 J

44



I T
(c) E=E,e "=0990E, = e *=0.990 obteniendo logaritmo natural

T 1n0990 = s ' _ 0444 s,
. Ln0.990  —0.0100
ycomo r=M = p=M_200K0_ ;045 kg/
b r 4425 s

Q=ayr =(14.4780/)(44.25) = 625

b) (7/ = a)o) Movimiento oscilatorio criticamente amortiguado.

De acuerdo a la formula o'= /@, —y* por ser y = w, €l resultado de

@ seria cero lo cual indica que el sistema no oscila y regresara a su
punto de equilibrio en el tiempo mas corto posible. Su solucion

particular es
x=(A+Bt)e™"

donde A y B son constantes a determinar de acuerdo a las
condiciones iniciales del problema. En el caso de que x=A, y v=0

en t=0 se tiene
A =(A+B[0])e " =A = A=A

La velocidad es v = % =(A+Bt)[-ye” |+Be ™ evaluadaen t=0

0=(A+B[0])[-ye"]+Be M =—yA+B = B=yA=yA
La solucion para las condiciones iniciales especificadas quedaria

x=(A+yAt)e” = A (1+yt)e™

En forma gréfica el movimiento se comporta como sigue

A+ Bt

Figura 1.37 Comportamiento de un sistema oscilatorio criticamente
amortiguado

¢) (o, <¥) Movimiento Amortiguado sobreamortiguado.
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El sobre - amortiguamiento indica que tampoco oscila el sistema,
pero que tardard mas tiempo que el anterior en llegar al punto de
equilibrio. Dado que w, <y el valor de  seria imaginario .lo cual

justifica lo expresado con anterioridad. La solucion para ese caso es
X = Ae7(7+ﬂ)t + B ei(}/fﬁ)t donde ﬂ = . ?/2 —a)oz
Determinando también los valores de A y B de aguerdo a las

condiciones iniciales obteniendo un movimiento de acuerdo a lo que
se muestra en la figura 1.38.

Figura 1.38 Comportamiento de un sistema oscilatorio sobreamortiguado

Es interesante observar como, de acuerdo a lo mencionado con
anterioridad, la curva azul que representa al movimiento armonico
criticamente amortiguado llega su valor a cero en primer lugar que el
movimiento sobreamortiguado representado en rojo.

1.8 Oscilaciones forzadas.

En la naturaleza es comln encontrar sistemas como los vistos en la
seccion anterior donde, debido a una fuerza amortiguante, la amplitud del
movimiento disminuye en cada ciclo o se pierde. Por ello, se requiere aplicar
una fuerza externa que recupere el movimiento. Dicha fuerza debera cambiar
en el tiempo pues la fuerza amortiguante cambia de sentido segun sea el
movimiento. Los sistemas oscilatorios que tienen una fuerza externa oscilante
se les denomina sistemas oscilatorios forzados y la fuerza externa debe
especificarse como sigue:

F. =F, coswt
La fuerza externa se opondrd siempre a la amortiguante y su frecuencia o
debera ser muy parecida a la frecuencia natural de oscilacion del sistema o,
ya que conforme transcurra el tiempo, el sistema termina oscilando a la
frecuencia externa. Un ejemplo sencillo de estos sistemas es el caso de un

columpio donde la oscilacién y la amplitud de la misma la impone la persona
gue mueve externamente el columpio.
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En el caso de un sistema masa-resorte se tiene
i‘-—

-F

.

Figura 1.39 Sistema oscilatorio forzado

A la ecuacion de las fuerzas se le afiadira esta nueva fuerza quedando
d?x d’x bdx k

— = —+——+—X=F coswt

dt dt mdt m

cuya solucién debera corresponder nuevamente a un MAS solo que la amplitud
no solo depende de la maxima elongacion del resorte, sino de la magnitud de la
fuerza externa. La frecuencia sera la de la fuerza externa y la fase inicial

dependera de todos los parametros del sistema. Matematicamente es

x=Acos(wt+5) donde A= R :
\/mz(a)oz—a)z) +b’w’

y tanézﬁbL

m(w,’ —o°)

—kx—bx+F, coswt=m

sin olvidar que el valor de o, =,|— . De la ecuacion anterior para la amplitud se
m

observa que su valor depende de las frecuencias, de la masa y de la constante
de amortiguamiento. Tanto b, my @, son constantes del sistema mientras que
® es un valor definido externamente. La eleccion de este valor influird en la
amplitud con la que oscila el sistema. Graficando se tiene

A

sity atnort guathiento

-

sob eatr orti guada

ot

Figura 1.40 Amplitud de un sistema oscilatorio forzado

subatm ortigada

Se observa en la figura que cuando wtoma el valor de o, el valor de A

se vuelve maximo y se establece que el sistema entra en resonancia en
amplitud. La frecuencia a la cual se logra este fendmeno se puede determinar
por el procedimiento matematico de maximos y minimos, obteniendo la primera
derivada de A respecto a w, igualando a cero para obtener el valor critico y
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sustituyendo en la expresion de amplitud para conocer su valor maximo.
Realizando este procedimiento se llega a

2

_ 2 b

a)critA_ (00 _2m2
Ay = — 2

ax

2

, b

Wy =/

4dm

gue cuando se tiene un amortiguamiento pequefo (y < a)o) y como

b 2 2 2 b\’ 2 2 2
P = g 2 g ) =2 e

se llega a que la frecuencia critica donde se tiene maxima amplitud cuando el
amortiguamiento es pequefio es la frecuencia natural de oscilacién.
Oy n =0, CUANAO 7 <,

F
Anax =

=0
ba,

De igual forma es posible obtener la frecuencia en la cual se tiene la

maxima energia del sistema. Para ello, se parte de
2

E=Lmo?at = Lme? x -
2 2 \/mz(woz_a)z) + b2’

MR’ ®* _ mF/? * B
92 2( 2 2\ 2 2 2m? 2> b2w? |
m* (@, a))+ba) (6002—(02)+ 2
m
2 2
:Fo 1 _ F 1
2m 2 _ 2)2 2 2 m| .’ 2
(@ - LA 20 0"+
2 2 2 w m
(4] m-w

gue, siguiendo el mismo procedimiento anterior para maximos y minimos se
llega a

a)crit E— a)O
2
mF,
max ~
2b?

cuyo comportamiento respecto a la frecuencia es
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Figura 1.41 Energia en un sistema oscilatorio forzado

Finalmente, si en lugar de la energia se grafica la Potencia considerando
gue esta Ultima es la variacion del cambio de energia (trabajo) con respecto al
tiempo, y considerando los valores de la frecuencia donde se tiene la mitad de
la potencia maxima, se tiene un intervalo de frecuencias Aw donde

Ao 1
w, Q
conociéndose a Aw como la anchura o el ancho de resonancia. Si Aw es
pequefa (el ancho de resonancia es estrecho) el valor de Q deberéa ser grande
por lo que un valor grande de Q indica una curva muy aguda respecto a su
resonancia. Esto se aprecia en la figura 1.42. Cuando b es muy pequefia, en la
curva de la potencia o de la energia se tiene un ancho de resonancia de

szﬂ para E o P (parab pequefia)
m

1
1 F.I'El.ll'"l
1

— fmo—

Figura 1.42 Potencia y ancho de resonancia en un sistema oscilatorio forzado
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Y para el caso de la amplitud A, el valor del ancho de la resonancia para
pequeiios valores de b queda

Aw L2 para A (parab pequefia)
m

Ejemplo 1.6.2.1

(13.65 F) Se cuelga una masa de 10 kg de un resorte que se estira 4 cm. El
soporte del cual se cuelga el resorte se pone en movimiento senoidal. ¢A qué
frecuencia esperaria usted un comportamiento resonante?

Datos. Incognitas.
m =10 kg f,

Yo =4.0cm=0.040m

Solucion.
La frecuencia de resonancia sera la frecuencia natural de oscilacién por lo que

a)0:27zf0:\/% = fO:%%

Para un resorte vertical

ky,=mg = k="9
Yo

sustituyendo en la primer ecuacion

mg
~ 9.8M
AT A N R ) L S
2z m  27\y, 27\0.040m
Ejemplo 1.6.2.2

(14.92 T-M) Un oscilador amortiguado pierde 3.5% de la energia cada ciclo. (a)
¢, Cuantos ciclos han de concluir antes de que se disipe la mitad de su energia?
(b) ¢ Cual es el factor Q? (c) Si la frecuencia natural es 100 Hz, ¢Cual es la
anchura de la curva de resonancia cuando el oscilador se ve forzado
exteriormente?

Datos. Incognitas.

£2ﬁ23.5%=0.035 (@) n cuando E,=0.50E,
E By (b) Q

f, =100 Hz (c) Aw

Solucién.

(a) En el primer ciclo E, =E, (1—%)

AE AE Y .
en el sequndo E, =E, 1—? =E, 1—? por lo que, para cualquier ciclo
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E,=E, (1—%) y despejando n al aplicar logaritmos se tiene

Ln E Ln 0.5,
E) E, ) -0.6931

Ln (1— AEE] Ln(1-0.035) -0.0356

n= =19.46

Como deben ser ciclos completos, se requerirdn de 20 ciclos para que la
energia disipada sea del 50%.

(b)De la expresion (Ej =2—” = Q= 27 = 21 =179.5
ciclo Q (AEJ 0035
E ciclo
27 (100 H
@801 L ot 2rle 2000M)
o, Q Q Q 179.5 S

1.7 Problemas
1.7.1 Problemas resueltos

Problema 1.7.1.1

(17.11 R) Un bloque de masa M, en reposo sobre una mesa horizontal sin
friccion, esta conectado a un soporte rigido por medio de un resorte con una
constante de fuerza k. Una bala de masa m y de rapidez v la golpea como se
advierte en la figura. La bala queda incrustada dentro del bloque. En funcion de
m, M, vy k, determinar la amplitud del movimiento armoénico simple resultante.

p Datos. Incognitas.
k " M A

y /

= k

- m
s

x=10 v

Solucioén.

Del principio de conservacion de la cantidad de movimiento lineal

mv+MV,, =mV'+M (V,, )
pero al moverse soOlo en la direccion de x es posible trabajar con sus
magnitudes, ademas v,, =0 y al moverse las dos masas integradas, (v,, )=V

por lo que, sustituyendo

mv+M (0)=mV+MV=(m+M )V = V=
m+M
V' sera la velocidad con que inicia el movimiento en x=0, por tanto

correspondera a la velocidad méaxima del movimiento, es decir v=v_ =Ao Yy

como w= ya que m + M es la nueva masa del sistema oscilante,

m+ M
entonces
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Problema 1.7.1.2
(14.50 T-M) Un muelle de constante k =250 % se cuelga en un soporte rigido

y se une a su extremo inferior un objeto de 1.00 kg de masa, que se deja en
libertad partiendo del reposo cuando el muelle esta sin deformar. (a) ¢A qué
distancia por debajo del punto de partida esta la posicion de equilibrio del
objeto? (b) ¢Cuanto desciende el objeto antes de ascender de nuevo? (c)
¢,Cudl es el periodo de oscilacion? (d) ¢, Cual es la velocidad del objeto cuando
alcanza por primera vez su posicion de equilibrio? (e) ¢ Cuando sucede esto?

Datos. Incognitas.
— N a
k=250 N/ (b) Yo
m =1.00 kg (0) yr
T

(d)v en y=0 porprimeravez
(e) t cuando y=0 por primeravez

Solucioén. En la figura se observa cuando no hay masa y por tanto el resorte no
ejerce ninguna fuerza, cuando se igualan las fuerzas del resorte y la de la
gravedad y cuando la masa llega a su punto mas bajo. El desplazamiento en y
se considera positivo hacia abajo.

. A S
= — =
-i_,-l—'_‘—\-\ﬂk

(a) De la formula para el nuevo punto de equilibrio tenemos
mg (1.00 kg )(9.80)

k 2%@%

(b) Dado que la distancia recorrida desde su posicion inicial al nuevo punto de
equilibrio es la amplitud del movimiento puesto que a partir de ese lugar la
fuerza del resorte es mayor a la de la gravedad oponiéndose al movimiento,
entonces la distancia total recorrida sera

yr =2A=2y, = 2(0.0392 m) =0.0784m

Ky=mg = Yy,= =0.0392m
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250 N
(c) La frecuencia angular es o = \/K = —%” =15.8 racy , €l periodo es
m 1.00 kg S

T_27z_ 2
~, 1earad/
© 158 A

(d) Cuando pasa por primera vez el punto de equilibrio, la velocidad va en
direccién positiva (de acuerdo a nuestro eje de referencia) y por ser el punto de
equilibrio, su valor es maximo de manera que,

v = Aw =(0.0392m)(15.8 "ad/[) — 0.620 M/

=0.397s

(e) Para determinar el tiempo en que y=0 por primera vez, que seria a un
cuarto del periodo, por lo que
27

t=l_ o _27_ 2T 904

4 4 4o 4(15.8 ra%)

Otra forma seria a partir de las ecuaciones de movimiento determinando en
primer término la fase inicial, ya que, en t=0, y=-A y v=0, entonces

y=Acos(wt+5) = —-A=Acos(0+5) = cosé=-1y 6=x
Sustituyendo en v=—Aw sen (wt+5) cuando y'=0

0=—A(15.8"2d/) sen ((15.8 ra%)t+7r) - sen((15.8 ra%)twr):o

(15.8 fa%)tm —sin0=0 o 37”

como el tiempo no puede ser negativo, se toma el segundo valor y se despeja t
3
2 "
t=—%4——=0.0994 s
rad
15.87ad//

Problema 1.7.1.3
(30.41 S-Z) Cierto circuito RLC tiene L=0285H, C=4.60x10"F vy

1 . . N

W= . ¢,Cuadl es la resistencia R del circuito?

\V6LC
Datos. Incognitas.
L=0.285H R
C=6.60x10"F

. 1
O =——
6LC

Solucién. Del circuito se puede encontrar la ecuacion diferencial considerando
gue la variaciéon de la carga respecto al tiempo es negativa pues la carga
disminuye y de igual forma el valor de la corriente respecto al tiempo, de
manera que
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by

L it
di 1 _. e O
-L——-—q-Ri=0 ke
dt C I __C
, o el
_Ld_?_Rd_q_lq =0 _
dt dt C
Dividiendo entre —L se tiene + AR -
d’g Rdg 1 L . o
—+——+—0 =0 Ecuacién diferencial del circuito RLC

dt> L dt LC

Comparando con la ecuacion diferencial del movimiento oscilatorio
2

amortiguado que es %+2y%+w02x =0 se tiene

R /l .
7:I ;o Wy = E Yy o= (()02—]/2

Sustituyendo valores en la Ultima formula

A=) &)

elevando al cuadrado y despejando R
1 1 R?

6LC LC 4l

2 10(0.285 H
R_1 15 _ g (oL |10002685H) 0,4
4> LC 6LC 6LC 3C 3(4.60x10*4F)

Problema 1.7.1.4

(11.37 S-J) Un circuito RLC se usa en un radio para sintonizar una estacion de
FM que transmite a 99.7 MHz. La resistencia del circuito es de 120 Q y la
inductancia de 1.40 uH. ¢ Qué capacitancia debe usarse?

Datos. Incognitas.
R=120Q C cuando f,=97.9 MHz =97.9x10° Hz
L=1.40 uH =1.40x10°H

Solucion. @, = 27 f, = 277(99.7x10° Hz) = 6.26x10° ra%

L o c=1- L =1.82x10" F

“ e 'L (6.26><1o8 ra% )2 (1.40x10° H)

54



Problema 1.7.1.5
(14.47 T-M) Un bloque de 0.4 kg que esta sujeto a un muelle de constante de

fuerza 12 % oscila con una amplitud de 8 cm. Determinar (a) la velocidad

maxima del bloque, (b) la velocidad y aceleracion del bloque cuando se
encuentra a x=4cm de la posicién de equilibrio y (c) el tiempo que tarda el

blogue de x=0 a x=4cm.

Datos. Incognitas.
m= 04 kg (a) VmaX
=12N b) v
Y A] Y d =4cm=0.04
A=8cm=0.08m a cuando x=4cm=0.04m

()t de x=0 a x=4cm=0.04m

Solucién.

(a)
oNg 548180/ = v, =Ao=(0.0800m)(548"2d/)=0438"/

0.400 kg

(b) y (c) Suponiendo que inicia su movimiento (t=0) en x=0 hacia la derecha
(v>0), de la ecuacién de movimiento para el desplazamiento

x=Acos(wt+5) = 0=(0.0800m)cos(0+5)

3z
o

coso=0 = o =cos" O_—££
2 2
Si se toma 5=—%, la velocidad en t=0 es v=—-Aw sen (—Ej:Aa»O lo que

nos indica que es correcto el valor de la fase inicial asignado, quedando las

ecuaciones
T
—(0.0800 m) cos ((5.48 rad/[t _Ej

~(0.0800 m)(5.48 739/ ) sen ((5.48 ra%)t_%j
=—(0.0800 m)(5-48 ra%)z cos ((5.48 fa%)t _%j

para x=0.0400 m sustituyendo

0.004 m = (0.0800 m) cos ((5.48 rad/ )t—ﬁj = cos( (5.48rad/) t——j 0.500
z
3’
pe

(5 48 raty)t—— — c0s™0.500 = —

Considerando que T =2—7Z =1.15s es

© 548 rafy

z _”
3'3'6
el periodo y que en el primer

. T .
X =0.0400 m no debe ser el tiempo mayor de " se toma el primer valor, esto es
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_i_’_i
3 2
t=—=—2_=0.09555s
rad
5.48 rad,/
sustituyendo en las ecuaciones para v y a se tiene

v =~(0.0800 m)(5.48 a4/} sen ((5.48 rad;)(0.0955) —%j =-0.438 M/ sen (-1.08)

v=0.379 f%

a=-(0.0800 m)(5.48 "ad// )2 cos ((5.48 rad/)(0.0955 s) —%j - —(2.40 f%z) cos (~1.08)
a=-113 r%z

Problema 1.7.1.6
(15.45 S-J) Un objeto de 2.00 kg unido a un resorte se mueve por

F=(3.00N)sen(27t). Si la constante de fuerza del resorte es 20.0%,
determine (a) el periodo y (b) la amplitud del movimiento.

Datos. Incognitas.

m = 2.00 kg @T
_200N (b) A

k =20.0 /n

b=0

F =(3.00 N)sen2rt

Solucién.

200N
(@) o, = \/K = —A‘ —3.16 "ad/ es la frecuencia natural de oscilacion.
m \ 2.00kg s

=2 ra% es la frecuencia de la fuerza externa que serd la que
predomine en el tiempo por lo que

2 2r
T= ; = W =1.00s
AN F, _ 3.00N
\/mz (a)oz P )2 +bw? \/(2.00 kg )2 ([3.16 ra(y}z _[6.28 ratysz +0
S S
A=0.0509 m
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1.7.2 Problemas a resolver

1.7.2.1 Verificar si las expresiones siguientes corresponden a la solucion de un
movimiento arménico simple, a) x(t) = A sen ot + B cos ot; b) x(f) = A e, c)
y(t) = 2 (€' - ™" donde i =+/-1.{ RESP. a) si, b) no, c) si}

1.7.2.2 (14.25 T-M) Una particula de masa m empieza estando en reposo
en x = +25 cm y oscila alrededor de la posicion de equilibrio en x = 0 con un
periodo de 1.5 s. Escribir las ecuaciones para a) la posicion x en funcion del
tiempo t, b) la velocidad v en funcion de t y c) la aceleracion de a en funcion
de t. { RESP. a) x = (25.0 cm) cos [(4.19 s™]; b)
v = - (105 cm/s) sen [(4.19 s™)t]; ¢) a = -(439 cm/s?) cos [(4.19 sH)t] }

1.7.2.3 (12.3 A) Un oscilador armoénico simple es descrito por la ecuacion
x = 4 sen (0.1t + 0.5) donde todas las cantidades se expresan en unidades
del MKS. Encontrar a) la amplitud, el periodo, la frecuencia y la fase inicial
del movimiento, b) la velocidad y la aceleracion, c) las condiciones iniciales,
d) la posicién, velocidad y aceleracion para t = 5 seg. { RESP. a) 4m,
207 seg. 0.05/7 Hz, 0.5 rad; b) v = 0.4 cos (0.1t + 0.5) m/s, a =-0.04 sen
(0.1t + 0.5) m/s2; c¢) 1.92m, 0.351 m/s, -0.02 m/s2;d)3.36 m, 0.216 m/s,
-0.03 m/s2}

1.7.2.4 (15.7 S-J) Un oscilador armonico simple tarda 12 s para experimentar
cinco vibraciones completas. Hallese (a) el periodo de su movimiento, (b) la
frecuencia en hertz y (c) la frecuencia angular en radianes por segundo.
{ RESP. (a) 2.40 s; (b) 0.417 Hz; (c) 2.62 rad/s }

1.7.2.5 (14.33 T-M) Una particula se mueve sobre una circunferencia de radio
40 cm con una velocidad constante de 80 cm/s. Hallar a) la frecuencia y b)
el periodo del movimiento. ¢) Escribir una ecuacién para la componente x
de la posicién de la particula en funcion de tiempo t, suponiendo que la
particula esta sobre el eje x en el instante t = 0. { RESP: a) 3.14 s; b) 0.318
Hz; c) x = (40 cm) cos [(2 s 1] }

1.7.2.6 (15.2 S-J) En un motor, un émbolo oscila con movimiento armoénico
simple de modo que su posicidon varia segun la expresion
X = (5.00 cm) cos (2t + 1/6)
donde x es en centimetros y t es en segundos. En t = 0, encuentre (a) la
posicion del émbolo, (b) su velocidad y (c) su aceleracion. (d) Encuentre el
periodo y amplitud del movimiento. { RESP. (a) 4.33 cm; b) -5.00 cm/s; c)
-17.3cm/s*; d)A=5.00cm , T=3.14s}

1.7.2.7 (15.7 B) Un bloque de masa m = 0.5 kg se amarra a un resorte
horizontal, cuya constante es k =50 N/m. En t=0.1s, el desplazamiento
es x=-0.2m y la velocidad v =+0.5 m/s. Suponga x(t) = A sen(wt + ¢).
a) Halle la amplitud y la constante de fase. b) Escriba la ecuacién para x(t).
c) ¢ Cuando ocurre por primera vez la condicion x = 0.2 my v = -0.5 m/s?
{ RESP. a) 0.206 m y -2.33 rad; b) x(t) = 0.206 sen(10t — 2.33) m /; c) 0.414

s}
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1.7.2.8 (15.19 S-J) Un cuerpo de 50.0 g conectado a un resorte de constante
de fuerza 35.0 N/m oscila sobre una superficie horizontal sin friccién, con
una amplitud de 4.00 cm. Hallese (a) la energia total del sistema y (b) la
rapidez del cuerpo cuando la posicion es 1.00 cm. Encuentre (c) la energia
cinética y (d) la energia potencial cuando la posicion es 3.00 cm. { RESP.
(a) 28.0 mJ, (b) 1.02 m/s, (c) 12.2 mJ, (d) 15.8 mJ }

1.7.2.9 (13.22 S-Z) Las puntas de un diapason rotulado “392 Hz” esta vibrando
con una amplitud de 0.600 mm. a) ¢Qué rapidez maxima tiene una punta?
b) Una mosca comun (mosca doméstica) con masa de 0.0270 g esta sujeta
en el extremo de una de las puntas. Al vibrar la punta, ¢qué energia cinética
maxima tiene la mosca? Suponga que el efecto de la masa de la mosca
sobre la frecuencia de oscilacion es despreciable. { RESP. a) 1.48 m/s; b)
2.96 x10°J}

1.7.2.10 (17.21 R) Una particula de 12.3 kg experimenta un movimiento
armonico simple con una amplitud de 1.86 mm. Su aceleracion maxima es
7.93 km/s®. a) Encuentre el periodo del movimiento. b) ¢Cuél es la
velocidad maxima? c) Calcule la energia mecéanica total de este oscilador
armonico simple. { RESP. a) 3.04 ms, b) 3.84 m/s, ¢) 90.7 J }

1.7.2.11 (17.3 R) Un altavoz produce un sonido musical para la oscilacion de
un diafragma. Si la amplitud de la oscilacién se limita a 1.20x10° mm, ¢qué
frecuencias produciran en el diafragma la aceleracion mayor que g?
{ RESP. >455 Hz }

1.7.2.12 (17.51 R) Un automévil de 2,200 Ib que transporta cuatro pasajeros de
180 Ib se desplaza por una accidentada carretera de terraceria. Las
asperezas del terreno se hallan a 13 ft de distancia una de otra. Se observa
gue el automévil rebota con una amplitud maxima cuando va a una
velocidad de 10 mi/h. Ahora se detiene y las cuatro personas salen de él.
¢,Cuanto se eleva la carroceria en su suspension con esta reduccion de
peso? { RESP.1.9in}

1.7.2.13 (14.34 T-M) Una particula se mueve sobre una circunferencia de radio
15 cm, dando una revolucion cada 3 s. a) ¢Cual es el médulo de la
velocidad de la particula? b) ¢Cual es su velocidad angular ©? c) Escribir
una ecuacion para la componente x de la posicion de la misma en funcion
de t, suponiendo que esta sobre el eje x positivo en el instante t = 0.
{ RESP. a) 31.4 cm/s; b) 2.094 rad/s; c) x = (15 cm) cos [(2.094 t) s] }

1.7.2.14 (17.9 R) El pistdn de cabeza cilindrica de una locomotora tiene una
carrera de 76.5 cm. ¢ Qué velocidad maxima alcanza si las ruedas motrices
realizan 193 rev/min y el piston se desplaza en un movimiento arménico
simple? { RESP. 7.73 m/s }

1.7.2.15 (17.25 R) Obtenga la longitud de un péndulo simple cuyo periodo es
1.00 s en lugares donde g = 9.82 m/s®. { RESP. 0.249 m }
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1.7.2.16 (14.62 T-M) Si el periodo de un péndulo de 70 cm de longitud es 1.68
S, ¢,cudl es el valor de g en el sitio donde esta situado el péndulo? { RESP.
9.79 m/s?}

1.7.2.17 (15.22 B) Un péndulo simple esta formado por una lenteja de 40 g de
masa y una cuerda de 80 cm de longitud. En t = 0, el desplazamiento
angular es de 6 = 0.15 rad y la velocidad es 60 cm/s. Halle: a) la amplitud
angular y la constante de fase; b) la energia total; c) la altura maxima por
encima de la posicion de equilibrio. { RESP. a) & = 0.262 rad y 6 = 0.96 rad;
b) 0.0107 J;c) 2.73 cm }

1.7.2.18 (13.19 S-Z) El desplazamiento en funcion del tiempo de una masa de
1.50 kg en un resorte esta dado por la ecuacién x(t) = [(7.40 cm) cos[(4.16
s1) t — 2.42]. Calcule: a) el tiempo que tarda una vibracién completa; b) la
constante de fuerza del resorte; c) la rapidez maxima de la masa; d) la
fuerza maxima que actia sobre la masa; e) la posicion, rapidez y
aceleracion de lamasa ent = 1.00 s, y la fuerza que actua sobre la masa en
ese momento. { RESP. a) 1.51 s; b) 26.0 N/m; c) 0.308 m/s; d) 1.92 N;
e) -0.0125 m, 0.303 m/s y 0.216 m/s? }

1.7.2.19 (13.25 F) Se cuelga un resorte del techo. Se fija a él una masa de 25 g
y el resorte se estira 12 cm. No tenga en cuenta el amortiguamiento. ¢ Cual
es el periodo de oscilacion de una masa de 75 g fija al resorte? {RESP: 1.2

s}

1.7.2.20 (31.3 G) En un circuito LC la frecuencia angular de oscilacion de la
corriente es 58 krad/s, y su capacidad es C = 58 nF, ¢cuanto vale la
inductancia de la bobina? { RESP. 5.1 mH }

1.7.2.21 (12.37 A) Encontrar la ecuacion del movimiento resultante de la
superposicion de dos movimientos armoénicos simples paralelos cuyas
ecuaciones son x; =6 sen 2ty x, =8 sen (2t + o), si a = 0, ©/2 y ©. Hacer un
gréfico de cada movimiento y del movimiento resultante en cada caso.
{ RESP. a) 14 sen 2t; b) 10 sen (2t + 0.93); ¢) -2 sen 2t }

1.7.2.22 (12.39 A) Encontrar la ecuacién de la trayectoria del movimiento
resultante de la combinacion de dos movimientos armoénicos simples
perpendiculares cuyas ecuaciones son x=4senot, e y=3sen (ot
+ a), cuando a = 0, n/2 y ©. Hacer un grafico de la trayectoria de la particula
para cada caso y sefialar el sentido en el cual viaja la particula. { RESP.
Yy=¥%x X916 +yY9=1y=-%x}

1.7.2.23 (12,58 A) Los mddulos de elasticidad de los resortes en la figura 1 son,
respectivamente kj y ko. Calcular la constante k del sistema cuando los dos
resortes estan conectador como en a) y b). { RESP. a) kiks/ (k1+k2) y b)
ki + ko }
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Figura 1

1.7.2.24 (13.57 F) Una masa en un resorte con frecuencia natural oo = 38
rad/s, se coloca en un ambiente en el cual hay una fuerza de
amortiguamiento proporcional a la velocidad de la masa. Si la amplitud se
reduce a 0.82 veces su valor inicial en 9.9 s, ¢cudl es la frecuencia angular
del movimiento amortiguado? {RESP. 37.999995 rad/s }

1.7.2.25 (15.41 S-J) Un péndulo con longitud de 1.00 m se suelta desde un
angulo inicial de 15.0°. Después de 1000 s su amplitud ha sido reducida por
friccion a 5.50°. ¢, Cuél es el valor de b/2m? { RESP. 1.00x10°s*}

1.7.2.26 (15.43 S-J) Un objeto de 10.6 kg oscila en el extremo de un resorte
vertical que tiene una constante de resorte de 2.05x10* N/m. El efecto de
resistencia del aire esta representado por el coeficiente de amortiguamiento
b = 3.00 N s/m. (a) Calcule la frecuencia de la oscilacion amortiguada. (b)
¢En qué porcentaje disminuye la amplitud de la oscilacién en cada ciclo? (c)
Encuentre el intervalo que transcurre mientras la energia del sistema cae a
5.00% de su valor inicial.{ RESP. (a) 7.00 Hz, (b) 2.00%, (c) 10.6 s }

1.7.2.27 (31.19 G) Un circuito RLC tiene R=350Q, L =16 mHy C = 390 nF. a)
,Se trata de un sistema subamortiguado o sobreamortiguado? Si es
subamortiguado, determinar b) o y ¢) t. { RESP. a) Bajo amortiguamiento;
b) 6.3 krad/sy c) 91 us }

1.7.2.28 (15.45 S-J) Un objeto de 2.00 kg unido a un resorte se mueve sin
friccién y es impulsado por una fuerza externa dada por F = (3.00 N) sen
(2nl). Si la constante de fuerza del resorte es 20.0 N/m, determine (a) el
periodo y (b) la amplitud del movimiento. { RESP. (a) 1.00 s, (b) 5.09 cm }

1.7.2.29 (14.91 T-M) Un objeto de 2 kg oscila sobre un muelle de constante de
fuerza k = 400 N/m. La constante de amortiguamiento es b = 2.00 kg/s. Esta
forzado por una fuerza senoidal de valor maximo 10 N y frecuencia angular
o = 10 rad/s. a) ¢ Cual es la amplitud de las oscilaciones? b) Si se varia la
frecuencia de la fuerza impulsora, ¢a que frecuencia se producira la
resonancia? c) Hallar la amplitud de las vibraciones en la resonancia. d)
¢,Cual es la anchura Aw de la curva de resonancia? { RESP. a) 4.98 cm;
b) 14.1 rad/s; c) 35.4 cm; d) 1.00 rad/s }
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1.7.2.30 (15.47 S-J) Un peso de 40.0 N se cuelga de un resorte que tiene una
constante de fuerza de 200 N/m. El sistema es no amortiguado y esta
sometido a una fuerza armonica de exitacion de 10.0 Hz, resultando en una
amplitud de movimiento forzado de 2.00 cm. Determine el valor maximo de
la fuerza de excitacion. { RESP. 318 N }
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