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TEMAI

CALCULO VECTORIAL

Magnitudes escalares y vectoriales
Suma o composicién de vectores
Sistemas de referencia vectoriales. Componentes. Cosenos directores. Vectores
unitarios
Producto escalar de vectores
Angulo de dos vectores
Perpendicularidad
Proyeccion
Producto vectorial
Momento de un vector respecto a un punto. Momento respecto a un eje
Derivacion e integracion vectorial
Ejercicios

TEMAI

CINEMATICA

Mecénica, Cinematica y Cinética
Punto material. Movil puntual. Sistema de referencia inercial
Trayectoria, vector de posicion y vector desplazamiento
Velocidad
Aceleracion
Componentes intrinsecas de la aceleracion
Movimientos rectilineos
Movimiento rectilineo y uniforme (M.R.U.)
Graficas v-t y r-t del M.R.U.
Movimiento rectilineo y uniformemente acelerado (M.R.U.A.)
Graficas a-t, v-t y r-t del M.R.U.A.
Lanzamiento vertical
Movimiento circular
El vector velocidad angular o
El vector aceleracion angular o
Relacion entre © v @,
Periodo y frecuencia
Movimiento circular uniforme (M.C.U.)
Movimiento circular uniformemente acelerado (M.C.U.A.)
Composicion de movimientos. Tiro parabdlico
Tiempo de vuelo
Alcance
Altura maxima
Tiempo en alcanzar la altura maxima
Ecuaciones paramétricas y cartesianas de la trayectoria
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Angulo y médulo del vector velocidad en cada punto
Parabola de seguridad
Movimientos relativos
Ejes en traslacion
Ejes en rotacion

Ejercicios

TEMA 111

DINAMICA DE UNA PARTICULA

Introduccion

Leyes de Newton

El principio de relatividad de Galileo y la 12 ley de Newton

Cantidad de movimiento 0 momento lineal

2% ley de Newton

Masa y peso. Reposo y equilibrio. Impulso mecanico

Tercera ley de Newton. Accion y reaccion

Cinética del punto material

Resistencia al deslizamiento

Cuerpos apoyados en superficies
Cuerpo apoyado en un plano inclinado sometido a una fuerza de traccion
Método para determinar el coeficiente estatico de rozamiento
Varios cuerpos apoyados

Cuerpos enlazados. Tension

Fuerza centripeta en el movimiento curvilineo

Fuerzas ficticias: Fuerza de inercia y centrifuga

Ejercicios

TEMA IV

DINAMICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

Introduccion a los sistemas de particulas
Sistema de particulas. Sistemas discretos y continuos
Fuerzas internas y externas

Conservacion de la cantidad de movimiento en sistemas aislados
Interaccion entre sistemas

Centro de masas. Centro de gravedad
Propiedades del centro de masas
Centro de gravedad

Sistema de referencia situado en el cdm
Momento angular de una particula

Teorema del momento angular de una particula
Conservacion del momento angular de una particula
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Fuerzas centrales
Teorema de las areas
Impulso angular
Momento angular de un sistema de particulas
Conservacion del momento angular de un sistema de particulas
Momento angular respecto al cdm

Ejercicios

TEMAYV

TRABAJO Y ENERGIA

Trabajo

Potencia. Rendimiento

Energia

Energia cinética. Teorema de la energia cinética
Fuerzas conservativas

Energia potencial

Energia potencial gravitatoria

Energia potencial eléstica
Energia mecéanica

Sin rozamiento

Con rozamiento
Determinacion de la fuerza conservativa mediante la energia potencial
Campos escalares

Gradiente
Campos vectoriales

Circulacion

Flujo

Divergencia

Rotacional
Choques entre cuerpos

Choque oblicuo

Choque elastico

Choque inelastico

Choque no perfectamente eléstico

Choque central
Ejercicios

TEMA VI

DINAMICA DE ROTACION DEL SOLIDO RIGIDO

Sélido rigido
Movimiento alrededor de un eje fijo
Momento de Inercia
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Energia cinética de rotacion
Teorema de las figuras planas
Momentos de inercia de cuerpos compuestos
Teorema de Steiner o de los ejes paralelos
Algunos momentos de inercia
Radio de giro
Momento angular total. Momento angular respecto a un eje
Momento de una fuerza respecto a un punto y respecto a un eje
Ecuacion fundamental de la Dinamica de rotacion
Rodadura y deslizamiento
Trabajo de rotacion. Potencia
Analogias entre la traslacion y la rotacion
Ejercicios

TEMA VII

TERMODINAMICA

Sistemas termodinamicos. Paredes
Variables o coordenadas termodindmicas
Presién
Volumen
Temperatura
Ecuacion de estado. Equilibrio. Procesos reversibles
Gases ideales. Leyes y ecuacion de estado de los gases ideales
Calor. Calor especifico. Calor latente
Trabajo termodinamico. Diagramas p—-V

Primer principio de la Termodinamica. Aplicaciones
Procesos ciclicos
Proceso is6coro
Proceso is6baro. Entalpia
Proceso adiabatico
Procesos en gases ideales
Energia interna de un gas ideal
Procesos isobaros en gases ideales. Formula de Meyer
Procesos adiabaticos en gases ideales. Ecuaciones de Poisson
Segundo principio de la Termodinamica. Méaquina térmica. Entropia
Necesidad del segundo principio de la termodinamica
Conversién de calor en trabajo
Enunciado del segundo principio de la termodinamica
Méaquina térmica
Rendimiento
Entropia S
Calculo de las variaciones de entropia en procesos reversibles
Proceso reversible y adiabatico
Proceso reversible e isotermo
Proceso reversible no isotermo
Calculo de las variaciones de entropia en procesos irreversibles
Calculo de las variaciones de entropia en los cambios de fase. Medida del desorden
Entropia de fusion
Entropia de vaporizacion
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La entropia como medida del desorden
Ciclo de Carnot
Rendimiento del ciclo de Carnot

Magquinas frigorificas y bombas térmicas
Eficiencia de una maquina frigorifica
Eficiencia de una bomba térmica

Ejercicios

TEMA VIII

CAMPO GRAVITATORIO Y ELECTROSTATICO

Concepto de campo gravitatorio y eléctrico
Intensidad del campo gravitatorio y eléctrico
Intensidad del campo gravitatorio: g

Intensidad del campo eléctrico: E
Representaciones gréaficas
Leyes de Kepler
Ley de gravitacion universal
Ley de Coulomb
Campos creados por una 0 varias masas 0 cargas puntuales
Potencial y energia potencial gravitatoria
Velocidad de escape. Orbitas
Velocidad de escape
Orbitas
Orbita circular
Orbita eliptica
Orbita parabolica
Orbita hiperbélica
Potencial y energia potencia eléctrica
Teorema de Gauss

Teorema de Gauss para el campo gravitatorio
Teorema de Gauss para el campo eléctrico

Dieléctricos y conductores
Dieléctricos
Conductores

Induccion electrostatica
Conductor cargado en equilibrio electrostético con una cavidad interior
Conductor descargado con una carga situada dentro de una cavidad interior

Ejercicios

TEMA IX

ELECTROMAGNETISMO

Electromagnetismo. Imanes y corrientes
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Fuerza magnética. Ley de Lorentz

Movimiento de una particula cargada dentro de un campo magnético uniforme
Espectrégrafo de masas. Ciclotrén

Campo magnético. Ley de Biot y Sabart. Permeabilidad magnética

Momento magnético. Galvandmetro

Campo creado por una corriente rectilinea indefinida

Fuerzas entre corrientes paralelas. Amperio

Campo creado por una espira circular uniforme, un solenoide abierto y un solenoide cerrado
Espira circular
Solenoide abierto
Solenoide cerrado

Circulacién del campo magnético. Ley de Ampere. Corriente de desplazamiento de Maxwell

Ejercicios

TEMA X

INDUCCION ELECTROMAGNETICA

Flujo magnético a través de una superficie cerrada

Experiencias de Faraday-Henry

Fuerzas electromotriz inducida. Ley de Faraday—Henry. Corriente inducida. Carga inducida
Ley de Lenz

Generalizacion de la Ley de Faraday—Henry

Autoinduccién
Coeficiente de autoinduccién L. Inductancia de una bobina de n espiras
F.e.m. de autoinduccién
Caia de tensién en una bobina
Corrientes de cierre y apertura
Energia magnética almacenada en una bobina. Densidad de energia de un campo electromagnético

Induccion mutua

Transformadores

Fundamentos de la generacion de la corriente alterna
Ejercicios

TEMA XI

ONDAS

Movimiento vibratorio arménico

Energias potencial y cinética en el M.V.A.
Movimiento ondulatorio

Tipos de ondas

Ecuacién del movimiento ondulatorio
Fase
Periodicidad
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Ecuacion general de ondas
Velocidad de propagacion de las ondas
Energia asociada al movimiento ondulatorio
Intensidad del movimiento ondulatorio
Atenuacion de las ondas armdnicas mecanicas esféricas
Absorcion de ondas
Principio de Huygens
Reflexion
Refraccion
Interferencias
Ondas estacionarias
Difraccion
Polarizacion
Intensidad sonora. Tono. Timbre
Efecto Doppler
Caracteristicas y espectro de las ondas electromagnéticas
Ejercicios
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TEMAI

CALCULO VECTORIAL

Magnitudes escalares y vectoriales
Suma o composicién de vectores
Sistemas de referencia vectoriales. Componentes. Cosenos directores. Vectores
unitarios
Producto escalar de vectores
Angulo de dos vectores
Perpendicularidad
Proyeccion
Producto vectorial
Momento de un vector respecto a un punto. Momento respecto a un eje
Derivacion e integracion vectorial
Ejercicios
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1. Un barco navega hacia el Norte a 12 nudos y la marea lo arrastra hacia el Este a 9 nudos.
Calcular el rumbo y la velocidad real del buque.

El mddulo de la velocidad real es v =+/12? +9? =15
Resp.: 15 nudos

' E El rumbo se mide desde el Norte en sentido horario: tg o =%

Resp.: 36° 52’

2. Deseamos volar en un avién a 500 km/h hacia el Este. Calcular el mddulo de la velocidad y
el rumbo del aviodn si el viento sopla a 80 km/h hacia a) el Sur; b) el Sureste; c) el Suroeste.

Si se elige un SR cartesiano ortogonal dextrdgiro con el semieje OX apuntando al E y el semieje
QY hacia el N, la velocidad y el rumbo del avion en cada caso es:

a) V=500i+80]; v=1+500%+80> =506.36 km/h.
El rumbo es o = arctg% =80°54" 35~
Resp.: 506.36 km/h  80° 54’ 35”

b) El rumbo SE forma 45° con el Sy el E. Por tanto, la velocidad del viento es 40 V2 haciael S y
hacia el E. La velocidad del avién debe ser:

V= (500~ 40y2) T + 4042 ;v =[50~ 402 +(a0v2 =447.02 ki
500 - 4042

4042

El rumbo es o = arctg = 82043 48~

Resp.: 447.02 km/h 82°43’ 48"

¢) El rumbo SO forma 45° con el Sy el O. Por tanto, la velocidad del viento es 40+/2 hacia el S
y hacia el O. La velocidad del avion debe ser:

V= (500+402) T +40¥2 ] v = \/(500 +40y2 + (a0v2f =550.44 kmin.
. 500 + 4042

402

El rumbo es a = arct =84°11" 47

Resp.: 549.44 km/h 84°11° 47°*
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3.

Dos fuerzas coplanarias concurrentes de 5y 7 N forman 60° y —30° con el semieje OX. En la
fuerza resultante calcular el médulo y el angulo que forma con el semieje OX.

F, =5(cos60i +sen 60 ) F,= 7(005 (~30) i + sen (—30) ])z 7(cos 30 i —sen 30 j)
54743~ 543-7-=
S ]

F=F +F, =(5c0s60+7cos30)i+(5sen 60—7sen 30) j =

F
F=JF +F a=arctgF—y

X

Resp.: F=8.6 N a=5°32" 16"’

Si un vector de médulo 4 forma con los ejes X e Y angulos de 60°, calcular el angulo que
forma con el eje Z y sus componentes.

cos? o+ cos? B +cos?y =1; cos? 60 + cos? 60 + cos® y = 1
Resp.: y = 45°

x=Vcosa=4cos60; y=VcospB=4cos60; z=Vcosy=4cos45
Resp.. V=2i+2j+2J2k

Dados los vectores a de modulo 3 y cosenos directores proporcionales a 2, 1y -2; b que
tiene su origen respecto a un cierto SR en el punto O (-1, -2, 1) y el extremoen P (3,0, 2); y

¢ =(2,0,-3). Calcular 23 —3b+¢.

COSOL_COSB_COSy_\/COSZOL+COSZB+COSZY _\/1_1
==

2 1 -2 22 412 4 (-2)? 3
_ 21 -2
a=3(cosa,cosB,cosy)=3 —,—,— [=(2,1,-2

(cos a, cos B, cos y) (3 3 3j ( )

b=0P=(30,2) - (-1-21) = (4,2,1)

23-3b+¢=2(21-2)-3(4,21) + (2,0,-3)
Resp.: (-6, -4, -10)

Dados los vectores a=2i —-3j—k; b tiene la direccion del eje OX y su médulo es el del
momento del vector 7k aplicado en el punto (1, 3, 3) con respectoalarectar=y =3x-2
situada en el plano XY; y ¢ esta sobre la recta r’ de ecuaciones x =y, z = 0, su mddulo es
V2 y sus componentes son positivas. Calcular el momento respecto al origen del sistema

de vectores deslizantes A=a+b,B=b+¢,C=a+¢ gue pasan respectivamente por los
puntos (1, 0, 0), (0,0,0) y (0, 1, 0)

Calculo de b

Empezamos por determinar un punto de la recta y = 3x — 2, situada en el plano XY. Sea, por
ejemplo, x = 1, entonces y = 1. Por tanto, un punto de r es P(1, 1, 0). Calculemos el momento

de 7k aplicado en el punto (1, 3, 3) respecto a P:

i ]k
Mp=[-1 3-1 3-0/=14i
0o 0 7
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Determinemos un vector segin la direccién de la recta r. Elegimos otro punto Q sobre r, por
ejemplo, x = 0, entonces y = -2, por tanto Q (0, -2, 0):

QP = (11,0) - (0,-2,0) =(1,3,0)

el vector unitario segin QP es:

QP 1 1 - .-
Ul=——=—+—-——(130)=——(i +3))
QP V1% +32 +0? V10
el médulo del momento de 7k con respecto ar es:
- - 1 - = 14
Mp-U=14i — (i +3j)=——
" N )
por tanto
- 14 -
b=—"—i
V10
Célculode ¢

Si C esta sobre la recta r’ de ecuaciones x =y, z = 0, un vector director de la recta es el vector
(1, 1, 0), y un vector unitario G' segun la direccion de dicha recta es:

T ) B

V1% +1% + 02 \E

E=CU'=\/§%(T+D=(T+])

Por tanto:

Los momentos son:

i j ok
ia=| 1 0 0|=j-3k
2+£ -3 -
Ny
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M5 = 0 pues pasa por el origen.

ik
Meg=[0 1 Of=-i -3k
3 -2 -
Y el momento del sistema es:
M =MOA+MOB+MOC

Resp.: M =—i + j—6k

El vector \71, de médulo 10, tiene los cosenos directores proporcionales a 0, 3y 4 y esta

situado en una recta que pasa por el origen de coordenadas, \72 = (1, -1, -2) y su momento

respecto al origen es (1, 3, 2), y \73 = (-1, 0, 1) esta situado en la recta de accién que pasa
por el punto (2, -1, 2). Calcular el vector resultante y el momento resultante respecto al

origen de coordenadas.

coso. _ COSP  cosy

0 3 4

cosa=0

4cosf
cosy = 3

cos? o+ cos? B+cos?y =1

deducimos

005[3:%; COSy =

[GEIES

entonces

3

V; = V(cos a, cos B, cos y) =10(0, 5 E) =(0,6,8)

R=V,+V, +V;=(0,6,8)+(1,-1,-2) +(-1,0,1) = (0,5,7)

Calculemos los momentos respecto al origen

M, =0 (pasa por el origen)

M, =(,3,2)
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8.

M=M, +M;+M, =(13,2)-(1,4,1)=(0,-11)
Resp.: M =(0,-1,1)

Calcular el momento del vector V = (-1, 2,—5) aplicado en el punto (1, 2, 3) respecto al eje

definido por la ecuacién x=1_ y+2 -
2 3 -1

Un punto P del eje es (1, =2 , 0); y el vector que une P con el punto de aplicacion de V es
T=(@1,2,3)-(1-2,0)=(0,4,3); por tanto:

k
3

<!

o

Il

-l

x

<i

Il

o =

= (~26,-3,4)

N DN

-5

(23-1) 1
\/22 +32 4 (-1)? Via

Un vector unitario segln la direccion del eje es: U = (2,3,-1)

Mije = POy ,go (F X V) = (M 1)1 = (~26, 3, 4) - —— (2,3, ~1)——(2,3,~1)

i T

Resp.: Mg =_1—35(2, 3,-1)

Calcular el momento del vector V = (2,1, —2) que pasa por el punto P (3, 1, —2) respecto al

punto A (1, 0, 1), el modulo del momento respecto al eje que pasa por Ay B(1, 2, 1) y la
distancia entre P y el eje AB.

Momento respecto a A

F=AP=(3,1,-2)-(1,0,1) = (2,1,-3)

ik
My=FxV=2 1 -3=(1-20)
2 1 -2

Resp.: M, = (1,-2,0)

Momento respecto al eje AB

B (1,21)-(1,01) _ (O, i 9 _1,-2,0(0,1,0=-2

Meieag = Mp - —=(1,-2,0)-
ejeAB A AB ( ) B
Resp.: Mgjeag =2

Distancia entre P y el eje AB:

k

—3|= (6,0, 4); cuyo moduloes v62 + 42 = 2,13

0

=l

x

>

(o8]

I
o N =i
N P o)

B 4

‘fXAé‘ =£

Como ‘F X A_B" = AB-d; entonces d =
AB 2

Resp.: d = \/E
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10.

11.

Descomponer el vector V dirigido segtin i+ j+k , de médulo /27 , segtin las direcciones

G=?+], \7:]+R, W=1i-+Kk.

El vector i+ ] +k tiene los tres cosenos directores iguales, como cos? o+ cos® B+ cos?y =1,
entonces:

COSoL=C0SP=C0SYy=—=

P e

1

73

V = V(cos o, cos B, c0s ) = V27 ——(L,1,1) =3(i + j +K) .

El vector V escrito como combinacién lineal de T, V, W es:
31+ j+k) =mi+nv+pw=m(i+j)+n(j+K)+p@i +k)
donde obtenemos: m=n=p =g , por tanto:

Resp.: V== (li+V+W)

N | w

Dados los vectores V, =2i—2j+k y V,=i-2j, calcular las componentes de un vector
unitario perteneciente al plano determinado por \71 y \72 perpendicular al vector
V=V, -2V,

El vector buscado es una combinacién lineal de V; y V,:

U=mV, +nV, = (2m+n)i —2(m+n) j+mk

V=V,-2V,=2j+k
Al ser Uy V perpendiculares: U-V =0
-2(m+n)2+ml=0 n=——
O=[2m -2} ol m- 3|54 mk =" 57 - 2] + 4k)
4 4 4
El mddulo es:

U =%/52 +(<2)2 +42 = %\/E

El vector unitario en la direccion y el sentido de U es:
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m, - = =
—((5i-2j+4k
4( j+4Kk)

Lo
U m Jas

4

1

NG

Resp.: Ui = (51 — 2] +4K)

12. Hallar el area del paralelogramo cuyas diagonales son V =5i +4j+7k y W =i +k.

Como se aprecia en la figura, el area del
paralelogramo es la mitad del que
formariamos con las diagonales como
lados:

Resp.: 3

13. Tres vértices de un paralelogramo ABCD tienen por coordenadas A(2, 0, 2), B(3, 2, 0) y
D(1, 2, -1). Calcular las coordenadas de C, el area del paralelogramo y el angulo en B.

D(1, 2, -1) C(x Y, 2)

AB=(32,0)-(2,0,2) = (1,2,-2) =DC
AD = (1,2,-1) - (2,0,2) = (-1,2,-3)
BC=(x,y,2)-(3,2,0) = (x-3,y—2,2) =AD

Por tanto: A2,0,2) B3, 2, 0)

x-3=-1, y-2=2; z=-3
Resp.: C(2, 4, -3)

El area del paralelogramo es el mddulo del producto vectorial ABXAD:

i j kK
ABXAD=|1 2 -2/=(-2,54) S=‘,@xﬁ‘=,/(—2)2+52+42=3£
-1 2 -3
Resp.:S:S\/g
El angulo en el vértice B:
sp_BABC _(-1-22)(12-3) 3

~ BABC Jovi4 V14

Resp.: B =143°18’ 3”
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14. Los vectores A(-3,2,1),B(2,—4,0),C(4,-1,8)son concurrentes en el punto (3, 1, 2).
Calcular el momento del vector resultante respecto al origen de coordenadas.

Como los vectores son concurrentes podemos aplicar el teorema de Varignon. Para ello
calculamos el vector resultante, y después el momento de éste respecto al origen:

R=A+B+C=(3,-3,9)

k
2= (15, - 21,-12)
9

Resp.: Mg = (15, - 21,-12)

15. Sea v = (5t% 254/t In t), calcular el modulo de la derivada y la derivada del médulo para
elvalort=1.

dv(t) 10t |\7 )| 100t + 625
dt ) d |V e

dv(l) 100,625, 1

Resp. | V)| _ 1029
dt 2
3 L
—d|v(t)|=i\/25t4+625t+|n2t=100t +O25+ (@7 1dv)]| _ 1004625
de dt 2\/25t" 1625t + Int | dt | 2425+625
dv)| 725
Resp.: =
P~ at |~ 2650

16. Calcular el volumen del paralelepipedo cuyos lados son los vectores
V,(1,2,3),V,(4,5,6),V;(8,7,9).

X1 Y1 2y
Vi (Vo xVa) =X, Y, Z,|=[4 5 6/=-9

X3 Y3 Z3] [8
Volumen: |V;-(V, x \73)‘ =|-9=9
Resp.: 9
17. Calcular el angulo que forman las diagonales de un cubo.

Basta calcularlo en un cubo situado en el origen de coordenadas, tres de cuyas aritas sean los
vectores i, jyk.

OA=i+]j+k
OC=i+]j
BC=0C-OB=1i+ -k

OABC=(1,1,1)-(1,1,-1) =+/3+/3cos 0.

1
coso=—
3

Resp.: a=70°31" 43"
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18. Demostrar que, si se cumple que aOA+bOB+cOC+dOD=0, la condicién necesaria y
suficiente para que los puntos extremos A, B, C y D de los vectores sean coplanarios es a +
b+c+d=0.

Sean OA, OB y OC una base de espacio vectorial R®. Entonces:

A, = det(OA, OB, OC) #0

] D C
Sean Af 1 7 B
OA=(a,.ay,a,) ‘ —
OB =(b,,by,b,)
66 = (Cxacyacz)
0]

OD = (d,,dy,d,)
si el punto D pertenece al plano entonces:

X

N

A2=

x
N

a
b
c
d

<
o o T o

< <K < <
o o o @
N

X

N

Como aOA+bOB+¢cOC+dOD=0 con (a b, ¢, d) = 0 entonces:

aay +bby+ccy+ddy=0 1)
a-ay +bby+cc,+dd, =0 (2)
a:a; +bb,+cc,+dd, =0 3)

En A, multiplicamos la primera fila F; por a, F, por b, Fs por ¢ y F4 por d, y sustituimos la fila
cuarta por Fi+ F, + F3 + Fy:

aa, aa, aa, a
A, = bb, bby bb, b =(a+b+c+d)abcA =0
cc cc cc c

X y z

M)=0 (2)=0 (3)=0 a+b+c+d

por tanto:
Resp.:a+b+c+d=0
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TEMAI

CINEMATICA

Mecénica, Cinematica y Cinética
Punto material. Movil puntual. Sistema de referencia inercial
Trayectoria, vector de posicion y vector desplazamiento
Velocidad
Aceleracion
Componentes intrinsecas de la aceleracion
Movimientos rectilineos
Movimiento rectilineo y uniforme (M.R.U.)
Graficas v-t y r-t del M.R.U.
Movimiento rectilineo y uniformemente acelerado (M.R.U.A.)
Graficas a-t, v-t y r-t del M.R.U.A.
Lanzamiento vertical
Movimiento circular
El vector velocidad angular o
El vector aceleracion angular o
Relacion entre © v @,
Periodo y frecuencia
Movimiento circular uniforme (M.C.U.)
Movimiento circular uniformemente acelerado (M.C.U.A.)
Composicion de movimientos. Tiro parabdlico
Tiempo de vuelo
Alcance
Altura maxima
Tiempo en alcanzar la altura maxima
Ecuaciones paramétricas y cartesianas de la trayectoria

Angulo y médulo del vector velocidad en cada punto
Parabola de seguridad

Movimientos relativos
Ejes en traslacion
Ejes en rotacion
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1.Un ciclista circula por una regién donde existen subidas y bajadas, ambas de igual
longitud. En las subidas va a 5 km/h, en las bajadas a 20 km/h. Calcular su celeridad
media.

Sea L la longitud tanto de las subidas como de las bajadas.

Si t; es el tiempo que emplea en subir L, y t, es el que tarda en bajar L, entonces las
celeridades medias de subida y bajada son vy y Vs:

vi=L—s5kmh v, =L = 20km/h
tl t2

La celeridad media v necesaria para realizar el recorrido total 2L en un tiempot =t; + t; es:

yo2L_ 2L 2L
t e+t Lo L

5 20

Operando:
Resp: v =8 km/h

Nota: Obsérvese que la celeridad media no es la media de las celeridades.

2.Dos nadadores cruzan un canal entre dos puntos A y B. Uno sale de A y otro de B, al
mismo tiempo. Suponiendo que inician el viaje de regreso en cuanto llegan a la orilla
opuesta, y sabiendo que a la ida se han cruzado a 300 m de A, y a la vuelta lo han hecho a
400 m de B, calcular la distancia entre las dos orillas.

A El nadador M que sale de A recorre 300 m a
300 M velocidad vy , mientras que el N que sale de B
------------------------------------------------------ recorre d — 300 en el mismo tiempo t; a velocidad
d Vi, tal que:
IR T T 400 T
T 300 d-300
N tl =
B Vim VN

Pero M recorre d + 400 mientras que N nada 2d — 400 en el mismo tiempo t,, por tanto:

d+400  2d-400

t,
Vm VN

Dividiendo miembro a miembro las dos expresiones:

d+400 _ 2d-400
300 d-300

Despejando:
Resp.: d =500 m

3.Una particula que parte del reposo se mueve siguiendo una trayectoria recta con una

aceleracion dada por la expresion a = a, exp(—kt), donde a, y k son constantes. Hallar la
velocidad limite y el camino recorrido al cabo de t segundos.

V=

[ S——

t
adt = jaoe‘“dt
0
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Ag , -kt
v=—7390e" -1
k( )

La velocidad limite se alcanza cuando el tiempo tiende a infinito. Su valor es:
a
Resp.: Vv, =TO

El camino recorrido al cabo de t segundos es:
t t a
X =jvdt =J'—?°(e‘kt 1)t

0 0
ap| 1

Resp.: X =—2| = (e ™ 1)+t

p k{k( ) }

4. Dos discos separados 0.5 m, estdn montados en un mismo eje horizontal que gira a 1600
RPM. Se dispara una bala, paralelamente al eje, que atraviesa los dos discos, pero el
agujero del segundo esta desviado del primero un angulo de m/15 rad. Calcular la

velocidad de la bala.

160m rad/s

®=1600 RPM =

En la expresion ¢ = wt:

de donde se deduce que t = W%Os. Sustituyendo en v =% , obtenemaos:
V=——

0.5

1
0

(0]
o

Resp.: v =400 m/s

5. Calcular la altura en metros desde la que debe caer un cuerpo en el vacio para recorrer
una longitud de g metros (el valor de g es el de la aceleracion de la gravedad), durante el

ultimo segundo de su caida.

La altura h se recorre en un tiempo t, tal que:

1
h==gt
29

La velocidad que alcanza tras recorre t — 1 segundos partiendo de reposo es: v =g (t—1). Sien

el tltimo segundo recorre una distancia s = g, entonces en la expresion s = vt +%gt2 :
g= g(t—l)-1+%gt2

de donde deducimos que t = gs; por tanto, el valor de h es:
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9
Resp.: h==
p 89

6. Un cuerpo cae libremente sin velocidad inicial. Demostrar que el tiempo que invierte en
recorrer el enésimo metro de su trayectoria es

t= (2 -1

Si tarda t; segundos en recorrer n —1 metros partiendo del reposo, entonces:
n-1-—gt 1)

Si tarda t segundos en recorrer el Gltimo metro (el enésimo), entonces la velocidad v que
adquiere en recorrer los n metros partiendo del reposo es v =g(t; +t). Pero v también es

Vv =./2gn; por lo tanto:
g(t; +1) =290 2

Eliminando t; entre (1) y (2), y despejando t, obtenemos:
/2
Resp.: t= E(\/_— vn —1)

7. Demostrar que la inclinacion de los tejados debe ser de 45° para que el agua permanezca
en ellos el menor tiempo posible, si la superficie horizontal que cubren es fija.

En la figura, la superficie cubierta por el tejado es b = s cos a,
siendo s el camino que recorre una gota. La aceleracion a la que
esta sometida (despreciando rozamientos) es a = g sen a. Si parte
del reposo, entonces:

1 >
s=—gt%sen a
29

por tanto
2 2b 4b

gsenacoso  gsen 2

El minimo valor de t* se obtiene cuando sen 2a = 1; es decir, 20 = 90° o = 45° como
queriamos demostrar.

8. En un movimiento rectilineo se mantiene constante el producto del camino recorrido por
velocidad x-v= 8 m?/s. Si parat =0esx = 0, hallar la posicién parat=4s.

Como v = 3—): entonces X(:i_)t( = 8; es decir:

x dx =8dt

Integrando:

dex =ISdt
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X2

—=8t+k
2

Como parat =0esx =0, entonces k = 0, de donde deducimos que:

x=4\/f

yparat=4:
Resp: x=8m

9.Un movil recorre la mitad del camino a 15 m/s. El resto lo hace a 12 m/s la mitad del
tiempo restante, y a 8 m/s la otra mitad. Determinar la velocidad media.

En recorrer la primera mitad
invierte t, segundos, mientras que

S S la segunda lo hace en 2t
¢ ¢ ¢ segundos; por lo tanto, la
Vi, Vit + Vot velocidad rr_1edia v (si el recorrido
fuese rectilineo en un solo
sentido) es:
2s 2s
V= =
to+2t; S, S

A v, +V,
Por lo tanto:

i’y 2vy(vy +V,)  215(12+8)
2Vy+Vy+V, 215+12+8

Resp.: v=12m/s
10. La trayectoria descrita por una particula esta definida por la ecuacién:
0¢ +y') =4 (¢ -y?)

Calcular el médulo del radio vector cuando éste forma 30° con la horizontal.

Sustituyendo x = r cos 30, y = r sen 30, con r> = x? + y* en
la ecuacion del enunciado, obtenemos:

30° i r* = 4(r? cos? 30 —r%sen? 30)

De donde deducimos:
Resp.: r= V2
11. El plato de una bicicleta enorme tiene 30 cm de radio. Parte del reposo con una
aceleracion de 0.4 m rad /s° y transmite su movimiento a un pifién de 18 cm de radio
mediante la cadena. Determinar el tiempo que tarda el pifién en alcanzar 300 RPM.

Cualquier longitud L recorrida por la cadena debe ser la misma en el plato que en el pifién. Si
el plato de radio R gira un angulo ¢ y el pifién de radio r gira un angulo ¢’, entonces:

L=pR=0'r

Agustin E. Gonzalez Morales 23



12.

13.

14.

Derivando respecto al tiempo @R = ¢’r, obtenemos ®wR = w'r, y derivando de nuevo:
aR=a'r o'=—
Pero el pifion parte del reposo, por tanto: o'=a't. Sustituyendo o’ y despejando t:

. 3002%1g
_or__ 60

t __ oV
aR  0.047n30

Resp.:15s

Calcular el radio de curvatura minimo de la trayectoria de un proyectil disparado con
una velocidad inicial vy con a grados de elevacion.
V COS o
La aceleracién total que tiene el proyectil en el vértice de l -
la trayectoria es, exclusivamente, su componente normal 9
an,, cuyo valor es precisamente g; ademas, como la
aceleracion tangencial es nula, a, es maxima. a

Por otro lado, en ese punto la velocidad del mévil es minima, pues la componente vertical de
la velocidad es nula. Como consecuencia, el radio de curvatura minimo se produce en el
vértice de la trayectoria. Su valor es:

Una canoa, a 5 m/s sobre el fondo, cruza un rio de 280 m cuya corriente es de 3 m/s.
¢Cuanto tarda si toma el rumbo preciso para que el trayecto sea el mas corto posible?

T 5 El trayecto_més corto po_sible es el perpendicular a las orillas del
280 rio. En la figura se aprecia que la velocidad real sobre el fondo se

3 compone de la velocidad de la canoa y la provocada por la
l corriente:

v=45%2-32=4

Por tanto, el tiempo que tarda en cruzar el rio es:

Resp.: 70's

Se apunta con un dispositivo seguidor de aeronaves a un avion que Vvuela
horizontalmente con velocidad v, a una altura h.
Calcular la velocidad y la aceleracion angulares de la
visual para cualquier angulo.

vt v
) s ——>
En la figura se aprecia el angulo 6 que varia conforme el |
avion se mueve, pero en todo momento se cumple que: P o
vt e
tg0=—
h

Derivando con respecto al tiempo:
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15.

16.

Stao)-S{%]

dt dt

Teniendo en cuenta que v y h son constantes:

sec? 9@ v
dt h
do )
pero, sabemos que ® =40 PO tanto:
v
h
w=
sec? 0

es decir:

Resp.: o= %0052 0

Para calcular la aceleracién angular o volvemos a derivar:

_do dodd do

q=20_ 00 _T0 VYV osenocosh)cos?o
dt do dt do h h

es decir:
v 2
Resp.: o= _(Fj sen 20 cos0

En un MRUA, ¢como se representa el espacio en la grafica velocidad-tiempo?

Teniendo en cuenta que el modulo de la velocidad
en cualquier instante es:

V=V, +at

la velocidad se representa en una gréfica velocidad-
tiempo como una recta. Ademas, la velocidad es la
derivada de la posicion, entonces:

\

() = j vdt

por lo tanto, r(t) se representa en la grafica mediante el area de la figura.

Si, como hipétesis de un tiro con un cafién, se supone que el alcance x es una funcioén de
la forma x = v* g° m® f(a), donde v es la velocidad inicial, g es la aceleracion de la
gravedad, m la masa del proyectil y f(a) es una funcién adimensional del angulo de
lanzamiento; calcular a, b y c¢ efectuando exclusivamente un analisis dimensional.
Analizar el valor obtenido de c.

Sea L la dimension de una longitud, T la del tiempo y M la de la masa. La ecuacion de

dimensiones de x es L, la de v es LT la de g es LT? y la de m es M. Entonces, las
dimensiones de la expresion del enunciado son:
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17.

18.

L=(LT2 P2 me
es decir:
L= La+bT—a—2ch
lo que implica que:
a+b=1
-a-2b=0
c=0

de donde se deduce que:
Resp.:a=2, b=-1,¢c=0

De ¢ = 0 se desprende que el alcance no depende de la masa del proyectil.

Una diligencia viaja en linea recta desde A hasta B a 5 km/h. (En qué pueblo debe
bajarse un viajero para seguir andando a 3 km/h y llegar a P lo antes posible si la
distancia PC es 4 km?

Sea t; el tiempo invertido en recorrer AB,
y t, el necesario para ir desde B hasta P.

S
Como t=t, +t, =—:
1 2 v

L-—x «x%+42 L-x
t=t, +t,= =t
A

Para hacer minimo el tiempo total,
derivamos t con respecto a x, e igualamos a cero:

ﬂ = _l + 1; — 0

dx 5 3 X2 + 42
Despejando x:

Resp: x =3 km

Un punto M describe una circunferencia de radio R cm estando sometido a la atraccion
de un punto C de la misma. Su velocidad areolar es k cm?/s. Hallar los médulos de la
velocidad y aceleracion y el tiempo que tarda en

recorrer un arco ¥ m que termina en C. M’

M
El valor de la superficie infinitesimal CMM’ (casi {J

triangular) es:

o
ds =% CMh A (

siendo h =CM'sen (d—;j

de donde

Agustin E. Gonzalez Morales 26



dS=£CM-CM'5en o
2 2
pero, como el angulo %a es infinitesimal, el segmento CM’ es equivalente (en el limite) al

segmento CM y sen dTmes equivalente a %a; es decir:

da

ds= L cm?
2

Como en el triangulo ACM, CM =2R cos% , entonces:

dS=R?cos? %da

es decir:

ds _
da 2

Teniendo en cuenta que la velocidad areolar 2—? es constante, de valor k:

(85 _dS du
dt do dt
pero
da Y
—_—==—
dt R
por lo que
k=R2cos?2 >V

de donde deducimos que:

Resp.: v= K ec2
R 2

El médulo de la aceleracién tangencial se obtiene derivando la expresion anterior:

dv d(k _ oLa dik k,a k a
dy=—=—| —Sec’— |=—| —+—1tg° = |=—2tg—sec* ———
d dt\R 2 d{R R 2 R 2 22 dt

Sustituyendo Z—(: wz% y simplificando:

2

o 4 O
a, =—tg—sec” —
t R3 g 2

2

El médulo de la aceleracion normal es:
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19.

k2 5 O
Resp.: a=—sec”—
p R3 5

Para calcular el tiempo que invierte en recorrer un arco de % = radianes despejamos dt en:

k=95 _dSda _popggzade
dt do dt 2 dt

de donde deducimos que:

Integrando:

2
Resp.: t=R— 3—n+ 2
4k \ 2

Un proyectil se lanza desde el origen de coordenadas O con un angulo a respecto al eje
horizontal OX, e impacta sobre un plano inclinado un angulo B < a respecto al eje OX
que pasa por O. Calcular: a) o en funcion de B, si la velocidad en ese instante es
perpendicular al plano, b) el punto de impacto en el plano en funcién de g y de la
velocidad inicial del proyectil.

Y
a) - |
g P
Eje X _}
I BN
v
V, =V, COoSa v Fzy B
X =V,tcosa 0 I
° y: Vx
Eje Y a |
B X :
Vy=V0 Sel’la—gt O M X
y =Vv,tsen m—%gt2
En el triangulo PRS:
v v
cotg (270+B) “Yx o VoCOS®
Vy Vg sena-—gt

gt

osa

si llamamos z = y tenemos en cuenta que cotg (270 + B) = — tg B, entonces:
c

\Y
~tgp=—-—>— D)
Volga—-z
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20.

En el triangulo OMP:

1
v, tsen m—agt2

tgp=tM_Y_
g OM X Vo tcosa
es decir:
z
tgp=tgo— (2)

2v

0

De (1) y(2),con z= g_t, deducimos que:
cosa
Resp.: tg o = 2 tgp + cotg B
b)

En el triangulo OMP:

%
op-_X__ otcosa
cosp cosp

3)

De (2)y 3, con z =g—t, deducimos que:
cos o,

_ 2vicos®a tga - tgp
g cosp

OP

comotg o =2 tgp + cotg B y cos’a =$, la expresion de OP se simplifica resultando:
+tg“a

2
Resp.: OPzzﬁLﬁ2
g 1+3sen“p

Determinar el angulo bajo el cual debe lanzarse un movil en el vacio, desde un punto O,
para alcanzar la recta AB en el menor tiempo posible.

X =V, tcosa 1) Y

y =V,tsen a—%gtz (2) lg’
A

EnP:a-y=xtgp (3)

Sustituyendo (1) y (2) en (3): OA=a

1
a—v,tsen a+Egt2 =V, tcosa tg B "

0] X X

Observamos que hay dos variables: t y a. Derivamos la expresién anterior respecto a o
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21.

-V, isen a—v0t005a+lg-2t£ =V, i0050c tgB-v,tsenatgp
da 2 do da

despejando j—t e igualando a cero para determinar el minimo, obtenemos:
o

—cosat+senatgpf=0
es decir:
tgatgf=1

por lo tanto:
Resp.: a=90°-

Una recta se mueve normalmente a su direccion con velocidad constante c. En su
movimiento corta a una circunferencia fija de centro O en un punto variable M. Hallar
la velocidad y la aceleracion de M sobre la circunferencia y sobre la recta, en funcién de
¢ Ryao.

Descomponemos ¢ segin las velocidades v y vi, como se aprecia en la figura. Como

do
V= = oR, entonces w =— es:
sen o dt
da _cC
dt Rsena

La aceleracion tangencial es:

o _0v_ ccosada c® cosa R
L —_
dt  sen?a dt R sen®n
la aceleracion normal es:
S G o
n —
R Rsen’a
y la aceleracion total es a =y/a? +a2 ; es decir:
2
Resp.: a=

Rsen’a
Como x =R sen a, la velocidad v4 sobre la recta es:

dx da
v, =—=Rcosa—
dt dt

por tanto:

Resp.: v; =c cotg a
Y la aceleracion sobre la recta es a;:

T odt sen?o, dt

es decir:
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C2

Resp.: a; =—
Rsen®a

22. Una particula se mueve sobre una trayectoria de ecuacion r = 20. Para 6 = 60°,
determinar su velocidad, si 6 = t*.

x=rcosf, y=rsen6, r=260, 0=t

x =2t cost?, y=2t*sent?

v, (1) =X stcost? — atSsen t2
dt
v (t) =2—¥=4t sen t? + 4t cost?
Para 9=60°=%=t§ entonces t, =\/§. Sustituyendo t, en las expresiones de vy y vy, Yy

teniendo en cuenta que:

V= VitV
Resp.: v(t,) = 5.927 m/s

23. La prueba de una espoleta de una granada de fragmentacion se realiza en el centro del
fondo de un pozo cilindrico de profundidad H. Los fragmentos que se forman durante la
explosion, cuyas velocidades no sobrepasan la velocidad vy, no deben caer en la superficie
de la tierra que circunda al agujero. ¢ Cual debe ser el diametro minimo D del pozo?

El fragmento no debe superar la v

distancia horizontal % cuando

alcance la altura H, por tanto:

<~ T ——
<

Eje X
o
D 0 2
Ezvotcom 1) D
EjeY

H = Vot sen o — % gt?

Se despeja t en (1) y se sustituye en H, teniendo presente que 1 + tg? o = sec? a:

D gD? )
H=—tga->2—(1+t
5 g 8v2( 9°a)

0

Reordenando la expresion anterior como una ecuacion de 2° grado en tg a:
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24,

2 2
tgza—ﬂtg o+| 1+ 8HV2° =0
gD gD

Para que dicha ecuacion, de la forma ax? + bx + ¢ = 0, no tenga solucion real; es decir, para
que el fragmento no alcance la altura H, debe ocurrir que b® < 4ac. O sea:

es decir:

de tal forma que:

Resp.: Para vg < 2gH, D puede tomar cualquier valor.

Para v§ > 2gH, D =2ﬁwlv§ —2gh
g

Por una calle de anchura a = 10 m circulan, uno tras otro y perfectamente alineados,
coches a v = 24 km/h, de anchura b = 2 m, distanciados entre si ¢ = 8 m (distancia del
parachoques posterior del precedente al anterior del siguiente). Calcular: a) el tiempo
necesario para que un peaton cruce la calle en linea recta lo méas despacio posible, y b) la
velocidad y la trayectoria del peatdn.

Sea PN la trayectoria recta descrita por el : M N
peaton, de manera que cuando esta en P, el b > 2{

. a
parachoques trasero del coche sombreado ic=8 :
esta en PM; pero, cuando llega a N, el P X Q

parachoques delantero del coche sin
sombrear debe estar en QN.

Sea t; el tiempo que tarda el peaton en ir de P a N. En t; el coche trasero recorre a velocidad v:

c+PQ=c+x

por tanto:
C+X
t =
Y
La velocidad del peaton v, sera:
b
v, = PN _sena
t, C+X
v
siendo
b
sen o = ——
Vb2 +x?
por tanto
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25.

Vy=V—— 1)

. . dv
Si v; debe ser minima, entonces d—l =0, de donde resulta que:
X

Sustituyendo este valor de x en (1):
Resp.: v; =1,6169 m/s
Para determinar la trayectoria basta calcular a:
tga= E =4
X
Resp.: a=75° 57" 50”
Y el tiempo t, invertido en cruzar la calle es:

_oa 10
v;senoa  1.6169sena

Resp.:t=6.3755s

Una particula se mueve en el plano XY con aceleracion constante ‘a’ en el sentido
negativo del eje OY. La ecuacién de la trayectoria es y = px — gx? siendo p y q
constantes. Determinar la velocidad en el origen de coordenadas.

2

dy dy

La velocidad de la particula en el eje Y es v, =H’ y la aceleracion es a, = i =-a, por
tanto:
d(px—gx?) _dx dx
Y dt Pat "t
—a= pdz_X_Zq dld_x+xﬂ
dt? dt dt  dt?
pero ﬂ—0 y d—x—v por tanto:
" dt? dt '
Vy = (p - 2C]X) Vx
—a=-2q vy
es decir:

a a
Vi=y2g vy=(|o—2q><)1/2—q

y en el origen de coordenadas (0,0):
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Vx(o)z\/% Vy(0)=p\/%

v(0) =4/VZ(0)+V5(0)

como

entonces

Resp.: v(0)=_ |+ pz)ziq

26. Un mdvil se desplaza por un arco de circunferencia de radio R. Su velocidad depende del

recorrido segin la relacion v = k+/s donde k es constante. Determinar el angulo que
forman los vectores aceleracion total y velocidad, en funcion de s.

a; \Y% ; ,
> > az_Vzkdssz:kk\/_zk_
- YTdt 2Jsdt 20s 245 2
an
v K3
_______________________________ an -
R R

El 4ngulo solicitado es el que forman los vectores &, ya:

a 2s
Resp.: o =arctg— =arctg—
a, R
27. Un movimiento rectilineo es tal que su velocidad en funcién del desplazamiento es v = 3x
+1. Hallar las ecuaciones horarias sabiendo que parat = 0 se encuentraen el origen.

dx
X+1

Comov=(:j—)t(=3x+1, es decir 3 =dt, por tanto:

jsjilzjdt

%In(?:x +D)+k=t

Como parat=0es x =0, entonces k = 0, por lo que, despejando Xx:

st
Resp.: x = !
_Ox_
dt
Resp.: v = e
a=dV_gen
dt

Resp,: a=3¢e™

28. Una particula parte del reposo y sigue una trayectoria recta con una aceleracion cuya
variacion en el tiempo viene dada por la quebrada ABCM en un plano de ejes
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aceleracion — tiempo. Las coordenadas (a, t) de los vértices de la quebrada en el S.1I. son
las siguientes: A(60,0), B(-90,10), C(30,14) y M(30,20). Calcular la posicion y la velocidad
parat = 20.

a

60

30

En el tramo AB:

Seaa=mt+ b, como parat=0esa=60, entonceshb =60; yparat=10esa=-90, por tanto
m = -15. De donde deducimos que:

a=-15t+60

Integrando la expresion anterior, obtenemos v(t) = —7.5t° + 60t + k,. Como la particula parte
del reposo, v(0) = 0, por tanto k; = 0:

v(t) = -7.5t% + 60t
Y en el instante t = 10 obtenemos vg:

vg =-150 m/s

Integrando la expresion v(t), obtenemos x(t) =—2.5t3+30t? +k,. Pero, en t = 0 la particula se
encuentra en x = 0, por tanto k, = 0:

x(t) = —2.5t3+30t>
Y en el instante t = 10 obtenemos Xg:
Xg =500 m
En el tramo BC:

Seaa=mt+b, comoparat=10esa=-90y parat=14es a = 30, entonces los valores de m
ybson m=30yb=-390. De donde deducimos que:

a=30t-390

Integrando la expresion anterior, obtenemos v(t) = 15t — 390t + ks. Como la particula tiene
una velocidad v(10) = -150, entonces k; = 2250 m/s, por tanto:

v(t) = 15t* — 390t + 2250
Y en el instante t = 14 obtenemos vc:

Ve =-270 m/s
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Integrando la expresion v(t), obtenemos x(t) =5t3~195t2 + 2250t + k,.Pero, en t = 10 la
particula se encuentra en x = 500, por tanto ks = -7500 m, es decir:

x(t) =5t3-195t% + 2250t — 7500
Y en el instante t = 14 obtenemos Xc:
X¢ =-500
En el tramo CM:
Es
a=30

Integrando obtenemos v(t) = 30t + ks. Como la particula tiene una velocidad v(14) = -270,
entonces ks = —690 m/s, por tanto:

v(t) = 30t - 690
Y en el instante t = 20 obtenemos vy:

Resp: vy = -90 m/s

Integrando la expresién v(t), obtenemos x(t) =15t% — 690t + Kg. Pero, ent =14 la particula se
encuentra en x = -500, por tanto ks = 6220 m, por tanto:

x(t) =15t? — 690t + 6220

Y en el instante t = 20 obtenemos Xy:
Resp.: Xy =-1580m

Dos puntos A 'y B se encuentran en reposo, situados a una distancia s entre ambos. En la
recta que los une hay otro punto C, también en reposo, que distan de A el doble que de B.
Los puntos A 'y B se ponen en movimiento sobre su recta soporte con aceleraciones de 4 y
1 m/s? respectivamente. ¢Hallar la aceleracién de C de manera que dicho movil se
encuentre siempre a una distancia de A doble que de B.

S
—S5— C c’ S2
A A B &
<~ X—
Del enunciado se deduce que:
AC_AC_,
BC B'C

Pero

AC=AC+x-%

B’C’=BC+ s, —X
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31

por tanto:

AC+Xx-s;
BC+s, —Xx

y teniendo en cuenta que AC = 2 BC, calculamos x:

S, +2S
x =21 2
3

Pero sustituyendo x =Yz a t?, s,=%s ayt’ y s, = ¥ a,t, tras simplificar obtenemos:

a_a1+2a2 4421

3 3
Resp.: 2 m/s*

Una particula se mueve a lo largo de una curva x = 2t?, y = t*— 4t, z = 3t — 5, donde t es el
tiempo. Hallar las componentes de la velocidad y la aceleracion en la direccién del vector
cartesiano (1, -3, 2) cuandot =1.

Para calcular la velocidad y aceleracién basta derivar las tres componentes del vector de
posicién obteniendo: v =(4t,2t—4,3)ya=(4,2,0). Parat=1: V(1) = (4,-2,3)

Un vector unitario segln la direccion del vector (1,-3,2) es:

i (1,-3,2) _1 (1-32)

\/12 +(-3)% +2° V14

Para calcular las proyecciones sobre (1,-3,2), los vectores se multiplican escalarmente por i

41+ (-2)-(-3)+3.2

v(@)-u= A
Resp.: Proyeccion de V(1) _ 16
V14
- 41+2(-3)+0.2

2

Resp.: Proyeccion de da =—

iz

Un movil describe un M.R.U. a 360 km/h en una trayectoria horizontal a 1000 m de
altura sobre el plano horizontal. En un instante dado, pasa por la vertical de un punto P
del plano vy, en ese mismo instante, se lanza un proyectil de 10 kg desde P con una
velocidad que forma un angulo e con el plano horizontal. Calcular el valor de la tag a,
sabiendo que el mévil fue alcanzado por el proyectil 3 segundos después del instante
anterior.

X
Si v, es la velocidad inicial del proyectil, se cumple que:
h=v,tsena— = gt* seno=—-=%— 1 /
o 2 g Vot ( ) ) o
X
X =V, tcosa coso =— (2)
Vot
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Dividiendo (1) entre (2):

h+£gt2
tga:#
X

Pero, si la velocidad del moévil es v, entonces el valor de x también es vt:

h+ g2 1OOO+%9.8-32

vt 3600203
3600

tga=

Resp.: tg a = 3.48

32. ¢Bajo qué angulo respecto a la horizontal es necesario lanzar una piedra a 14 m/s desde

un acantilado de 20 m de altura, para que llegue al mar a una distancia maxima del
borde del precipicio?

De x = vt cos a despejamos t: .

t=—> E I
VCosa @
> "
y=h+vtsena-%gt (2) vcosa lg
Sustituyendo (1) en (2) y haciendo y = 0 para h
determinar el alcance sobre la horizontal:
X
2
0=h+tha—gX—2 12
2vV© oS a
reordenando términos en tg o, teniendo en cuenta que —=1+ tg2a:
Cos“ a
2 2
tgza—ZLtg a+|1- 2v 2h =0
gx gx

ecuacion de 2° grado en tg a de la forma a tg? o+ b tg o + ¢ cuyo discriminante b® — 4ac debe
ser mayor o igual a cero para que exista solucion:

4 2
4y _4[1_ 2v hJZO

g2x2 o2

despejando x:
x <Y Jv? 1+ 2gh
g

de donde se deduce que el valor maximo de x es:

X o =~/ V2 + 2gh

g
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que se corresponde con la anulacién de b? — 4ac. Por tanto, el valor de tg o que provoca el
alcance maximo es:

2v?
b QX _
2a 21 OX max

y sustituyendo Xma:

Parah=20yv=14m/s:

Resp.: a=30°

La velocidad de la corriente de un rio de anchura c crece proporcionalmente a la
distancia desde la orilla, alcanzando su valor maximo v, en el centro. Junto a las orillas
la velocidad de la corriente es cero. Un bote flota de modo que su velocidad u con
respecto al agua es constante y perpendicular a la orilla. Hallar la distancia a la cual sera
llevado por la corriente al cruzar el rio y determinar la trayectoria del bote.

Si la velocidad de la corriente varia
X linealmente, siendo vy a una distancia %c

B de la orilla, cero en la orilla Ay v a una
‘ distancia y, entonces la ecuacién de la
; velocidad es:

> g V= Zﬂ
o C

valida para valores de y comprendidos
entre0y%c.

1
e c
2
v

A
EIl camino recorrido por el bote en el eje Y

es y = ut. Sustituyendo el valor de y en la expresion de v:

2v,yU
y=-20
c

t

que proporciona la velocidad, segun el eje X, que tiene el bote al ser arrastrado por la corriente
hasta el centro del rio. Obsérvese que la aceleracién en el eje X es precisamente el coeficiente
que multiplica a t en la ecuacion anterior:

_ 2vuu
c

a

cuyo valor es constante. Por lo tanto el bote experimenta una aceleracién segin un MRUA en
el eje X hasta que alcanza el centro del rio.

Para determinar la velocidad de la corriente, v’, en el tramo que va desde el centro del rio

hasta la otra orilla B, tenemos que tener en cuenta que en y = %c la velocidad es vy, pero
cuando Yy = c, entonces la velocidad es cero. Por tanto:
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2V,
v="2L(c-y)
c

expresion valida para los valores de y comprendidos entre %2 ¢ y ¢. Como el camino recorrido
por el bote seguin el eje Y sigue siendo y = ut, sustituimos este valor en la expresién de v’:

2voU
c

V'=2vy— t

que proporciona la velocidad, segun el eje X, que tiene el bote al ser arrastrado por la corriente
desde el centro del rio hasta la orilla B. Obsérvese que la aceleracion en el eje X es
precisamente el coeficiente que multiplica a t en la ecuacion anterior:

2vou
c

cuyo valor es constante. Por lo tanto, el bote experimenta una deceleracion segiin un MRUA
en el eje X desde el centro del rio hasta la orilla opuesta. Ademas, nétese que a = —-a’.

Si el bote cruza completamente el rio en un tiempo 2T, como la anchura del rio es c, de la
expresion y = ut deducimos que ¢ = u-2T. Por tanto:

Ademas, como a = —-a’, el movimiento es simétrico respecto al centro del rio (ver figura), de
manera que en el eje X el bote estd acelerando durante la primera mitad del recorrido y
decelerando durante la segunda mitad. Parat =T el bote se encuentra en la posicion x(T):

1
X(T)==aT
(M 5

Para calcular la posicion x en el instante t = 2T, empleamos la expresion r =ry + vq (t — to) + %
a(t—to)% siendor=x, to =T, ro = X(T) , Vo = Vo (la velocidad en el centro del rio) ya = a’, la
deceleracion que experimenta en el segundo tramo. Por tanto:

X=1aT? 4 voT L2
2 2

Sustituyendo los valores obtenidos de a,a’ y T:

Vo C
Resp.; X =—2
P 2

Para calcular la trayectoria del bote entre la orilla A y el centro del rio eliminamos t entre las
2VoU |

. 1.,
ecuaciones X = Eat Y= utcon a=
c

. cu
Resp.: parébola y? =—x
Vo
La trayectoria entre el centro del rio y la orilla opuesta B es la parabola simétrica a la anterior,
respecto al centro del rio.

Dos moviles parten del mismo punto y en el mismo sentido recorriendo una

circunferencia de 2 m de radio. El primero se mueve con una velocidad angular de 2
rad/s, y el segundo con una aceleracion de 1 rad/s%. ¢ Cuénto tiempo tardaran en reunirse
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de nuevo? ¢Qué aceleraciones tangencial y radial tienen en ese instante? ;Qué angulo
forman las aceleraciones totales de ambos maviles?

El mévil 1 gira un angulo ¢; = mt, el mévil 2 gira un angulo ¢, = % a t2 Si @, = @y:

1 2
ot =Ea2t2 por tanto t = <1

0,
sustituyendo valores:
Resp.:t=4s
La aceleracion tangencial del movil 1 es cero.
Resp.:ay =0
La aceleracion radial o centripeta del movil 1 es:
2
a, =oR
sustituyendo valores:
Resp.: ay; = 8 rad/s?
La aceleracion tangencial del movil 2 es:
ap =0,R
sustituyendo valores:
Resp.: a,, = 2 rad/s?
La aceleracion radial o centripeta del movil 2 es:
) 2
(O]
a,, =02R =(a,t°R =(a2 —1J R =40’R
0,

sustituyendo valores:
Resp.: ay, = 32 rad/s?

El &ngulo que forman las aceleraciones totales de ambos mdviles es el que existe entre la
aceleracion total del movil 2 y su aceleracién tangencial (pues coincide con la direccion de la
aceleracion total del mavil 1). Por tanto:

anp _ 32 _

tg 0=
g ap 2

16

Resp.: 6 =86° 25’ 25”2
Un punto material describe una trayectoria circular de 1 m de radio dando 30 vueltas en
un minuto. Calcular el periodo, la frecuencia, la velocidad lineal, la velocidad areolar y la
aceleracion.

Como en 60 segundos da treinta vueltas, tarda 2 segundos en dar una.
Resp.: T=2s

La frecuencia es la inversa del periodo:
Resp.: f=% st

. 2n . .
Como la velocidad angular es o = T y la velocidad lineal es v = oR, entonces:
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Resp.: v=nm/s

La velocidad areolar v, es el area barrida en cada vuelta en la unidad de tiempo:

R 2
V, = T

Resp.: V2 m m?/s

La aceleracion que tiene este movil es solo la centripeta:

Resp.: n° rad/s’

Desde una boya situada en el centro de un rio parten dos botes A y B tomando
direcciones perpendiculares: el bote A a lo largo del rio y el B a lo ancho. Al separase la
misma distancia de la boya emprenden el regreso. Hallar la relacién entre el tiempo
empleado por cada bote ta/tg, si la velocidad de cada uno es 1.2 veces la de la corriente
del rio.

El tiempo invertido por A en “ir” es: Va
v e
B S
S
tAl i — Vv f .
VatVe ci S Alir
siendo v¢ la velocidad de la corriente que, en este caso, es “a
favor”.
El tiempo invertido por B en “ir” es: A
@ ............... DI
s S
o == |
Vg —V¢ S Al Ve
volver
: P Y%
pues la velocidad real es la suma vectorial Vg+V¢ B

representada en la figura.

El tiempo invertido por A en “volver” es:

S
th2 = Va-Ve
pues en este caso la corriente es “en contra”.
El tiempo invertido por B en “volver” es:
S

tBZ =
Vi -v2
pues la velocidad real es la suma vectorial Vg + V. también representada en la figura.

Los tiempos totales ta y tg son la suma de los dos parciales de cada bote. Si tenemos en cuenta
que los dos llevan la misma velocidad v y que ésta es n = 1.2 veces la de la corriente:
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38.

Dividiendo ta entre tg:

yparan=1.2:

Resp.: ta =1.809
tB

Un avidn en vuelo horizontal rectilineo, a una altura de 7840 my a 450 km/h, deja caer
una bomba al pasar por la vertical de un punto A del suelo. a) ¢Al cabo de cuanto tiempo
se produce la explosion de la bomba por impacto con el suelo?, b) ¢qué distancia ha
recorrido entre tanto el avidn?, c) ¢a qué distancia del punto A se produce la explosion?,
d) ¢cuanto tiempo tarda en oirse la explosion desde el avion, a contar desde el instante de
lanzamiento, si el sonido se propaga a 330 m/s?

3) Va 3 SERAR
h =% gt?, por tanto t = /& = 27840
g 9.8 ‘ 3
Resp.:40s 5 27Vl
b)
d=v,t= 4—5040
3.6
Resp: 5000 m
c)
A la misma que la que ha recorrido el avién en 40 s.
Resp.: 5000 m

d)

Como se cumple la relacién pitagérica: s3 =s?+h?, entonces (v t; ) =(v,t;)+h?; por
tanto:

S 7840 = 25.67

Wi-v; \/3302 (fg}

T=t+1t,=40+25.67

Resp: 65.67 s

Se dispara un cafién con 15° de elevacion y una velocidad inicial de 200 m/s. Calcular: a)
la velocidad con la que llega a tierra?, b) ¢tropieza con una colina de 300 m de altura,
situada en la mitad del alcance?; en caso afirmativo, ¢;qué solucién podriamos dar si
gueremos hacer blanco en el mismo objetivo, disparando con el mismo cafién y desde el
mismo punto?

a)
Llega a tierra con la misma velocidad (en médulo) con la que se produjo el disparo.

Resp.: 200 m/s
b)
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El tiempo de vuelo es la mitad del necesario para obtener el alcance maximo:

1 Vsen o
t=5tmax = 1)
La altura alcanzada en ese instante es:
h =vsen mt—lgt2
2
Sustituyendo (1) en la expresion anterior, resulta:
2 2 2 2
ho visen“a _ 200“sen“15 1367 m
29 2.9.8
Resp.: Tropieza
Podriamos disparar con el angulo complementario:
a'=90-a
pues
2 2 2 2
hie visen“o’ _ 200°sen“75 19041 m

29 2.9.8
Resp.: Disparar con un angulo de 75°

. Un muchacho, que esta a 4 m de una pared vertical, lanza una pelota contra la pared
desde una altura de 2 m, con una velocidad inicial de 10?+10] m/s. Cuando la pelota

choca en la pared se invierte la componente horizontal de su velocidad, pero permanece
constante la vertical. (Donde chocara la pelota contra el suelo?

Como Xx=v,t;4=10t;entoncest=0.4s. Y para
ese instante:

Y=Yo+ Vol —%@Jt2 = 2+10-0.4—%9.8-0.42 =5.216

ademas en ese instante la velocidad vertical con la

que tropieza en la pared es:
Vy =Vq, —gt=10-9.80.4=6.08

Partiendo de esa velocidad debe alcanzar el suelo en un tiempo t;, por tanto, aplicando la

- 1 5 .
expresiony =y, + Vgt —Egt para ese Instante:

0=5.216+6.08t, —%9.8t12

ecuacién de segundo grado en t; cuya solucion positiva es t; = 1.8243. Como la velocidad en
el eje horizontal solo cambia de sentido, pero mantiene su mddulo, la distancia horizontal D de
la figura es:

D = wt; =10-1.8243
Resp.: A 18.243 m de la pared
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41.

Un avién bombardero en vuelo horizontal a 360 km/h y 1000 m de altura, lanza una
bomba. a) (A qué distancia de un objetivo inmdévil, medida horizontalmente, debe
lanzar?, b) si el objetivo se mueve por una carretera horizontal a 72 km/h en la misma
direccion y plano vertical, ¢a qué distancia debe lanzar, si el objetivo se mueve en el
mismo o en distinto sentido?

a)
Comox; =vt;y= lgt2 entonces X, =V 2y _ 360 /21000
2 g 36\ 98
Resp.: 1428.57 m
b)

Si el objetivo se mueve a velocidad v’ en el mismo sentido:

360 72 21000
xz_(v+v)t—(v+v) 36 % 98

Resp.: 1714.29 m
Si lo hace en sentido contrario:

360 72 21000
X, =(V=V)t=(v- v) 36 % 9%

Resp.: 1142.86 m

Un mévil situado en el origen de coordenadas, tiene una velocidad inicial v en el sentido
positivo del eje OX. Simultaneamente se le aplican dos aceleraciones constantes del
mismo modulo, una dirigida segun el sentido negativo del eje OX y la otra en el sentido
positivo del eje QY. Calcular: a) la trayectoria, b) las coordenadas del punto de velocidad
minima, y c) el valor de la velocidad minima.

a)
X = vt — L at?
2
1 .
= —at
=3

Para eliminar t entre las dos ecuaciones, las sumamos y despejamos t:

X
=2
%
tras sustituir en y, obtenemos:
2
Resp.: x2 +y? +2xy—2Ly=0
a
b)
Si v; es el médulo de la velocidad, entonces:
Vv, =Vv-—at
v, =at

2 _\,2 2
Vi =V +Vy

de donde deducimos que:
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42,

vZ =f(t) =v? +2a%t? - 2vat

y derivando f(t) con respecto al tiempo e igualando a cero para determinar el minimo:

4a’t,. —2va=0 portanto: t,. =
es decir:
2 242
Vimin =\/v +2a°t i, —2vat i
v
Resp.: Vimin =E
c)
Las coordenadas donde se consigue este valor minimo son:
1
Xmin = Vi _Eatmin
1 .
Y min =Eatmin
_ 3v? v2
Resp: Xmin =§v Y min =g

El movimiento de un cuerpo, que cae en un medio resistente partiendo del reposo, esta
definido por la ecuacién 3—\: =A-Byv, con Ay B constantes. Calcular en funcion de Ay

B: a) la aceleracién inicial, b) la velocidad para la cual la aceleraciéon es nula, c) la
expresion de la velocidad en cualquier instante.

a)
% L
Como parte del reposo entoncesesv=0en a =(:1_t =A—Bv, por tanto, la aceleracion en el

instante inicial es:

Resp.:a=A
b)
La velocidad para la cual la aceleracion a = (:1_\: =A-Bv se anulaes:
A-Bv=0
A
Resp.: v=—
P B
c)
Noamy = N g
dt A-Bv
Integrando

!Aivsvzldt

Resp.: v(t) = %(1—e‘3t)
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43. Un punto se mueve en el plano XY seglin la ley x = pt, y = pt(1 — gt), con p y g constantes.
Determinar: a) la ecuacion de la trayectoria, b) la velocidad y aceleracion en funcion del
tiempo, y c) el instante en el que el vector velocidad forma un angulo de ¥ & radianes con
la aceleracion.

a)

Como t = x/p, sustituimos este valor en la expresion de y:

Resp.: Parabola: y = x—%x2
b)
Vi —d_X—p' a —&—
odt 7 o dt?
dy d%y
v, =—=pl-2qt); a,=—=-2
y =g ~PA-2a0; 8y =5 =-2pd

V= Vi vy a=.a;+a;

c)

\) a \)
tg315=—— 75
Vx v
_q_ P-2qt)
p
Resp.: t=l
q

44, Un movil, que parte del origen de coordenadas, recorre la curva x? = 2y. La proyeccion

del movimiento sobre el eje OX es un MRU a 2 m/s. Hallar al cabo de V2 segundos: a) el
madulo de la velocidad, b) las componentes intrinsecas de la aceleracion, y c) el radio de
curvatura.

a)

2

Como vy = 2, la posicion en el eje X es: x = wt = 2t. Como y = % x°, sustituyendo x

obtenemos y = 2t Derivando: vy = 4t. Y sustituyendo estos valores en:

v=\/vi +v§ —/4+16t2

Parat= 2 :

Resp.: v(\/f) =6m/s
b)
Parat= 2 :
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46.

Resp.: a; (ﬁ) :¥ m/s?
Como a, = d:tx =0ya, =dsty=4 la aceleracion total a es 4, y la aceleracion normal para
t=+2es:
a, =
Resp: a,, =% m/s?
c)
De a, =§ deducimos que R =;/—2, cuyo valor parat:ﬁes:
n Resp.: R=27m

Una particula se mueve sobre la trayectoria y = x* + x + 1 de manera que para x = 1 vy =
3 m/s. Calcular el vector velocidad en ese instante.

dy
gt Vv
Y _oxsr=dt By
dx dx v,
dt
Por tanto
v
y
V, =
*o2x+1
Sustituyendo x =1y v, = 3:
V=1

Como V= (v,,Vy):
Resp.: v=(13)

Una particula que tiene un movimiento rectilineo recorre una distancia de 7 m antes de
empezar a contar el tiempo, y cuando t = 2 s posee una velocidad de 4 m/s. Si la ecuacion
de la aceleracion es a = 3t* — 1, calcular: a) la velocidad y la posicién, b) la velocidad
media entre t =2 y t =4, y c¢) la distancia a la posicion inicial parat=7.

a)
v=Iadt=I(3t2 “Ddt=t3—t+k

Como v(2) = 4, entonces k = -2.
Resp.: v(t)=t3—t—2
t* 2
— — 3_t_ - _ '
x—jvdt—j(t t—2)dt 1 2t+k

Como x(0) =7, entonces k’ =7
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t* t2
Resp.: x(t) =—-——-2t+7
p.. X(1) Y

b)

_ X(4)-x(2) _ 55-5

AV =
m:2—4 ) 2

Resp.: 25 m/s
c)

4 2
x()=t—— 1" 9747
22

Resp.: 568.75 m

47. La barra de la figura se desliza sobre el poste vertical y esta sujeta al bloque A que se
mueve hacia la derecha con velocidad constante v. Determinar la velocidad angular de la
barra.

Como x =acotg 0, derivando respecto al
tiempo:

\Y

dx 1 \do x ------------- A
=— =3l - e
at ( Senzejdt A/

ado
pero o = e entonces

por tanto
Resp.: ®=——-senZ0
a

48. Un avion vuela a velocidad constante con un angulo B de ascensidén respecto a la
horizontal. Cuando esta a 6000 m de altura sobrevuela un cafién enemigo que, en ese
instante, abre fuego con una velocidad inicial del proyectil de 600 m/s. Poco después la
bala pasa rozando el avion. Cuando el avion esta a 9604 m de altura el proyectil vuelve a
pasar rozando, explotando en el suelo 20 segundos después. Calcular: a) el angulo de
elevacion del cafién, b) el &ngulo B, y ¢) 1a velocidad del avion en km/h.

Y
D S > ‘

Yooz : B

V,
6000 | °
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Como la velocidad horizontal del avion es v cos B, la posicién x; del avién es x; = vt; cos .
La velocidad horizontal del proyectil es vy cos a, y su posicién x; (coincidente con la del avion
en el instante t;) es X; = Vot cos a. Por tanto:
v cos f = vg cos o 1)
La posicion y; la alcanzan el avién y el proyectil en el instante t;. La velocidad vertical del
avion es constantemente v sen B. El proyectil estd sometido a la aceleracion de la gravedad e
inicialmente tiene una velocidad vertical vq sen a, por tanto:
y; = 6000 + vt; sen B = oty sen o — % gt,? (2)
Anéalogamente con y, = 9604 en el instante ty:
y, = 9604 = 6000 + Vt, sen B = Vob, sen o — % gt,” (3)
Como el proyectil llega al suelo en el instante t, + 20:
0 = Vo(t, + 20) sen o — ¥ g(t, +20)?
deducimos que:
Vo Sen o = Y%z g(t, + 20) 4)
Sustituyendo (4) en (3):
9604 = % g (t, + 20)t, — ¥ gt,?

obtenemos t, = 98 s. Este valor lo llevamos a (4) para determinar o

_g(t, +20) 9.8(98+ 20)
2v, 2:600

Sen a

Resp.: a=74° 30" 28”
b)
En (1), sabiendo a:
v cos B =160.2646 (5)
En (3), parat, = 98:

9604 = 6000 + v-98 sen

Por tanto:
v sen B =36.7755 (6)
Dividiendo (6) entre (5):
36.7755
tgf=———
9p 160.2646

Resp.: B =12°55" 25.6”

c)
En (1):
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49.

50.

Sl

COSa _ 1 COS T

0 = =164.43m/s=164.43-3.6km/h
cosp cosp

V=V

Resp.: v =591.95 km/h
Un bombardero vuela en picado a 300 m/s y deja caer una bomba desde 180 m de altura,
estando su proyeccién horizontal a 60 m del objetivo. Con g = 10 S.1., scon qué angulo
con respecto a la horizontal debe picar?

Como s = vt cos ¢, h = vt sen ¢ + ¥ gt?, entonces:

1 52 2
h=stgo+=9—(1+tg“9p)
272

<!

Introduciendo datos y reordenando términos:
tg%p +300tg —899 =0
cuya solucién menor de 90° es: s

Resp.: 71° 16’ 47.83”

Una particula se mueve en linea recta con una aceleracion a = 2 JW.Ent=2ssu
L 64 . . s . L
posicién es 3 my su velocidad 16 m/s. Determinar la posicidn, velocidad y aceleracion

ent=3s.

Como a =3—\t/=2\/v, 2dt=d—v, e integrando:

Jv
dv
J' 2t = J' o
2t+k, =24V
Parat =2, v = 16, entonces k; = 4; de donde deducimos que:
v = (t+2)>
Como v =$= (t+2)?, (t+2)?dt=ds, e integrando y teniendo en cuenta que parat =2 la

L . 64
posicion es s =?:

1 3
s=—(t+2
3( )

Y parat=3:

Resp.. s(3) =12T5 m, v(3) = 25 m/s, a(3) = 10 m/s’
Tres turistas tienen que llegar a un lugar en el plazo de tiempo mas corto, contandose el
tiempo hasta que el dltimo llega al citado lugar. Andando caminan a 4 km/h, pero
disponen de una bicicleta con la que dos de ellos pueden ir a 20 km/h. Deciden que uno
de ellos lleve a otro en la bici hasta un punto determinado del camino, desde donde el
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52.

segundo continla a pie, y el otro vuelve con la bici a recoger al tercero. Hallar la
velocidad media.

Sean v; = 4, v, = 20, t; el tiempo en bicicleta, t, el que tarda el ciclista en volver y t; + t, el
tiempo que estan andando. El tiempo sera el menor posible cuando todos lleguen en el mismo
instante. La velocidad media vy, seré:

Vit +tp)+Voty
" o+t +ty

y para que la bicicleta y el peaton coincidan en el punto de recogida:
Vot = Voty = vyt +1t5)

de donde deducimos que t; = 1.5 t,. E Introduciendo los datos la expresion de la velocidad
media:
Resp.: 10 km/h

Tres puntos A, B y C, en el momento inicial, estan situados sobre la misma recta
horizontal. El punto A comienza a moverse verticalmente hacia arriba con velocidad v
constante, y el punto C, sin velocidad inicial, verticalmente hacia abajo con aceleracion a
constante. Si los tres puntos empiezan a moverse simultaneamente, ;de qué modo debe
moverse B verticalmente para encontrarse en todo momento en la recta que une A con
C?

- = 1 27 .
Como AA'=vt j;CC'=—Eat j ; ademas:

y aprovechando las propiedades de las 0

proporciones:

— — — —
AA'-BB' BB'-CC' A

— — —

S
AO-BO BO+O

C
A B @) l

pero
AB=BC C

- — — —

AO-BO=BO+0

por tanto,

de donde deducimos que:

es decir:

, S v L a
Resp.: B se mueve segun un M.R.U.A. cuya velocidad inicial es 5 y cuya aceleracion es >
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54.

Cuando un coche que se mueve a 90 km/h da la vuelta a una esquina, se encuentra con
otro que circula delante de él en la misma direccion y sentido a 45 km/h. Si la méxima
deceleracién que sus frenos pueden proporcionar es de 6 m/s?, a) calcular la distancia
minima entre ambos que impedira el choque si el tiempo de reaccion del conductor es de
0.5 segundos.

Sea v; = 90 km/h, v, = 45 km/h y d la distancia de separacion que debe ser recorrida por el
coche 1 a una velocidad inicial relativa v, —v, con una aceleracion a = —6 m/s? por tanto:

1
d=(v, —vz)t—Eat2

por otro lado, el coche 1 debe adquirir la velocidad del coche 2 en el intervalo t; es decir:
vV, =V, —at
Despejando t en esta Ultima expresién y sustituyéndolo en la anterior:

d — (Vl _V2)2
2a

Pero, si el conductor del coche 1 tarda un tiempo t” = 0.5 s en reaccionar, mientras tanto
recorre una distancia (v, —Vv,)t’ a velocidad constante, de manera que la distancia real
minima que necesita es:

d= (Vl_v2)2

+ (v, = V)t
A (Vi—V3)

Introduciendo los datos:
Resp.: 19.25m

Un coche posee un aceleracion maxima a, constante para velocidades altas, y una
desaceleracion maxima 2a. Debe recorrer una distancia corta L, empezando y
finalizando el trayecto en reposo en un tiempo minimo T. ¢En qué posicién de L debe
empezar a decelerar, y en qué fraccion del tiempo total debe estar decelerando?

Como empieza y finaliza en reposo: at, = 2at, , entonces:
t, =2t,

La distancia L sera la recorrida acelerando y desacelerando:
1 1
L = =at? + = 2at}
2 2

De las expresiones anteriores deducimos que:

L =§atl2
4

Empezara a decelerar cuando deje de acelerar; es decir, cuando haya recorrido una distancia:

1 5
d=—at
>34

Dividiendo miembro a miembro:
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Resp.:

rla
I
w|N

Si el tiempo total es T =t; + t,, como t; = 2t,, entonces:

3
T="t
50
de donde deducimos que:
2
Resp.: t; = ET
Por O pasa un plano inclinado un angulo g con la horizontal. Un proyectil se lanza desde

O con una velocidad v e impacta en un punto A del plano. Determinar el &ngulo o de
lanzamiento, con respecto a la horizontal, para que la distancia OA sea minima.

Las coordenadas (X, y) de A son:

X =Vt COS a PR
y=vtsen a—-Y gt
Como y = x tg B, sustituyendox e y -,
deducimos que: v
t_2vsen(oc—[3) o iy
g cosp B '

expresion en la que hemos tenido
en cuenta que

sen (a.— ) = sen a. cos B — cos a. sen
Como
x = 0A cos B

entonces:

_ 2v2 cosasen(a —p)

OA 5
g cos“

Derivando respecto a a e igualando a cero dicha derivada:
—sen a. sen (o —P) + cosacos (a—P)=0
de donde deducimos que :
ctga =tg (a—f)
es decir:

90°—a=a-P
Resp.: a=45°+%f3
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57.

Un coche marcha por una carretera a 25 m/s. En el momento de pasar por un cruce
perpendicular un gamberro le lanza una piedra, en el plano normal al movimiento del
coche, con un angulo de elevacion de 45°, desde una altura de 1.2 m. Si el mddulo de la
velocidad inicial de la piedra, relativa al coche, es de 10 m/s, calcular: a) la velocidad
inicial de la piedra relativa a la carretera, y b) lugar de la trayectoria donde alcanzara al
coche.

a)

La velocidad inicial de la piedra relativa a la carretera es la que tiene con respecto al coche
10(cos 45 ] +sen 45k) =5+/2(j + k) mas la velocidad del coche:

esp.: 251 +5v2(j+k)
b)

Como z
1 5
0=1.2+10tsen 45—Egt

ecuacioén de 2° grado en t cuya
solucion posible es t = 1.596.
Como x =251, y = 10t cos 45,
para t = 1.596 obtenemos: 25 X ¥

Resp.: 39.9 i+11.3] X

Una particula, que se abandona en la parte superior de un plano de 10 m, inclinado 30°
con la horizontal, desliza sin rozamiento. Simultaneamente el plano se mueve con una
velocidad horizontal de 3 m/s de forma que la particula no se separa del plano. Si g = 10
m/s?, calcular: a) la velocidad y aceleracion absoluta de la particula cuando llegue al final
del plano, y b) la trayectoria absoluta de la particula en ecuaciones paramétricas.

a) Y

La velocidad absoluta del plano es v, =3i, y la X
aceleracion de la particula, relativa al plano, a, , tiene

por modulo g sen 6 = 10 sen 30 = 5 y sus a,
componentes cartesianas son: 3 Vo
e ,’/ r g
a, =5(cos30i —sen 30j) = g(\/ﬁ -9 Y, \l/ 9/
g

La velocidad relativa v, es la integral de la
aceleracion relativa; es decir:

— 5t rs rt
Ve =?(V3| -J)
pues en t = 0 la velocidad es cero.

La velocidad absoluta v es la suma vectorial de la velocidad relativa y la que tiene el plano:

V=V, +, =(3+—5*ftJT—E]

2
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La particula llegara al final del plano cuando recorra sus 10 metros partiendo del reposo, pero
con la aceleracion relativa de 5 m/s*:

L=%%at’ t= 2L _ ﬂ=23
a, 5

Para t = 2, la velocidad absoluta es:
Resp.: v(2)=(3+ 5\/§)T -5j

b)

Resp.: x =3t +%\/§t2

t
-5t
y—£ 2"
Resp.: y = —%tz

Un nadador es capaz de nadar a la mitad de la velocidad de la corriente de un rio que
quiere atravesar de manera que la corriente lo arrastre lo menos posible. a) ;Con qué
angulo con respecto a la orilla debe nadar?, y b) ¢a qué distancia se lo llevara la
corriente si la anchura del rio es de 200 m?

a) R
Las componentes de la velocidad son:
2v
Vi = 2V =V COS 0! N b
Vy = Vsena o X
El tiempo invertido en cruzar es:
(.D__D
vV, vsena
La distancia R es:
R=v,t= Dm
sen a
Efectuando la deriva de R con respecto a o e igualandola a cero, resulta:
1-2cosa=0
Resp.: 60°
b)
R-D 2—cosa =2002—00560
sen a sen 60

Resp.: 20043 m
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59. Dos nadadores tienen que atravesar un rio desde el punto A de una de las orillas hasta el

60.

B, situado en la orilla opuesta enfrente al primero. Uno de ellos decide atravesar segun la
recta AB, pero el otro quiere mantenerse en todo momento perpendicular a la corriente,
de manera que la distancia que lo arrastre la recorrera andando a velocidad u. ¢Con qué
valor de u alcanzaran ambos nadadores el punto B al mismo tiempo si la velocidad a la
gue nadan es de 2.5 km/h y la de la corriente es 2 km/h?

Si la velocidad de la corriente es v, la

velocidad absoluta del nadador 1 es: A 7A
v v v v
v, = lvz _Vg | 1 2
Vc S N
El tiempo que invierte en cruzar es: Ve
s s
t=—-= — (1) L :
Vi vi-vg B B A

La velocidad absoluta del nadador 2 es:

v, =4/VZ +V2

El tiempo que invierte es:

A'B
ty =tpp +lpag =—+——
u
pero
4 S
A'B=v_ tpn =vCv
por tanto:
VS
t, _S VS )
vV VU
igualando (1) y (2) y despejando u:
2
Vy/V—V
U= C C
V—qfV—V2

E introduciendo valores:

Resp.: u =3 km/h

Un pato volaba por una recta horizontal a
velocidad constante u. Un cazador inexperto le
dispar6é un proyectil a velocidad v con una
direccion orientada hacia la posicion del pato en el
instante de disparar. (A qué altura volaba el pato
si, a pesar de todo, fue alcanzado?

Como x=%+ ut y también es x = vt cos 0,
g

entonces, igualando y despejando t:
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62.

(= h
tg 6 (vcos 6 —u)

y sustituyendo este valor en:
h = vt sen 6 — ¥ gt?

Resp.: h =Zg—u(v cos H—u)tg?o

Desde una altura H se lanzan dos pelotas con la misma velocidad, una hacia arriba con
un angulo a y otra hacia abajo con un angulo p (ambos respecto a la horizontal).
Demostrar que las dos pelotas chocan contra el suelo a la misma velocidad.

Analicemos el lanzamiento hacia arriba. Empleamos un sistema cartesiano con el origen en el
suelo. Las componentes de la velocidad son:

Vx = Vo COS a
Vy = Vo Sen o — gt

El médulo al cuadrado de la velocidad total en cada instante es:

1
V2 =V + V5 = vjcos?a+ (v, sen a—gt)’ = vj - ZQ(VOISGI’I a—Egtzj

Pero, la posicion al llegar al suelo es:
1
O0=H+vytsena— Egt

Por tanto:
2 2
VS =vy+29H
expresion en la que se aprecia que el resultado es independiente del angulo de lanzamiento.

¢Con qué velocidad minima debe lanzarse un cuerpo desde 30 m de altura para que
caiga a 40 metros de su proyeccion horizontal?

Empleamos un sistema cartesiano con el origen en el suelo.

S=Vptcosa
1
0:H+v0tsena—5gt

En la expresion de s despejamos t, lo sustituimos en la segunda y determinamos VS :

gs’ gs’ gs’ _gs°

2
Vh = = = =
® 2cos?a(H+stga) H(2cos?a—1+1) +s2senacosa H+Hcos2a+ssen2a  f(a)

f(o) debe ser mé&xima para que la velocidad sea minima, por eso derivamos f(a) respecto a a e
igualamos a cero:

dz(a) =-2Hsen 20+ 2scos 20.=0
o
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64.

0

4
30

S
tg 20 =—
9974

de donde deducimos que sen 2a = 0.8 y cos 2a = 0.6. E introduciendo datos en:

W
0 H + Hcos 2a. +s sen 2a.
Resp.: 14 m/s

Un punto gira retardadamente en una trayectoria circular de radio R de modo que, en

todo momento, sus aceleraciones normal y tangencial tienen el mismo mdédulo. Si en el
instante inicial su velocidad es vy, calcular la velocidad en funcién del recorrido.

Como gira retardadamente: a, = —2—\:. Sia; = an:

dv_ v
d R
pero
_dvds_v®
dtds R
es decir
_dvds_v®
dsdt R
0 sea
dv. v?
_\V=—
ds R
simplificando e integrando:
_[dv_fds
v R
Vo 0

S
Resp.: v=vgye R

Dos carritos se mueven siguiendo los ejes X e Y, unidos mediante una barra de longitud
L. Uno de ellos sube por el eje Y a velocidad v. Determinar el movimiento del otro.

El carrito A se desplaza a velocidad constante, de
manera que:

v-o

=t
dt y

Ademas, se cumple la relacion pitagdrica:

x=\/L2—y2 =x/L2—v2t2
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66.

. . X
y derivando x con respecto al tiempo obtenemos u = Z—t :

2
Resp: u=- vt
L2 —v?3t?
Un vehiculo, cuyas ruedas tienen un diametro de 80 cm y 14 radios, desciende por una
pendiente sin rozamiento. EI movimiento es registrado por una cdmara que toma 24
fotos por segundo. Al proyectar la pelicula se aprecia que para t = 20 s la velocidad de
rotacion de las ruedas es aparentemente nula. Calcular la pendiente.

Si n es el nimero de radios, para que la rueda parezca inmovil tiene que girar un maltiplo de

2—nen el tiempo T transcurrido entre dos fotos.
n

2n . iy . .
Sea k— el angulo girado en T con una aceleracion angular a, partiendo de una velocidad
n

angular o,. Entonces:
k2—7E =0yl +101T2

n 2
Al cabo de t = 20 s mas se produce la inmovilizacién aparente de la ruedas en el siguiente
multiplo de E el k + 1. Por tanto:

n
1
(k +1)2—"= (o, +at)T+EaT2
n

De las dos expresiones deducimos que:

_2n

2—nzottT o=—
n ntT

Si el angulo de inclinacion del plano es ¢, entonces a = g sen @ = oR y, ademas, si N es el

nimero de tomas, entonces T = % de donde deducimos que:

27NR  27m-24.0.4
gnt 9.814.20

sen ¢ =
Resp.: 1° 15’ 34.5”

Un alambre esta doblado en forma de arco de radio R. En él se asienta, sin rozamiento,
una cuenta que puede moverse a lo largo del alambre. En el instante inicial la cuenta esta
en la posicion O. ;Qué velocidad horizontal es necesario trasmitirle a la cuenta para que
al llegar a A alcance el punto B, si el &ngulo central que mide el arco AB es 2a?

Se aprecia en la figura que:

AB =2(R sen o)
Pero AB también es el alcance de un
lanzamiento efectuado desde A con

velocidad u y un angulo de elevacion a:

u? u?
AB=—sen 2a =—2 5en o cos o
g g
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Igualando:

La velocidad v con la que debe salir de O es:
v =4/u? +2gh

v =\/u2 +2gR(1+ cos o)

Sustituyendo u?:

Resp.:v:\/gR[2+Zcosu+ 1 j
cosa

Dos méviles A y B estan obligados a moverse sobre los semiejes OX y OY en busca del
origen de coordenadas a velocidades constantes v; y v, respectivamente. Inicialmente A
se encuentran a distancia a y B a distancia b del origen. Determinar: a) el movimiento
del punto medio P del segmento AB, y b) el instante en el que la distancia OP es minima.

a) B
Como Vy
P(x
Xa =a-—ut x¥)
VB = b-wvt
. A
entonces las coordenadas de P son: O T
X =% (a—ut)
y=% (b-wt)
Eliminando t y operando resulta que la trayectoria es la recta de ecuacion
2x—-a 2y-b
u %
. dx dy 1 ) 1 x/ﬁ
La velocidad de P es e _E(U’V)’ cuyo médulo es constante de valor 5 us+ve,
por tanto:
Resp.: Es un M.R.U. cuya velocidad es %\/uz +v?
b)

f(t)=0OP2 =x%+y? =%[(a—ut)2 +(b—vt)2]

Derivando f(t) con respecto al tiempo, igualando a cero y despejando t:

_au+bv

u?+v2
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68. La barra G se puede desplazar siguiendo un movimiento de vaivén segun el eje Y guiada
por los cojinetes perfectamente lubricados C y D, debido a una varilla AB de 5 metros
cuyo extremo A se mueve segun el eje X accionado por un émbolo a una velocidad

constante de 1 m/s en el sentido positivo del eje OX. Calcular la velocidad y aceleracion

de la barra G en el instante en el que el segmento BO mida 3 metros.

Sea AB = kyc=1m/s la velocidad de A. Segln se aprecia
en lafigura :

dx
c=—o

dt
v

dt

Como se ha de cumplir la relacion pitagorica:

X2 + y2 — k2
Derivando respecto a t:
2xd—x + 2yd—y =
dt dt
es decir:
2xc+2yv=0
0 sea
K2 _ 2
v=—cX= —c—y (1)
y y
y cuandoy = 3:
52 - 3?
V,_3=-1
y=3 3

Resp.: vy_3 =—% m/s

Para calcular la aceleracién en (1) derivamos v con respecto a t:

Z_y 2 y- “kz _y2 2 2
dv dvdy dv k—y ke—y k2c?
dt dy dt dy y? y %
y cuandoy = 3:
5212
y=37" 3
Resp.: a,_5
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69. El coche A gira en una curva de 134 m de radio a 48 km/h. En el instante indicado en la
figura ambos coches estan separados 30.48 m y el coche B se mueve a 72 km/h, pero
disminuye su velocidad a razén de 3 m/s%. Determinar el médulo de la velocidad y la
aceleracion de A observadas desde B. El vector velocidad de B observado desde A, ¢es la
opuesta a la velocidad de A observada desde B? Calcularla.

Y

El coche B solo se traslada, no gira, por lo tanto, el sistema de referencia situado en B sélo
experimenta una “traslacion”. En la figura de la derecha, v, es la velocidad absoluta del

coche A (cuyo médulo es 48 km/h = 40/3 m/s), Vg es la velocidad absoluta de B (cuyo
modulo es 72 km/h = 20 m/s) y V,,g el la velocidad de A vista desde B. Se cumple la
siguiente relacién vectorial:

VaiB =Va, ~ VB

El médulo de Vg €s:

Vars =\/val +vE =482 + 722
Resp.: Vag = 86.5 km/h

La aceleracion absoluta del mévil A es sélo la centripeta, cuyo valor es:

4.702
Var_ \3) ¢ 1600~

é = — =
A p 134 1206

m/s?

Como, segun los datos, g =—3i Yy se cumple que:
ap/g =8a ~8p

Entonces:

~ 1600 -
da/g =~ %+3 |

cuyo moédulo es:
Resp.: aag = —4.33 m/s’

Ahora bien, la velocidad de B observada desde A no es la misma que la opuesta a la velocidad
de A observada desde B, porque para calcular Vg, 5 hay que tener en cuenta que el sistema de

referencia situado en A experimenta una “rotacion”. Si V,es la velocidad absoluta de A,
entonces:
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\% - - - -
A =297, 3 34487 -16.36]
31 134

Como se cumple la siguiente relacion vectorial:
Vgia=Vg —Vp

Resp.: Vg, o =—20i —16.36] m/s
de médulo 93 km/h
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TEMA 11

DINAMICA DE UNA PARTICULA

Introduccion

Leyes de Newton

El principio de relatividad de Galileo y la 12 ley de Newton
Cantidad de movimiento o momento lineal

2% ley de Newton

Masa y peso. Reposo y equilibrio. Impulso mecénico
Tercera ley de Newton. Accion y reaccion

Cinética del punto material

Resistencia al deslizamiento

Cuerpos apoyados en superficies
Cuerpo apoyado en un plano inclinado sometido a una fuerza de traccion
Método para determinar el coeficiente estatico de rozamiento
Varios cuerpos apoyados

Cuerpos enlazados. Tension

Fuerza centripeta en el movimiento curvilineo

Fuerzas ficticias: Fuerza de inercia y centrifuga
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1.

Una cuerda inelastica, sin peso, sujeta dos masas de 2 y 3 kg que cuelgan de sus extremos
sobre una polea sin rozamiento. ¢ Qué fuerza ejerce la cuerda sobre la polea? (g = 10 m/s?)

En la polea (supuesta ideal: sin masa):

F
F-2T=0
En la masa 1:
SR T \/ T
T-mig=ma ) ,
a T A AT a
En la masa 2:
T —myg =-m,a D <>
mg m,g
Con estas tres ecuaciones obtenemos: y 2
= 4m;m, _ 423 10
m; +m, 2+3
Resp.: 48 N

Un peso de 70 Kg se encuentra sobre una bascula de resorte, en un ascensor, a 30 cm de
altura. Demostrar que, para g = 10 m/s?, la relacién entre lo que marca la bascula al subir y
al bajar con aceleracion constante de 2 m/s® es 3/2. ;Depende de la masa? ¢Depende de la
altura?

Dibujamos el diagrama del solido libre del R1

peso de 70 kg en el que se aprecia la reaccion
de la bascula R. Esta reaccion es, a l 1 Ta SR
b S

precisamente, la fuerza medida por la bascula.

+)
Si Rs es la reaccion que se produce subiendo y v mg
Ry, es la detectada bajando: ascensor
Ry —mg = ma; Re=m(g +a)
Rp—mg =-ma, Ry =m(g - ay)
Por tanto
& — g+a (1)
b 9—3
Ry 10+2
R, 10-2

3
Resp.: —
P 2

Como se aprecia en la expresion (1), dicha relacion es independiente de la masa depositada en la
bascula y de la altura a la que se encuentre el ascensor.

Tenemos un bloque de m kg, situado a R metros del centro de una plataforma horizontal
giratoria, que tiene un coeficiente estatico de rozamiento p.. Demostrar que la maxima
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velocidad angular que puede comunicarse a la plataforma sin que el bloque deslice es

9
Me

La Unica fuerza que actda horizontalmente es la de rozamiento
provocando la existencia de una aceleracion centripeta ©’R, de .l
manera que: ==

Fr= mo’R ]

Como el valor méximo de la fuerza de rozamiento es:

Fr = pemg

Entonces, la velocidad angular maxima es:

g
Opax = HeE

Un aviador se lanza en picado a 98 m/s y termina su descenso describiendo un arco de
circunferencia en el plano vertical. Si el peso aparente es ocho veces el real, ¢cual es el
radio de la trayectoria?

N El aviador esta sentado en su asiento. Su diagrama del sélido libre es
: el de la figura, en el que N es la reaccion del asiento. Esta reaccion
es la que mide el peso aparente del piloto:

2

%
N-mg=m—
d R

mg Como N = 8mg, entonces:

y con los datos:
Resp.: 140 m

Un cuerpo de 64 kg se deja caer en paracaidas. Si la fuerza ejercida por el paracaidas es F
=10V? (S.1.). Calcular la velocidad limite en km/h con g = 10 m/s?.

mg-10vV=ma

La velocidad limite se alcanza cuando la
aceleracion a es cero, por tanto:

B mg_ F=10v2
V—‘E—Sm/S al Ej lSR(_'_)

mg

y en km/h v
Resp.: 28.8

Demostrar que el valor minimo de la fuerza horizontal que debe aplicarse sobre el eje de
una rueda de radio r y masa m, para que suba un escalon de alturah <res

mg cotg o

siendo o el &ngulo formado por la fuerza y el radio en el punto de contacto con el escalon.
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En el instante en el que despega del suelo, no
existe aceleracion vertical ni horizontal:

F-Ncosa=0 Nsena—-mg=0
De las expresiones anteriores deducimos que:
F = mg cotg a
Otro método:
La suma de todos los momentos respecto al punto Aqui no hay reaccién porque
A de las fuerzas que actdian sobre la rueda debe estd despegada del suelo

ser cero en el instante en el que la rueda empieza
a despegarse del suelo. Obsérvese que la reaccion N no influye en el calculo de estos momentos
porque esta aplicada precisamente en el punto A. Si establecemos que las fuerzas que
provocarian giros a derechas generan momentos positivos, entonces:
F(r-h)-mgrcosa=0

ademas

h=r-rsena
entonces:

F = mg cotg a
Colocamos una cuerda flexible de longitud L sobre una mesa de forma que parte de ella
cuelga por un extremo. Calcular la maxima longitud de cuerda que puede colgar, sin que se

caiga, si el coeficiente estatico de rozamiento es pe.

Sea la cuerda homogénea de densidad lineal p.

Entonces: Roz = y,m g L-x
anssmnmEEEEEE—> |

IA
p:mzmxzml‘_x éT
L x L-x "X
Por tanto l Mg
m m
mX=TX mL—xzf(L_X)
En el tramo que cuelga:
T-mg=0; T—mx=0
L
En el tramo apoyado en la mesa:
) m
T-pm _,9=0; T—Mef(l——x)g=0

Eliminado T y despejando x:

Resp.: x = He |
1+p,
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8.

10.

Una cisterna descarga agua a 500 litros/segundo sobre un tren aljibe de masa m y volumen
V. Calcular la fuerza que ejerce la locomotora, cuando va a velocidad constante de 2 m/s,
durante la carga de agua.

-9 _d(mv) _dm, . dv
dt dt dt dt

Como circula a velocidad constante 3—\: =0, entonces:

F= d_mv
dt
Como la densidad del agua es 1 g/cm?, 500 litros equivalen a 500 kg; es decir: dd_r:] = 50;)_kg; por
S
tanto:
F=9My _5002
dt
Resp.: 1000 N

Se lanza verticalmente hacia arriba un maévil con una velocidad inicial de vo. Un viento
lateral ejerce una fuerza horizontal igual a la quinta parte del peso del mévil. ;A qué
distancia del punto de lanzamiento caera?

F =ma; %mg:ma

Por tanto la aceleracion horizontal es constante de valor a = %

El tiempo que tarda en alcanzar el punto mas alto se calcula en la expresion v = v, —gt haciendo
v=0.

t=—0

Como el tiempo de vuelo t, que tarda en llegar de nuevo al suelo es el doble del anterior, la
distancia horizontal recorrida es:

2
leatzzlg 2&
2V 25

Resp.:

[N
Q|

Sobre un plano inclinado o grados sobre la horizontal se coloca un cuerpo. Calcular la
aceleracion horizontal que hay que comunicar al plano para que el movimiento del cuerpo
sea vertical y en caida libre.

Mientras el cuerpo baja la distancia y, el plano
debe avanzar la distancia x:

y =Y gt?

X =1 at?

Agustin E. Gonzalez Morales 69



11.

12.

13.

Ademas se debe cumplir la siguiente relacion trigonométrica:
X =Yy cotg o

Con estas tres ecuaciones se deduce que:
Resp.: a=gcotg a

Un bloque de masa M descansa sobre una superficie horizontal. Sobre dicho cuerpo se
coloca otro de masa m que necesita una fuerza horizontal F para que deslice sobre M
estando éste fijo. Calcular la fuerza horizontal maxima que se puede aplicar sobre M sin
gue deslice m. Todas las superficies son perfectamente lisas.

En lafig. (a), con M fijo: F
,

F=ma -
En la fig. (b), considerando al conjunto @ (b)
como un todo Qque se mueve con
aceleracion a:

F =(m+M)a
Dividiendo miembro a miembro:
Resp.: F = F M+m

Un blogque de masa m esta encima de otro de masa M que se apoya en un suelo horizontal
liso. El coeficiente de rozamiento entre ambos bloques es p. ¢Cudl es la fuerza horizontal
minima aplicada en el bloque de abajo para que el bloque de arriba deslice sobre el
inferior?

N
Si R es la fuerza de rozamiento entre ambas 1 R
masas, del diagrama del sélido libre de la [m ] n% R
masa M deducimos:
v -
F-R=Ma
El minimo valor de F es el que permite que M se mueva con un MRU, por tanto:
F-R=0
Pero, en el diagrama del sélido libre de m:
N-mg=0
Ademas
R=uN
Por tanto:
Resp.: F = umg

Un bloque de 2 kg esta encima de otro de 5 kg que se apoya en un suelo horizontal liso. Una
fuerza horizontal aplicada en el bloque de abajo genera una aceleracién de 0.8 m/s® a la
masa de 5 kg. Si la fuerza de rozamiento entre ambos bloques es de 1.2 N, calcular la
fuerza aplicada y la aceleracion del blogue superior.
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Empleando los diagramas del ejercicio anterior:
F-R=Ma

F=Ma+R=508+12
Resp.: F=52N

R=ma

R 12
a=—=—
m 2
Resp.:a’ = 0.6 m/s’
14. Se dejan caer, a la vez, desde la misma altura, dos objetos esféricos del mismo tamario y

distinta masa. La resistencia del aire es la misma para los dos. Demostrar que el cuerpo de
mayor masa llega antes al suelo.

Mg-R=May ay=9-— R

—-R= m =0 - —
mg ma an =9 m Mg mg

Como M >m

entonces
am > am

15. Una ametralladora dispara n proyectiles por segundo a v m/s. La masa del proyectil es m.
¢Cuanto vale la fuerza media ejercida sobre el blanco?

_Ap _ n(mv)
At 1

m

Resp.: nmv

16. Un bloque de 2 kg esta a punto de deslizar por un plano rugoso de 30°. Calcular la fuerza

minima necesaria, paralela al plano, para que empiece a subir por él cuando esté inclinado
45°,

Si con el plano inclinado 30° el cuerpo esta a punto de deslizar

quiere decir que el coeficiente estatico de rozamiento es E
e = tg 30°
0 =45
Cuando el angulo sea de 45°, si comienza a deslizar mediante la
fuerza F entonces: /
R |mg

F-mgsen6-R=0
siendo
R = peN = . mg cos 0

por tanto
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F = mg (tg 30° cos 45° + sen 45°)
1 1
Resp.: 2 ——=+— |K
i (ﬁ JEJ P

17. Un hombre se encuentra sobre una balanza de resorte en un ascensor que posee una
aceleracion ascendente. La balanza marca 960 N. Pero, si coge una masa de 20 kg en sus
masas, la balanza indica 1200 N. Con g = 10 m/s® calcular la aceleracion del ascensor.

960 —mg = ma

1200 — (M +20) g = (m + 20) a T =960 T’ =1200

Resp.: a = 2 m/s? Ta

(m+ 20)g

18. Un camion que circula a 108 km/h transporta un cuerpo fragil sobre el suelo de su caja con
coeficiente estatico de rozamiento caja-cuerpo 0.3. El conductor quiere detener el camion
sin que el cuerpo se deslice. Con g = 10 en el S.1., ¢cudl es la distancia minima de parada
del camién?

En el diagrama del sdlido libre de la masa m que tiene a

desplazarse hacia la derecha cuando el camidn frena: TN SR
-R==-ma R m I (+)
v ST
N-mg=0
>— I
Ademas: eamion vy
3
R=uN

De donde deducimos que la aceleracion de la frenada es:
a=ug

El camién termina parandose, por tanto, en la expresién v =v§—2as hacemos v = 0 y

deducimos que:
108’
3.6

oo Vo _
2ug  2:0.310
Resp.: 150 m

19. Un vagén se mueve a 5 m/s>. Un objeto de 2 kg :

cuelga del techo por una cuerda sin peso, ¢qué /é

angulo forma la cuerda con la vertical? (g = 10 en

T cos 6
el S.1.) : a
5 -t
Tsen6=ma Tsen 6
TcosO-mg=0

@) @)

Agustin E. Gonzalez Morales 72



20.

21.

22.

23.

De donde deducimos que:

tgezizi

Resp.: 6 =26.56°
Un revolver dispara un proyectil de 15 gramos a 100 m/s sobre una pared homogénea, que
le ofrece una resistencia constante a la penetracion de 6 N. ;Cuénto tiempo tardara en
detenerse?
F At=m Av
6 At =15.10° (100 - 0)
Resp.: At=0.25s

Un coche de 1500 kg desciende una pendiente del 5% sin que funcione el motor. El
conjunto de las resistencias que se oponen al movimiento viene dado por la expresion 0.6-v2
en el Sl, siendo v la velocidad. Calcular la velocidad limite alcanzada.

La velocidad limite se alcanza cuando la aceleracién en la R
direccion del plano es nula:

mg sen 0

mgsen9-R=0

mg sen 6 — 0.6 V2 =0

Ve \/mgsene ~ \/1500-9.8-0.05 mgL
0.6 0.6

Resp.: 35 m/s

La fuerza de los gases que impulsan a un proyectil de 20 gramos cuando se dispara viene
dada por la expresion 800 — 2:10% (S.1.). Tarda en salir por la boca del fusil 0.01 s. Calcular
su velocidad al final del anima.

Fdt=mdv Jt'thzj.'mdv
0 0

0.01
j (800 — 210%t)dt = mv
0
Introduciendo los datos:

Resp.: 350 m/s

Una barra homogénea de longitud L se mueve sobre una superficie horizontal sin
rozamiento debido a una fuerza F que tira de ella en la direccion de la superficie. Calcular
el valor de la fuerza que una parte de la barra de longitud x ejerce sobre la otra.

Aplicando la segunda ley de Newton al tramo F L
de longitud L — x: m |
F-T=m,a =
L-x T T X

Y al tramo x:

Agustin E. Gonzalez Morales 73



24,

T=m,a

Como la densidad lineal A es constante:

m; m, m
X L

siendo m =my + m,.

Con estas tres ecuaciones deducimos que T (la fuerza que ejerce m;, sobre m; y viceversa) es:

X
Resp.: T=F=
P L

Un avidn se desplaza a 200 m/s en un M.R.U. En un determinado instante dispara un misil
de 100 kg de peso con la ley de empuje T de la figura. Si la
masa del misil se reduce desde sus 100 kg iniciales hasta
50 kg durante la fase en la que existe empuje y la
variacion temporal de la masa es igual a m=-aT,
calcular el valor de la constante a. Calcular la velocidad
del misil a los 8 segundos de vuelo y el espacio recorrido
por el misil a los 4 segundos de vuelo.

T(N)
10000

Segun la gréfica, el empuje es: 2 7 9
T =10000 para0<t<2
T = 14000 - 2000 t para2<t<7

Como dd_T = —qT; por tanto: dm = — oT dt

m, (t) 2 2
j dm = j _aTdt= j — 10000dt ma(t) = 100 — 100000t My(2) = 100 — 20000ct
100 0 0

Como parat =7 la masa debe ser 50 kg, determinamos el valor de o
50 7 1
j dm = j — (14000 — 2000t)dt Resp.: o= ——
2 900

m, (2)
La ley de variacion de la masa para el intervalo [0,2] es:

my (1) =1oo(1_éj [0,2]

El valor de my(2) es:

700
my(2) = o Kg

Calculemos la ley de variacién de la masa para el intervalo (2,7]:

m, (t) t 1
dm = j (14000 — 2000t)dt
)" 900

0
9
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ma(t) = %(t2 _14t+94) 2,7]
El valor de my(7) es:
m,(7) = 50 Kg

Y el valor de la masa en el intervalo (7, «) es:

ms (t) = 50 (7, )
Ademas sabemos que:
gm__ T
dt 900
Como
SF = d_p =m= m(t)d_v+vd_m = m([)d_v_vl
dt dt dt dt dt 900
En la direccion de la propulsion ZF = T:
T= m(t) d_V - Vl
dt 900
Separando variables:
T =20 4, (1)
m(t) 900+Vv

Integrando (1) entret=0yt=t<2:

t10000 . "’ 900

I o= I 900+ v

0 m (1) 200 v

11
vi(t) =900 — - 0,2
(0 =90[ 1) 0.2

donde calculamos v(2):

v(2) = @ m/s

Integrando la expresion (1) entret =2yt =t <7:

t v, (1)
J' 14000-2000t 900
m, (t) 2200 900+ v

7

(2.7]

vz(t)=900( 1100 1J

om,(t)

En la expresion anterior, calculamos la velocidad del misilent = 7 s, porque en t = 8 s tiene la
misma, ya que ha cesado el empuje:
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v(8) = v(7) = 1300 Resp.: v(8) = 1300 m/s

Para determinar el espacio recorrido por el misil en los primeros 4 segundos, debemos efectuar el
calculo en dos partes: entret=0yt=2,yentret=2yt=4:

Espacio recorridoentret =0yt =2:
2
So-2 = [vq(t)dt = 9900 In (9/7) — 1800 m
0

Espacio recorridoentret =2yt =4:

4
Sy 4= Ivz(t)dt = 6600J§arctag (%} —1800 m

2

El espacio total recorrido sera la suma de los dos calculados s = sy, + Sy_4:
Resp.: s =2134.606 m

Método simplificado:

Supongamos que la masa del misil permanece constante e igual a 100 Kg:

sF=m . T=100 &V Tdt = 100 dv ©)
dt dt

Integrando (2) entret=0yt=t<2:

t vy (t)

[10000dt = [100av

0 200

vi(t) = 200 + 100t [0,2]
donde calculamos v(2):
v(2) = 400 m/s

Integrando (2) entret =2yt =t <7:

t Vv, (1)
j (14000 — 2000t)dt = j 100dv
2 400

Va(t) = 10 (12 + 14t +16) (2,71
En la expresion anterior, calculamos la velocidad del misil en t =7 s, porque en t = 8 s tiene la
misma, ya que ha cesado el empuje:

v(8) = v(7) = 650 Resp.: v(8) = 650 m/s

Para determinar el espacio recorrido por el misil en los primeros 4 segundos, debemos efectuar el
célculo en dos partes: entret=0yt=2,yentret=2yt=4:

Espacio recorridoentret =0yt =2:
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2
So-2 = [Vvy(t)dt = 600 m
0

Espacio recorridoentret =2yt =4:

4
S0 [vo()dt= %m

2
El espacio total recorrido sera la suma de los dos calculados s = sy + Sy_4:
Resp.: s =1573.33m

25. Una mesa horizontal de 80 cm de altura esta fija a un vagén de ferrocarril en reposo. Se
coloca sobre ella una bola. El vagon, de 4 toneladas, se pone en marcha y la bola cae al piso
del mismo a una distancia de 60 cm de la proyeccion del borde de la mesa, sobre la que la
bola ha recorrido 1 metro antes de caer. Despreciando el rozamiento y suponiendo que el
arranque del vagén se ha realizado con aceleracién constante, determinar la fuerza de
traccion aplicada al vagon.

La aceleracion de la bola es la misma a la que
esta sometida el vagon, pero de sentido <e—F
contrario. Como la bola parte del reposo y

recorre s =1m, la velocidad que tiene en el TS —
borde de la mesa con respecto la vagon es: o—> 00—
h
V =+/28aS :
Como
h = % gt? = 20
g
Sustituyendo v y t en
d=vt+%at’
y llamando
X = ah (1)
g
obtenemos:
x2+24Jsx-d =0

ecuacién de segundo grado cuya solucién posible es:

x=+s+d-+s

De (1):

a=9< - 9(/57d -5
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Y aplicando la 22 ley de Newton al vagén:

F = Ma = 400022 (1.6 - V1)

0.8
Resp.: F=3438.7 N

26. Se deja caer una caja sobre una cinta transportadora que se mueve a 3 m/s. Si la caja esta
inicialmente en reposo y el coeficiente de rozamiento es 1/3, ¢cuanto tiempo transcurrira
hasta que deje de deslizar?

Inicialmente la caja adquiere la velocidad de la cinta, N SR
entonces actda la fuerza de rozamiento R hasta que se detiene 1 +)
la caja (respecto a la cinta transportadora):
R \"
¢ 45
2Fy=ma R=ma
R=pN=pmg
v mg
Con las expresiones anteriores deducimos que:
a=ug
Comov =y +at:
(= V-V _ 0-(-3)
a log
3
Resp.: 0.918 s

27. Sobre un plano horizontal con coeficiente de rozamiento p se encuentran dos cuerpos A 'y
B, separados L metros, que pueden deslizar. El cuerpo B, de masa la mitad que la de A,
tiene un carretel donde se va enrollando una cuerda que tira de A con aceleracién
constante a. ¢ Al cabo de cuanto tiempo los cuerpos chocan?

N A ‘ L ‘ AN SR
| I
i LI ‘T_‘W
Ry Rg
< — >
a,=a ag
mAg v v mBg
Cuerpo A Cuerpo B
Eje X: T-Ra=maa Rg—T = mg (-ag)
EjeY: Na=mag Ng=mgg
RA = HNA RB = HNB

Teniendo en cuenta que mg =% ma, con las ecuaciones anteriores obtenemos:
ap = — (2a + pg)

La aceleracion relativa con la que se acercan los dos cuerpos es:
a, =a+[ag|=a+2a+pg=3a+pg

La distancia L se recorre en un tiempo t tal que L = % a, t%. Es decir:
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28.

29.

2L
3a+pug

Resp.: t =

Un bloque de 10 kg descansa sobre un plano liso de 30° que puede girar alrededor del eje
indicado. La longitud L es 2 m. ¢{Cual es la tension de la cuerda cuando la velocidad
angular o del bloque y el plano es 10 RPM? ;Qué ® haria que el cuerpo estuviese justo en
contacto con el plano? ¢Cudl es la tension de la cuerda en estas condiciones?

Del diagrama del solido libre se desprende
que:

T —mg sen a.=m ay

La aceleracion centripeta es a=w?0Q,
pero OQ =L cos a. Y la componente a, de
dicha aceleracion es a, = a cos a; por
tanto:

T-mgsen a=m o’ L cos® a (1)
Con los datos obtenemos:
Resp.: T=65.45N
Por otro lado:
N —mg cos o =m ay

Sustituyendo a, = —a sen o. = — o’ L cos a sen o, y teniendo en cuenta que si el cuerpo no esta en
contacto con el plano entonces N = 0, obtenemos:

mz‘/ g
Lsena

En estas condiciones, la nueva tension se calcula sustituyendo o en (1):

Resp.: o = 3.13 rad/s

T=196 N

Se desea subir una caja a lo largo de una pendiente con movimiento uniforme. Para ello se
tira de una cuerda que lleva atada. ;Qué angulo debe formar la cuerda con la pendiente
para que la fuerza que hay que realizar sea minima? p =0.1.

Como el movimiento es rectilineo y uniforme, la aceleracion es
cero. Por tanto:

Fcosp-mgsena—-R=0
En el eje perpendicular:
N+Fsenf-mgcosB=0

Ademas:
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30.

Con estas ecuaciones deducimos:

k

= siendo k = mg (sen o + p €oS o)
CosP +psenf

Derivando con respecto a B e igualando a cero:

dF _ Kk(=senp+pcosp) 0

dg (cos B+ psen B)?

es decir:

tgf=pn

con p=0.1
Resp.: p =5°42’ 38.14”
Nota: Obsérvese que el resultado no depende del valor de m ni de a.

Sobre el bloque A de masa M que puede deslizar por un plano inclinado a. grados con la
horizontal, se apoya el bloque B de masa m < M que puede deslizar a su vez sobre aquél.
Ambos cuerpos estdn unidos por un hilo ideal. El coeficiente de rozamiento es k en todas
las superficies. a) Hallar el valor minimo de a en funcién de M, m y k para que el sistema
inicie el movimiento. b) Si k = 0.2 hallar la relacion M/m para que el movimiento comience
cuando o = 45°.

a)
En el momento de iniciar el movimiento la aceleracién segun la direccion del plano es nula.

Cuerpo A

Re+T+R-Mgsena=0
N-Mgcosa—Ng=0

Cuerpo B “

T-Rg—-mgsena=0

Ng —mgcos a =0 o

Ademas:

RB: kNB 0~

R =kN

Con estas seis ecuaciones obtenemos:

por tanto

Resp.: a = arcth+—3mk
M -m

b)

Parak=0.2 yo=45:
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31

32.

M+3m
M-m

=0.2

3123z
|

Resp.: M_ 2
m

Colocamos un objeto sobre un plano cuya inclinacién vamos aumentando gradualmente.
Cuando el angulo de inclinacién es de 25° comienza a moverse y observamos que recorre 80
cmen 1.4 s. Calcular los coeficientes estatico y dinamico de rozamiento.

El coeficiente estatico de rozamiento es la tangente trigonométrica del angulo de inclinacién 6
que provoca que el cuerpo comience a deslizar.

He=1g 6
Resp.: pe = 0.466

La aceleracion del cuerpo se calcula con la expresion:

s=Yat? a= 2—23 = £28
t 1.4
Y cuando esta en movimiento:
mgsen O —pumgcos6=ma

por tanto:

_gsenb-a
gcoso
Resp.: p=0.374

¢ Cudl es el coeficiente de rozamiento entre el suelo y una caja de 100 N, si la fuerza minima
necesaria para moverla es de 60 N?

La fuerza minima F serd aquella que consiga que la A

caja se ponga en movimiento. En ese instante la N
aceleracion horizontal es nula.
Fcosa—R=0 < R
N+Fsenoa-P=0 v P
R=uN
De estas tres ecuaciones deducimos que:
HP @

COS oL + 1L SEN a

Como el numerador es constante, basta hacer minimo el denominador f (o) = cos o +  sen a.
Derivando f (o)) con respecto a a ¢ igualando a cero obtenemos:

df (a)

=-seno+pcosa=0
da

es decir
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33.

p=tga

empleando en (1) las identidades trigonométricas cos o = ;, sen o __tge y
V1+tg2a J1+tg2a
despejando p:
. F _ 60
VPZ—F2 41002 - 602
Resp.: pn=10.75
El carro de masa M; = 1000 kg desliza sobre el carril C (u = 0.05). Del carro cuelgan tres

poleas de peso despreciable a través de las que laborea una cuerda ideal. Si M, = 2000 kg,
M = 100 kg, calcular: a) La fuerza que es necesario aplicar al carro para mantener la
velocidad constante de 1 m/s; b) el tiempo que tarda M, en recorrer una longitud vertical
de 20 m si parte del reposo. (g = 10 m/s?).

a) \

Como la velocidad es constante, la aceleracion de M; es nula.

En la masa My:

F-R=0
N-2T-Mg=0 4 N
R= HN I __)F
R, | |
En cada polea A: ‘l, v l,
T M, g T SR
T-2T'=0 - T *)
En la polea B:
2T’ -T,=mgag
] T T T T
pero la masa de la polea es despreciable: , TT, TT, ,
SR N
En cada masa M: Mg T, Mg
TZ
T —Mg=M ay Lli_'l'az
En la masa M,: M, g
T, -Myg =-M; a;

Y teniendo en cuenta que |a,\,I | = |a2| =a, con las ecuaciones anteriores podemos calcular la
aceleracion y la fuerza F:

angz—ZM F=pug 8MM, M,
M, +2M M, +2M

Introduciendo datos:
Resp.: F = 863.63 N

b)
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h=1%at? t= 2h

Resp.:t=2.2115s
34. En el sistema de la figura m; = 2 kg, m, = 1 kg, la constante del resorte es
k =500 N/m y su longitud natural L, = 20 cm. Determinar la longitud L
del resorte cuando el sistema se pone en movimiento.
La polea es de masa despreciable y las cuerdas son ideales:

T-mg=mya

T—mg = my(-a)

Las ecuaciones anteriores permiten calcular T:

_ 2gm;m,
m, +m,

T

2T

La tension 2T es la que deforma el resorte segin la ley de Hooke:

2T =k Ay 2T
py= 2T dgmm;
K~ (m, +m,) ]
T[lj [E

L=Ly+Ay=02+—2821 mg  myg
500(2+1)

a
Como T SR
(+)

Resp.: L =0.252266 m

35. Entre dos puntos A y B, en el centro, hay un punto movil inicialmente en reposo. Ay B
permanecen fijos. El mdvil es atraido por A y B con una fuerza proporcional a las
distancias respectivas. ka y kg son las constantes de proporcionalidad. Hallar la relacion
kg/ka suponiendo que el movil efectla su inversion del movimiento en B.

AB =L
A B
. B .
L dv
SF=ma: kyx| ==X |—Ka| =+X |=m—
o515 0]
Pero
dv_dxdv_ dv
dt dt dx dx
por tanto:
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Separando variables e integrando:

L L
IkB(E—xj—kA(E+ xjdx =Ivdv
2 2
Kg Ly X —Kkpu L X e imvescte
2 2 2 2 2

Para x = 0 la velocidad es cero, por tanto cte = 0. Y para X =% la velocidad también se anula

(debido a la inversion del movimiento), entonces:

1 3
Zke -2k, =0
2 B 27A

es decir:
. ks
Resp.: —=3
I(A
36. Una barra AB homogénea, de longitud 2L y peso P, se apoya en el suelo por su extremo Ay
también en M sobre un disco de peso P’ y radio R. El .

coeficiente de rozamiento del disco con el suelo es p;. El de la
barra con el suelo p,. El de la barra con el disco ps. Calcular: M
a) las reacciones en A, Cy M, y b) las condiciones que deben
cumplir py, wo, p3 para que exista equilibrio.
A

a)

En la figura 1 se presenta el diagrama del
solido libre de la barra. Como todas las
piezas estan en equilibrio, la aceleracion
es nula, por tanto:
Rs+ Rycosa+ Nyseno—Psena=0 (1)
N;—R;sena+N;cosa—Pcosa=0(2)
La suma de todos los momentos respecto a
cualquier punto es cero. Tomando
momentos respecto al punto A:

(Pcosa) L-—AM:-N;=0
Pero en la fig. 3

R=AMtg¥%a

por tanto:

Resp.: Nj =%005a tg%

En el disco, figura 2:
N;sena—Rs;—R;cosa—P’sena=0 (3)
N; cos o — N3+ Ry sen o — P’ cos o =0 (4)

La suma de los momentos de las fuerzas respecto al punto C debe ser cero (ver también fig. 3):
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37.

N3 -CT -R; (r+OT):0

Pero CT =R sen a y OT =R cos a; por tanto:
sen a

Resp.: R, =N
P 3 %1+ cosa

Con N3 y Rz en (1), (2), (3) y (4) calculamos el resto de las reacciones:
Resp.: Ri =R;=R3; Ny =N3—P’; N,=P - N3
b)
Las condiciones de equilibrio que se deben cumplir son:
Resp.: Ry <uN;; Ry <pyNy 3 Ry <pgNg
Los goznes A 'y B de una puerta, de 1.5 m de anchura y 40 kp de peso, distan entre si 3

metros. El peso es soportado en sus % partes por el gozne superior. Calcular las fuerzas
gue ejercen los goznes sobre la puerta.

Fay Como la puerta no se mueve, se trata de un situacion estatica en
Ad—os " la que no hay aceleraciones de ningun tipo.
F
F & 3 . .
i jL’| ________ I La suma de fuerzas en el eje vertical es:
F
- ) Fiy+Fy -P=0
P
SR
35— Como
Fly =%P
entonces
F2y =P

La suma de fuerzas en el eje horizontal es:

Fix +Fx=0 1)
Obsérvese que empleando exclusivamente las dos ecuaciones anteriores no es posible
determinar las componentes horizontales de las reacciones. Pero, como la suma de los momentos

de todas las fuerzas respecto a cualquier punto debe ser cero, tomando momentos respecto al
punto A:

1.5

Fa -3-P o= 0
de donde deducimos que
Fox = V4P
y con (1):
Fic=—Y%P

El signo (-) de F, indica que el sentido de dicha fuerza es el contrario al representado en el
diagrama del s6lido libre.
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38.

39.

Por tanto, las reacciones son:
= 1? 2? = 1? 1?
F=40 -Zi+= F,=40 ~i+=
! ( 4 3‘} 2 (4 3‘}

Resp.: F; = %\/7_3 kp; F, = 5—30 kp

cuyos modulos son:

Una escalera de peso P; y longitud 2L se apoya en A sobre el

suelo y en B sobre una pared vertical. Un hombre de peso P, B
sube por la escalera hasta una posicion H tal que AH = a. Los
coeficientes de rozamiento con el suelo y con la pared son p; y

po. Hallar: a) el valor méximo del angulo que forma la pared

con la escalera sin que resbale; b) dicho angulo si el hombre

sube hasta el extremo B.

a)

Como la escalera no se mueve, , se trata de un situacién
estatica en la que no hay aceleraciones de ningun tipo.

La suma de fuerzas en el eje vertical es:

R2+N1—P1—P2:O

La suma de fuerzas horizontales es:
N2 - R1 =0

El valor maximo de o serd el que permita que el rozamiento en B y en A sea el maximo posible;
es decir:

R1:H1 N;
Ry =2 N

Como no tenemos todavia ecuaciones suficientes, tenemos en cuenta que el momento de todas
las fuerzas con respecto al punto A debe ser cero:

P,asena+P;Lsena—-N;2Lcosa+R;2Lsena=0
Con las cinco ecuaciones anteriores podemos determinar el angulo o a través de su tangente:

_ 2Lp, (P, +P,)
(LP, +aP) (L + pyp,) — 2Ly, (P +Py)

Resp.: tga

b)
Sia=2L:

21, (P +Py)
2P, + (L= pyup)Py

Resp.: tga=

Enganchamos una particula de 1 kg a un resorte espiral (k = 1 Kp/cm) de masa
despreciable cuya longitud natural es 48 cm. Hacemos girar al conjunto como un péndulo
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cénico a 60 rpm. Calcular: a) El alargamiento del resorte; b) el &ngulo que forma la altura
del cono con la generatriz.

En el diagrama del solido libre de la particula, la
componente T sen 6 es la que provoca la aceleracién
centripeta:

Tsen® =m o’ R (1)

Ademas:

T cos 6 =mg 2

Dividiendo miembro a miembro (1) y (2), y teniendo en

R
cuenta que sen 0= :

L+AL "

g
L+AL= 3
®? cos 0 ®)

En el resorte, segun la ley de Hooke, la deformacion producida es directamente proporcional a la

fuerza Tqueactia T =Kk AL, ysegln (2) T = m_ge , por tanto:
cos

cosf = Mg
kAL
Con los datos:
Resp.: 6 = 60° aprox.
Por Gltimo, sustituyendo en (3) y despejando:
2
AL = Mo L2
K-—mo

de donde se deduce:
Resp.: 2 cm

40. Una caja prismatica de 20 cm de anchura, a la que le falta la base inferior, contiene dos
cilindros iguales de 6 cm de radio y 0.5 kg, que se apoyan entre si y contra las paredes de la
caja. La longitud de la caja es la misma que la de los cilindros. Calcular el peso minimo de
la caja para que no sea volteada por el peso de los cilindros.

| | La caja aislada
>

2a
Las dos esferas 7+) SR
aisladas a la vez
2a=20cm R=6cm P =0.5kg

Supongamos que las esferas son completamente lisas, de manera que las reacciones en los
apoyos y en su punto de contacto mutuo sean perpendiculares a las superficies. Ademas, se trata
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41,

de un problemas estatico (sin aceleraciones). Por tanto, en el diagrama del solido libre de las dos
esferas juntas, en el eje X:

N; =N, (1)
La suma de los momentos de las fuerzas con respecto a O debe ser cero:
P(2a-2R)-N,(h-R)=0 )
En el diagrama de la caja de peso Q:
Nzh - Qa-N;R=0 ©)
De (1), (2) y (3) deducimos que, para que exista equilibrio, el peso minimo de la caja debe ser:

0-2p2-R

Con los datos:
Resp.: Q =% kg

En un aro circular hay una anilla A que puede resbalar sobre él sin rozamiento y de la que
pende un peso P. La anilla esta unida a un hilo ideal que pasa por un eje normal al aro en
B, de cuyo extremo cuelga otro peso Q. El angulo AOM es 60° y el MOB es 30° cuando el
sistema esta en equilibrio. Calcular, en estas condiciones, la razén P/Q.

En el diagrama del solido libre de la anilla, la reaccion R es radial M
(dirigida segun la direccion OA) porque no hay rozamiento. . B

A L, A
En equilibrio no hay aceleracion y la suma de todas las componentes ®
de las fuerzas segun el eje X debe ser cero: ‘

—Psena+Tcos(90-y)=0 H E

Pero en el diagrama del sélido libre de la masa Q se

aprecia que: +
T=Q
Por otro lado: ;
a+B+2y=180
o B
es decir:
. 0
90—y =" (a+B) v P yQ
por tanto:
cos B
P 2 _ cosds
Q sen o sen 60
Resp.: P = 2
Q 3
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42,

43.

Un hilo, de masa despreciable, sujeto en O, tiene una anilla C que puede resbalar a lo largo
de la varilla AB que forma con la horizontal un angulo a. = 60°. Del extremo del hilo cuelga
un peso P. La distancia OA es 1 metro. Calcular AC de manera que la anilla esté en
equilibrio.

En la figura inferior esta dibujado el diagrama del A
solido libre de la anilla C. La suma de fuerzas a
segln la direccion de la barra AB debe ser cero

porque el sistema esta en equilibrio:

'O

—-Psena+Pcosy=0 (1)

En el triangulo ACO se cumple que:

a=1v+0

AC  AO
sen® seny

por tanto:

sen(o—v)
sen vy

AC=A0

pero, en (1) sen a = cos v; es decir:

vy=90-a
y
a—-y=a-(90-a)=2a-90
por tanto
AC = AO sen(20.-90) _ 1sen(120 -90)
cos a cos 60

Resp.: AC=1m

Al extremo de una cuerda flexible, homogénea, de seccion constante y densidad lineal p,
gue se encuentra totalmente apilada en el suelo, le aplicamos una fuerza variable capaz de
elevarla con velocidad constante v. Calcular dicha fuerza en funcion de la altura L del
extremo sobre el suelo.

Dibujamos el diagrama del solido libre del tramo L de cuerda TF WF
que no esta apoyada en el suelo, teniendo presente que enel ). ...
extremo A la tension de la cuerda es despreciable. Ademas, con

la densidad lineal sabemos que m = pL; por tanto: (+)T
= dp d(mv) d(pLv) _dL
z t dt a Dt 9y
A lahora de derivar hemos tenido en cuenta que la velocidad es ~ &&55 AT
constante. Por otro lado,
L _
—_—=V
dt
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YF=F-mg=F-pLg
por tanto:
F-pLg= pv2

es decir:
Resp.: F=p (Lg + V)

. Determinar la tension T del cable que se indica en la combinacion de poleas que soporta el
peso P.

o
Suponemos que tanto las poleas como 7L
las cuerdas son ideales (sin masa). T

Del diagrama del sélido libre de peso

P se desprende que:
P=4T+T+2T

Es decir:

P
Resp.: T=—
P 7

1% ﬂ%

. Se lanza verticalmente hacia arriba un objeto de masa m. La resistencia del aire es
constante, de valor R. Demostrar que, si ty, es el tiempo que esta bajando y ts el que esta
subiendo, se cumple la relacion

—

b mg+R

E mg-R

de la que se deduce que el tiempo de bajada es “mayor” que el de subida.

Subiendo Bajando
las R l i,
R M3 me
< v

sr(+)1 1 Vo l f

Subiendo: Bajando:

*F = md, *F =ma,

-R —mg=-ma, R-mg=-ma,

a,=0+— a, =0 R

® m b m

Llamando k = E >0:
m
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ag=g+Kk a,=g-k

Aplicando la ecuacion V=V, +at del MRUA:

Subiendo: Bajando:
0=vo— (g +K)ts -Vi=0- (g -K)ty
v v
to=—2- (1 t, =—2— (2
ok @ =g @

Energéticamente, para alcanzar una altura h o cayendo desde dicha altura:

Subiendo: Bajando:
%mvS—Rh =mgh mgh — Rh =%mvf2

de donde deducimos que:
2_.2 4R
Vg =Vi+4—nh
ot m
es decir:

V5 = VZ +4kh

Ademés, aplicando la ecuacion T =T, + V,t +%ét2 del MRUA subiendo:

h=v,t, —%(g LRt
por tanto:

Vo =Vi+ 4k(v0tS —%(g + k)tgj

Dividiendo por VS , sustituyendo ts de (2) y extrayendo la raiz cuadrada:

vi _ 9=k e

Vo g+k
Pero, dividiendo (2) entre (1):

b _ Vi 9+K

t, Vo g-K

y sustituyendo (3) y k= R , obtenemos:
m

Resp.: L _ |mg+R
ts mg-R

46. Un automovil de 1425 kg parte del reposo sobre una pista horizontal. Suponiendo que la
resistencia al avance es de 15 kp, calcular: a) la aceleracion necesaria para alcanzar 120
km/h en 800 m. En el instante en el que se alcanza esa velocidad se desconecta el motor de
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la transmision, b) determinar la distancia recorrida antes de pararse, y c) el tiempo que
tarda en hacerlo.

a)

Como parte del reposo, v? = 2as, por tanto:

2
, (120 1000}
%

a=y_ _\ 3600)
2s 2-800
Resp.: a = 0.694 m/s’
b)
_F_ 15kp _1598N ...
m 1450kg 1450kg

con esta aceleracion recorrera hasta detenerse una distancia:

. [120 1000
% 3600

2a  20.103
Resp.: 5393.74 m

c)

La distancia anterior se recorre en un tiempo:

1901000
(v _\ 3600/
a

0.103
Resp: 323.6 s

47. Un punto moévil de masa m es atraido por otro fijo de masa M con un fuerza proporcional
a my M e inversamente proporcional al cubo de la distancia que los separa, con una
constante de atraccion de valor k. Determinar el tiempo que invierte m en llegar hasta M
si, partiendo del reposo, L es la separacién inicial.

X (+)
Cuando m se encuentra en la
posicion indicada, el modulo de la m m M
fuerza de atracciénes: o~ .. S
o o—p> O
F- kw L
X

Aplicando a la masa m la 22 ley de Newton F = ma, teniendo en cuenta el sistema de referencia
indicado en la figura:

M _ v
X dt
deducimos que:
wv__ M
dt x3

pero
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& _dxdv_ dv
dt dt dx dx

de manera que, ordenando términos e integrando:

Para determinar la velocidad elegimos la solucion negativa pues, segln el SR, ese es el signo
apropiado.

2 2
V= d_x = _JkM vy -x7
dt Lx
Reordenando e integrando:
t 0 Lx
«/kMJ'dtz—J'—dx
0 g VL2 —x?

de donde resulta :

Resp.: t =
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TEMA IV

DINAMICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

Introduccion a los sistemas de particulas

Sistema de particulas. Sistemas discretos y continuos

Fuerzas internas y externas

Conservacion de la cantidad de movimiento en sistemas aislados
Interaccién entre sistemas

Centro de masas. Centro de gravedad

Propiedades del centro de masas
Centro de gravedad

Sistema de referencia situado en el cdm

Momento angular de una particula

Teorema del momento angular de una particula
Conservacion del momento angular de una particula
Fuerzas centrales
Teorema de las areas
Impulso angular

Momento angular de un sistema de particulas
Conservacion del momento angular de un sistema de particulas
Momento angular respecto al cdm
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1.

Un proyectil de masa m, lanzado con una velocidad v, = 41 + 3k, cuando se encuentra en el
punto mas alto de su trayectoria, hace explosion y se parte en dos pedazos, uno de ellos de
masa %m. Si el trozo mayor lleva una velocidad 8 i inmediatamente después de la

explosion, ¢cudl es la velocidad del menor?
En el punto mas alto de la trayectoria sélo tiene la componente horizontal de la velocidad.

Aplicando el principio de conservacién de la cantidad de movimiento inmediatamente antes y
después de la explosion:

m4i = gm-8f +lm\7
3 3

Resp: v =(-4,0,0)

Se dispara una granada a 600 m/s con 45° de elevacion respecto al plano horizontal. Al
llegar al punto mas alto explota en dos fragmentos de igual masa, uno cae verticalmente al
suelo con velocidad inicial nula, si el valor de g es 10 m/s®, sa qué distancia del punto de
lanzamiento cae el otro?

El cdm se desplaza siguiendo la trayectoria prevista aunque se produzca la explosion, ya que las
fuerzas internas no la perturban. Por lo tanto el alcance es:

2 2
Xegm = VEsen 20 = 608 sen 90 = 36000

Si la masa de la granada es m, la de cada trozo es %> m. Ademas, la coordenada x; del trozo que
cae verticalmente es %2 Xgm. COmMo:

1 1 1
MyX, + MyX, —m-—36000+5m-x2

= % T Ma%2 . 36000 = 2

cdm m '

m
Despejando X,:
Resp: 54000 m

Sobre las aguas tranquilas de un lago flota una tabla de 20 kg y 1 metro de longitud. En
uno de sus extremos hay un gato de 5 kg que se mueve hasta el otro extremo. ¢Cuanto
avanza el animal respecto al agua?

) Sea m la masa del gato y M la de la tabla de longitud
SR Al comienzo . L. La coordenada xg del cdm del conjunto formado
i por el gato y la tabla es:

! ] mx, + Mx,
| ; Xg =
L ' m+M

De manera que “al comienzo”, con el gato en el
extremo izquierdo:

Al final O Xgo = 50+ 200.5
; 5+20
X ’ Cuando el gato se mueve hacia la derecha, la tabla lo

hace hacia la izquierda, asi “al final™:
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_5x+20(x-0.5)

of 5+20

Teniendo en cuenta que la resultante de todas las fuerzas externas provoca la variacion de la
cantidad de movimiento del cdm:

Pero, en este caso s6lo acttan fuerzas internas, por lo tanto pg es constante. Como la velocidad

inicial del cdm es cero y la masa no varia, la velocidad del cdm debe ser cero en todo instante.
Como

v. = M _ Xef =Xgo _
C At At

Entonces
Xat = X0
Igualando estas expresiones deducimos x:
Resp.: x =80 cm

Un cuerpo de 0.2 Kg sigue una trayectoria cuyo vector de posicion es F, = (2t, 3t%, -3) y otro

de masa doble sigue la trayectoria indicada por ¥, =8i —2tj+ 4t’k. ¢(Cual es la velocidad
del cdm en el instante t =1 s?

- _dp - dn
v, =—-=(2,6t,0 V,=—==(0,-28t
L= (2,6t,0) 2=t ( )
Vo= m;V; + m,v, 0.2(2,6t,0) + 0.4(0,-2,8t)
T mem, 02+0.4
Y parat=1:
~ 2,216
Vedm = ( 3 )

cuyo moédulo es:
f88
Resp: ,|—
P 3

Una particula de 2 kg se mueve con una velocidad de 3] m/s en el plano XY alo largo de la
recta x = 5. Hallar el momento cinético respecto al origen.

?=5T+y]
v i j ok
i Lo=TXxmV=mixv=25 y 0
vi 30
5 .

Resp: 30 k

Un nifio de 50 kg esté en reposo sobre un tabla horizontal lisa. Lanza una piedra de 2 kg
con 60° de elevacion a 100 m/s. Calcular la velocidad con la que retrocede el nifio.

Agustin E. Gonzalez Morales 96



La cantidad de movimiento del sistema debe conservarse. Como antes del lanzamiento es cero:
0 =50V +2-100(cos 60 i +sen 60 j)
De donde deducimos que:
V=-2(i +43))
Por tanto, la velocidad del desplazamiento horizontal del nifio es:
Resp: 2 m/s
Un vagdn de masa M se desliza sin rozamiento por una via horizontal. Cuando la velocidad
del tren es V, un hombre de masa m se pone a correr hacia la parte trasera del vagon hasta
que adquiere una velocidad v con respecto al vagon. En ese preciso momento se tira del

tren. ¢ A qué velocidad circula el tren cuando el hombre lo abandona?

Inicialmente la velocidad del hombre con respecto al vagén es cero; por tanto, la cantidad de
movimiento del sistema formado por el vagon y el hombre es:

(M+m)V
Cuando el hombre alcanza la parte trasera a velocidad v respecto la vagdn, si la velocidad del
vagon en ese instante es V’, la velocidad absoluta del hombre es V’ - v; y la cantidad de
movimiento del sistema es:

MV’ + m(V’ -v)

Como no existen fuerzas externas, igualamos ambas expresiones y deducimos:

Resp: V' = V+v

M+m

Una persona de 75 kg se encuentra en reposo sobre un bote de 225 kg que flota en un lago
en calma. Inicialmente la persona esta a 20 m de la orilla, mientras que el cdm del bote esta
a 15 m. (A qué distancia de la orilla estara la persona cuando se haya desplazado 10 m
sobre el bote en busca de la orilla?

Como no existen fuerzas externas al sistema formado por el
bote y la persona, la posicion del cdm permanece invariable: >

_ 7520+22515 _ 75X + 225(X +5)

X
cdm 75+ 225 75+ 225

de donde deducimos:

Resp.:12.5m

Un hombre de masa m salta desde una lancha de masa M a la orilla de un lago,
impulséandose a una velocidad v. La lancha retrocede, pero debe vencer una resistencia del
agua R = kV?, donde k es constante y V es la velocidad variable de la lancha. Calcular: a)
la velocidad inicial de la lancha; b) el impulso del hombre; c) la velocidad de la lancha en
funcién del tiempo.

a)

<V La cantidad de movimiento inicial es cero. Como se conserva
en el instante anterior y posterior al salto:

-mv+MVy=0
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Resp.: V, =%v

b)
I=FAt=mAv=m(v-0)
Resp.: I =mv
c)
>F = ma: _kVZZM(L_\t/
+
t \% ( )
k dv
—dt=-[ — R=kV?
({M \;0 V2 <€ >V
Resp.: i=i+£t
V V, M

10. Dos canoas de masa M navegan paralelamente a velocidades iguales v, la una al encuentro
de la otra. Cuando se hayan a la misma altura, de una canoa se lanza una carga de masa m
hacia la otra, después de la segunda canoa se lanza a la primera una carga de la misma
masa. A continuacién se lanzan simultaneamente las mismas cargas. ¢En qué caso la
velocidad de las canoas serd mayor?

A B Primer caso:
\"
La canoa A recibe la masa m con velocidad (- v). La cantidad de
movimiento del sistema formado por esa masa m y la canoa A, antes
de que m caiga en A, es: (M + m)v — mv. Cuando m cae en A, la
cantidad de movimiento del conjunto es Ay mes: (M + 2m)v’. Como
no han actuado fuerzas externas:

M+m T *) M+m

(M+m)v—mv=(M+2m)v’

de donde dedicimos:

Desde la canoa B, que tenia una cantidad de movimiento — (M + m)v, se ha lanzado m a
velocidad — mv. La canoa B se queda sin m a velocidad v”:

- (M+m)v=-Mv'-mv
V' =v (2)
Ahora, B recibe una masa m desde A, pero con velocidad v’, y lacanzara la velocidad vg:
mv’ — Mv”=—(m+ M) vg

Sustituyendo (1) y (2):

Por Gltimo, A lanzé m a la velocidad v’:

(M+m)V’ =Mva+mv’
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11.

12.

de donde deducimos que:
VA= — Vg
Segundo caso:
Lanzamiento desde A:
(M +m)v=Mv; +mv
Lanzamiento desde B:
-(M+m)v==Mv,—mv

Con estas dos expresiones obtenemos:

Llegada de m de B hasta A:

Mv; —mv=(M+m)v,

Vi = M-m,
M +m
Y analogamente deducimos que:
Vg ==V
Comparando observamos que:
Viy <Va

Por tanro, la velocidad de las canoas serd mayor
Resp.: Cuando el lanzamiento no es simultaneo

Un recipiente se 20 toneladas se estd moviendo a 11 m/s. Esta lloviendo y las gotas caen
verticalmente en su interior. Una vez que ha recogido 2 toneladas de agua, ¢cual es la
velocidad del recipiente?

Debe conservarse la cantidad de movimiento horizontal del sistema formado por el recipiente y
las gotas:

20-111=(20+2) v
Resp.: v=10m/s

Un hombre de 80 kg esta montado en un carrillo de 40 kg que se mueve sobre el suelo
horizontal a 2 m/s. Salta fuera del carrillo de modo que su velocidad con respecto al suelo
es de 1 m/s en sentido opuesto al movimiento del carrillo. Calcular: a) la velocidad del cdm
del sistema antes y después de que salte; b) la velocidad del carrillo después de saltar; c) la
velocidad del cdm después de que el hombre llegue al suelo y quede en reposo; d) la fuerza
responsable de la variacion de la velocidad del cdm, si tarda una décima de segundo en
saltar.

a)

La velocidad del cdm justo antes y después del salto es la misma:
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13.

14.

_mv+MV  402+802
m+ M 40+80

cdm

Resp.: Vegm =2 m/s

b)
Vo 40v -801
“m =40 + 80
de donde deducimos:
Resp.: v=8m/s
c)
v = 408+800
«m = 40+ 80

Resp.: Vi, =% m/s

d) La fuerza externa responsable de la variacion de la velocidad del cdm es el rozamiento R. Si
tarda 0.1 s en saltar:

8
(40 + 80)( - 2}
R = Apcdm — (m + M)(Védm _Vcdm) — 3
At At 0.1

Resp.:800 N

Un globo de 120 kg, estacionario, lleva colgando una escala con un joven en ella de 80 kg.
El joven empieza a subir por la escala a 5 m/s respecto al globo. ¢Con qué velocidad baja el
globo respecto al suelo?

La cantidad de movimiento inicial es cero y debe conservarse. Si la velocidad de bajada del
globo es v y la consideramos negativa, la velocidad absoluta de subida del joven es 5 - v:

0=-120v+80(5-V)
Resp.: 2 m/s

Un vagén de 1400 kg, vacio, con una capacidad de 3.5 m®, se mueve horizontalmente a 12
km/h, sin rozamiento. Su paltaforma interior tiene una superficie de 2 m? y lleva
descubierta la cara superior. Empieza a llover a razén de un mililitro por centimetro
cuadrado, cada segundo. Calcular la ecuacion de la velocidad en funcion del tiempo desde
gue comenzo a llover y la velocidad del vagon cuando se haya llenado de agua.

Sea m = 1400 kg, v = 12 km/h, Q = 1 ml/cm?s el caudal por unidad de superficie, S = 2 m?, la
densisdad del agua p = 1g/em®, la masa de agua m, y V su volumen. Si el tiempo que esta
[loviendo es t, entonces:

m, = pV=pQSt

La cantidad de movimiento horizontal del sistema vagon — lluvia permanece constante. Antes de
[lover es mv, y mientras llueve es (m+m)v’:

mv=(m+myVv’
Sustituyendo m, y despejando v’:

. m
V=———v
m + pQSt
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15.

Introduciendo los datos en el Sistema Internacional:

. 16800

Resp.: v'= ————
1400 + 20t

Cuando el vagon se ha llenado, la masa de agua es:
pQSt = p-3.5 m* = 1000-3.5 kg = 3500 kg

__ 16800
1400 + 3500

Resp.: 3.43 km/h

Un chorro de bolitas de 0.5 gramos sale de un tubo horizontal a razén de 100 bolitas por
segundo, y choca contra uno de los platillos de una balanza. Las bolitas caen desde una
altura de 0.5 m respecto al platillo y rebotan hasta la misma altura. Calcular el valor de la
masa que debe colocarse en el otro platillo de la balanza para que el fiel permanezca en el
cero.

AN
Sea a :Amt la masa de las bolitas que caen en la unidad ’
o
de tiempo. Como caen 100 bolitas de 0.5 gramos en un °
segundo: ol =
ol Fb
o)
0E10-3 0
a=m=—1000.510 =0.05 kg/s e e
At 1 v Mg

La fuerza F, ejercida por la bolitas es igual a la variacion en el tiempo de su cantidad de
movimiento:

FooAp_Amv _

b aAV
At At

Como la velocidad de caida es (—-v) y la de rebote es v, el mddulo de la la varaicon de la
velocidad es:

AV=V-(-v)=2v

y el médulo de F, es:

Fyp =2av
siendo v la velocidad de caida desde una altura de 0.5 m; es decir:

v = 4/2gh =3.1305m/s
Para que la balanza permanezca en el cero tiene que ocurrir que:
Fo =Mg
2av =Mg

_2av _ 2:0.053.1305
g 9.8

M

Resp.: 319.4 gramos
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16. Dos cufas lisas de masas my My anchuras a y b descansan sobre una base sin rozamiento,
como se muestra en la figura. Determinar el retroceso de la cufia inferior hasta el instante
en que la cara vertical de la superior llega al punto A.

Las distancias sefialadas en las figuras tienen en
cuenta las propiedades del baricentro de un Y’
triangulo.

Como horizontalmente no actGan fuerzas :
exteriores, se conserva la cantidad de movimiento b A

del sistema formado por ambas cufias: %
2
—a
3

M+ M) Xam=%am+%bM

Y cuando m llega a A:

(M + M) Xegm = (b =X = Y4 a)ym + (% b—x) M

Igualando y despejando x: \%\ 1
3

- ' a
Resp.ix=—" _(b-a) L—s
m+M X

17. Calcular el cdm de un sistema formado por tres particulas de 1 kg, 2 kg y 3 kg, situadas
respectivamente en los puntos (0, 3, 1), (3,0, 2)y (4, 2, 1).

_10+23+34
cdm 1+2+3

_13+20+32
d 1+2+3

_11+225+31
cdm 1+2+3

Resp: % (6, 3, 3)

18. Calcular el cdm de un sistema de dos particulas de 1 kg y 2 kg situadas respectivamente en
(1,0,-1)y (0, 1, 1). Si sobre cada particula acttan las fuerzas (0, 1, t) y (1, t, 2t); calcular la
posicién del cdm al cabo de 2 segundos.

. 1(1,0,-1) +2(0,1,1)
leamo = 142

- 1
Resp.: Tymo = 5(1,2,1)

Aoy = 2P _(01LH)+(@t2t) =£(1,1+t,3t)
m; +m, 1+2 3

- - 1 t? 3 -
Vcdm = Iacdmdt =§(t,t+7,5t2J+ kl

Como en el instante inicial la velocidad es cero, entonces k; = 0.

. _ 1t 2 3 3) -
Todm =Ivcdmdt=§(?1?+€1? +k;
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siendo k, = T.y,0. Y Sustituyendo t = 2:

- 16 5
Resp.: T4, (2)=|1,—,=
p cdm() ( 9 3j

19. Una varilla delgada de longitud L tiene una densidad variable que aumenta de forma
proporcional a la distancia a partir de un extremo, de acuerdo con la relacion p = p, (1 +
x/L). Calcular la posicién del cdm.

. . . 0 ax L
[xdm  [xpdx  [xpy(l+x/L)dx | [ | |
X -0 _0 _0 >
cdm L L L X
fdm  fpdx  [py(1+x/L)dx
0 0 0

Resp.: Xgm = g L

20. Hallar el cdm de una esfera homogénea de 4 cm de radio con un hueco esférico de 1 cm de
radio cuyo centro dista del otro 2 cm.

En la figura se aprecia que por simetria la coordenada vertical del
cdm es cero. Para calcular la coordenada horizontal basta suponer
que el hueco se comporta como una masa negativa. Si el radio de la
esferaes R=4yel del huecoesr=1:

4 R%0- Y a2
Ve & 3
cdm — 4 3 )
—m(R7 —r
375( )

Resp.: _2 cm
63

21. Calculense las coordenadas (X, y) del cdm de un disco homogéneo de radio r, centrado en
(0, 0), que tiene un orificio de radio % r tangente al diametro OY.

Y Y Y

Como se aprecia en la figura, podemos suponer que el cdm del disco con el orificio es el mismo
que el que tiene el disco completo si restamos la parte del orificio.

La densidad superficial del disco completo de masa M, sin orificio, es la misma que la que tiene
el orificio con masa m negativa:
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Dada la simetria de la figura, la coordenada vertical del cdm es y = 0. Calculemos la coordenada
horizontal:

r
Resp: | —=,0
y (6 j

22. En una maquina de Atwood (formada por una polea y una cuerda ideal) cuelgan dos masas
de 50 y 100 kg a la misma altura. Al cabo de un segundo, ¢cuanto habra descendido el cdm
del sistema con g = 10 m/s*?

Q mg-T =m (-a)
Mg-T=M
T T g a

aT la (+) De donde deducimos que:

mg a=
Mg m+M

Derivando dos veces la expresion del vector de posicion de cdm deducimos que la aceleracion
del cdm es:

a _ ma,, +May, _m(—a)+Ma=M—ma

cdm

m+M m+M M+m
y sustituyendo a:
o, - [MT g
M+m
Como
S =¥ agmt

Parat =1 resulta:

5
Resp: — m
P 9
23. En el dispositivo de la figura, la polea y las cuerdas no .
tienen masa y las masas 2M y M estan inicialmente en T
reposo. Determinar la aceleracién de las masas; la
tension de la cuerda y la aceleracién del cdm del
sistema.
T-Mg=Ma T-2Mg=-2Ma T T
: ) a | ()
De donde deducimos que: a
M Mg
2M 2Mg
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Resp.: T =%Mg;a=—g

Vamos a emplear dos métodos para calcular acgm:
Primer método:

_May +2Mayy ~ Ma+2M(-a) 1

T T UMM Me2M 3°
y sustituyendo a:
Resp.: aypy, =—%g
Segundo método:
2T Aislamos el conjunto como se aprecia en la figura y aplicamos la 22 ley de

Newton al sistema como un todo:

2 Foxt 2T — Mg - 2Mg
Acgm = =
](+) M +2M M +2M

Y sustituyendo T:
Mg
2Mg Resp.: a

cdm = 59

24. El vector de posicion de una particula respecto a un sistema de referencia inercial es (3t, 2t,
t). El vector de posicion del cdm del sistema de particulas al que pertenece es (t, 4t, 4t).
Calcular el modulo de la velocidad de la particula respecto al cdm del sistema.

T Arcdm ?A = (3t,2t, t), chm = (t14t14t)

cdm FA/cdm = FA - chm
y derivando
\7A/cdm = \7A - vcdm =144)-(B21)=(-2273)

cuyo moédulo es:

Resp: V17

25. De un cuadernal de 11 kg cuelgan dos masas de 6 y 8 kg unidas por un
cabo de masa despreciable que laborea por él. El cuadernal se iza
mediante una fuerza de 320 N. Calcular la aceleracion del cdm del
sistema.

)y Fext = rntotalglcdm
F—(P+P;+P;)=(m+m;+m,) acgm

320 — (11 + 6 +8)9.8 = (11 + 6 + 8) gy

Resp.: 3 m/s*

26. Dos personas de 76 y 60 kg estan colocadas en los extremos de una barra de 400 kg y 4 m
de longitud. Calcular la distancia del cdm del sistema al cdm de la barra.
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Considerando el origen sobre la masa de X

76 kg, la coordenada del cdm es: 7=6 Of Z 6=0
76:0 + 4002 + 604 2 400
cdm = = 194 m
76 + 400+ 60 4
Por tanto:
x=2-194
Resp.: 6 cm

27. Calcular las coordenadas del cdm de la superficie limitada por la curva y? = 4x, el eje OX y
lasrectasx =1y x=3.

3 3 3
[xdA  [xydx 2f x+/xdx
X . =1 _1 1

3 B
[ ydx ZJ&dx
1 1

3y 3
dA  [Zydx  2[xdx
127

3 B
[ ydx ZJ&dx
1 1

Resp.: (2.086597, 1.42988)

28. Se tiene una masa distribuida sobre un semicirculo de radio r. ;A qué altura sobre el
diametro se encuentra el cdm?

El area infinitesimal dS de la superficie ABO es:
A
rdo ds = < (rdoyr = L r2do
B 2 2
do
'L y La coordenada y del cdm esta situada a % del vértice O,
0 de manera que:

2
=—rseno
y 3

Calculemos el cdm:

0=n 9 1 2
dS —rsen®=r-do
[y 13 5

6=0 0
Yedm = =
1Ttr2 1Ttr2
2 2
4r
Resp.: —
P 3n

29. Hallar el cdm de un arco de circunferencia de radio R y amplitud 2a.

Si la densidad lineal es A, entonces la masa total
M del arco de circunferencia 2a es:

M=pL=p2aR

La masa del elemento diferencial do es:
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30.

31

dm = pdL = pRde

como y = R cos ¢ entonces:

o= a
[ydm  [Rcos ¢ pRde

_ 9=—a _ -
Y cdm M pZU,R

} R
Resp.: Ygm =—Sena
a

Un satélite de la Tierra de masa m describe una orbita eliptica. Las distancias maxima y
minima a la superficie de la Tierra son 2600 y 350 km respectivamente. Si la velocidad
méxima del satélite es 26000 km/h, hallar su velocidad en los puntos de minimo
acercamiento, sabiendo que el radio de la Tierra es de 6400 km.

T v El momento angular del satélite respecto a T es
T constante en toda la tyrayectoria; por tanto:

La=Lg; Ty XMV, =T Xxmig
de donde se deduce que raVa = IgVg:

26000 (6400 + 350) = vg (6400 + 2600)
Resp.:vg = 19500 km/h

Un objeto pequefio esta unido a una cuerda que pasa por el interior de un tubo, como
indica la figura. El objeto describe un
movimiento circular de 0.5 m de radio en @

el plano horizontal, con velocidad angular
de 20 rpm. Al tirar de la cuerda hacia

abajo se reduce el radio de la trayectoria. tubo w
cuerda

Calcular la velocidad angular cuando el
radio mide 0.25 m.

La fuerza con la que se tira de la cuerda es central; por tanto, se conserva el momento angular del
objeto respecto al centro del orificio. Como el vector de posicidn es perpendicular a la velocidad
del objeto, el mddulo del momento angular es:

L=mrv
siendo
V= or
por tanto
L =mr’o
Es decir:

m-0.52-20 = m-0.25% o

Resp.: ® = 80 rpm

Agustin E. Gonzalez Morales 107



TEMAYV

TRABAJO Y ENERGIA

Trabajo
Potencia. Rendimiento
Energia
Energia cinética. Teorema de la energia cinética
Fuerzas conservativas
Energia potencial
Energia potencial gravitatoria
Energia potencial eléstica
Energia mecénica
Sin rozamiento
Con rozamiento
Determinacion de la fuerzas conservativa mediante la energia potencial
Campos escalares
Gradiente
Campos vectoriales
Circulacion
Flujo
Divergencia
Rotacional
Choques entre cuerpos
Choque oblicuo
Choque elastico
Choque inelastico
Choque no perfectamente eléstico
Choque central
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Se disefia una columna cilindrica con discos iguales de 1 m de altura y 50 kg cada uno,
gue han de colocarse uno encima del otro. Hallar el trabajo necesario para construir
una columna que tenga 10 m. (g = 10 m/s?).

El trabajo realizado “por nosotros” es igual y de signo contrario al que realiza el campo
gravitatorio: W = =W, = AEp. Suponemos que el primer blogue esta ya colocado. EI cdm del
siguiente habra que elevarlo 1.5 metros, el siguiente 2.5, y asi sucesivamente:

W=mg(l5+25+...+9.5)=501049.5
Resp.: 24750 J

Un movil de 1 kg se desplaza segun la trayectoria x = 3t%, y = -2t, z = 3tenel S.I.
Hallar la potencia desarrolladaent=1s.

P=FV=mav
v=(6t,-2,3) v(1)=(6,-2,3)
a =(6,0,0)
Por tanto:
P(1) =1 (6, -2, 3):(6, 0, 0)
Resp.: 36 W
Una bala de 10 g incide horizontalmente a 400 m/s sobre un bloque en reposo de 390 g,
incrustandose en él. Calcular la pérdida de energia mecanica, si se desprecian los
rozamientos.
mv = (m+M)v’

0.01-400 = (0.01+0.390)v" v’ =10m/s

AE = Yo mv? — % (m+M)v’? = % -0.01.400? — % (0.01+0.390)-10°
Resp.: 780 J

Un proyectil de 15 g sale a 100 m/s por la boca del cafién de un fusil, cuya anima mide
75 ¢cm de largo. ¢Qué fuerza impulsa al proyectil, supuesta constante?

Wr=AEc. Fd=%mV?
F.0.75 = % -0.015-100°
Resp.: 100 N

Un motor de 12.5 KW eleva un montacargas de 500 kg a 50 m de altura en 25
segundos. Calculese el rendimiento del motor (g = 10 m/s?).

W =-W, = AEp = mgh
La potencia (til es P, = W/t = mgh/t

La potencia suministrada es P

5001050
nefu__ 25 _gg
P, 12500

Resp.: 80%
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Un resorte de masa despreciable y longitud AB cuelga del techo por A. En el extremo B
una masa m oscila desde B (posicion inicial del resorte sin la (SIS LSS LLLLLL
masa m colgada) hasta C. El segmento BC mide h. Calcular la CA
energia elastica cuando pasa por C.

Al actuar sélo fuerzas conservativas la energia mecanica permanece
constante. Aqui es la suma de la energia potencial elastica Ee y la ~..B
energia potencial gravitatoria Ep: :

Eeg + Epg = Eec + Epc oC
Tomando como altura “cero” el punto C:
Eeg + mgh=Eec+0
AE = Eec— Eeg = mgh
Resp.: mgh

Un vagon de 10000 kg parte del reposo y viaja 300 m cuesta bajo por una pendiente del
1%. Con la velocidad adquirida sube 60 m por una pendiente del 2% hasta detenerse.
Calcular la fuerza de rozamiento, supuesta constante, que existe durante todo el
recorrido (g = 10 m/s?).
A
B Ha =0.015,=0.01-300=3
Sy
Sz

A Hg = 0.02-s,=0.02.60 = 1.2

Epa + ECa— Wgr = Epg +EC
pero Eca= Ecg = 0; de donde
Wer = Epa—Eps
con Wgr = mg(Ha — Hg); ademas Wrg = Fg (51 + S2)

Por tanto:
_mg(Ha —Hg) 10*10(3-1.2)

F
R 5, +5, 300 + 60

Resp.: 500 N
Un ciclista pesa con su bicicleta 700 N y sube
una pendiente del 5% a 36 km/h. Despreciando
rozamientos, ¢qué potencia desarrolla?

El ciclista debe vencer la fuerza mg sen o

P=FvV = mg sen o, v = 700:0.05-10

Resp.: 350 W
Un bloque de masa M comprime un resorte una longitud x. Se deja en libertad de
manera que el bloque se desplaza por una superficie horizontal sin rozamiento a
velocidad v. ElI mismo muelle proyecta un segundo blogue de masa 4M con una
velocidad 3v. ¢ Qué distancia se comprimio en este segundo caso?
La variacion de energia elastica se invierte en variar la energia cinética:

BLkx=%MV
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Yo k x’% = % 4M (3v)?

Dividiendo miembro a miembro:
Resp: X* = 6x

10. Un futbolista da una patada a un balén de 0.5 kg con una fuerza de 500 N. El balon
sale con un &ngulo de 45° y cae a una distancia de 40 m. Calcular el tiempo que duro el
contacto del pie con el balén. (g = 10 m/s?).

Con la expresion del alcance maximo Xmax determinamos v:

= 1{_gxmax = 1/—10'40 =20m/s
sen 2a 1

F-At=m-Av

500-At=0.5-20
Resp.: 0.02 s

11. Un cuerpo se mueve segin la trayectoria x = 2t, y = t? — t, z = 5. Sobre él actda una

fuerza f, = 5, f, = 3t f, = t* — t (todas las unidades en el S.1.). Calcular el trabajo
efectuado por la fuerza desdet =2 shastat=3s.

F=(53t -1

dr = (dx, dy, dz) = (2, 2t-1, 0) dt

7(3) 3 81
= ”. I =] 2 — . - = —
W_JFdr j(s,st,t 02,21, 0)dt =2
(2) 2
Resp.: 40.5J

12. Una bola A de 2 kg avanza a una velocidad 3 i + 4] m/s hacia otra B de 3 kg que esta

en reposo. Tras el choque, la B sale a 27 + 3] m/s. Calcular la velocidad de A.
Ma \7A + Mg \78 =Ma \7A1 + Mg \781

231 +4j)+30=2y,, +3(2i +3])
Resp.:—0.5]

13. Un fusil dispara balas de 2 gramos a 400 m/s. La fuerza variable de los gases de la
combustion de la carga de proyeccion ejercen sobre el culote del proyectil, viene dada
por la expresion 320 — 300 x, donde x se expresa en metros y mide la distancia desde el
cierre hasta el proyectil. Calcular la longitud del cafion.

L
J. Fdx = = my?
2
0
320 L + 150 L2 = % 0.002-400
La resolucion de la anterior ecuacion de 2° grado proporciona dos soluciones para L: 1.3y

0.8 metros. Seleccionamos la de menor longitud de tubo.
Resp.: 0.8 m
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14.

15.

16.

17.

Una bola de 10 g esta suspendida de un hilo de 1 m sin masa. Se desplaza de modo que
el hilo forma 60° con la vertical. Al soltarla, ¢con qué velocidad pasa por la posicion de
equilibrio? (g =10 S.1.).

EpA: Ecg

Epa=mgh=mg (L - L cos o)

Ecg =% mV?

Por tanto v=4/2g L (1—cos a)

Resp.: V10 m/s

Un péndulo balistico consta de una masa de 1.5 kg suspendida de una cuerda de 1 m.
Un proyectil de 10 gramos posee una velocidad de 400 m/s y pasa a través de la masa
de 1.5 kg. Después del choque el péndulo oscila formando un angulo maximo de 24°.
Calcular la velocidad del proyectil y la energia perdida durante el choque.

Empleamos la misma figura del ejercicio anterior. Sea M = 1.5 kg la masa del péndulo. Su
velocidad v, en B es:

Vp =420 L (1-cosa) =1.3017
La masa del proyectil es m. Antes del choque tiene una velocidad v, y v’ tras el choque:
mv = My, + mv’

0.01:400 =1.5-1.3017 + 0.01v’
Resp.: v’ = 204.74 m/s

AE =% m(V=v’?) —% Mv,?
Resp.: 589.12 ]

En el campo dado por f(x,y,z) = xy® + 2xyz — 7%, calcular el médulo del gradiente en el
punto (1, 1, 0).

gro oy, o
ox oy oz
of of of
o y? + 2yz](1'1'0) =1; N 2xy + 2xz] 1) = 2 o 2xy =22}y 6 =2

El médulo del gradiente en (1, 1, 0) es: Vf =+/1% + 22 + 22
Resp.: 3

Una masa de 20 kg se mueve a 0.5 m/s y choca con otra de 35 kg que esta en reposo.
Tras el choque, la segunda se mueve a 0.3 m/s en el mismo sentido que llevaba la
primera. Calcular el coeficiente de restitucion.

Se trata de un choque central

MyV; +MyVy = MV +MyVy, 20-0.5+0=20vy4 + 3503 Vig = —0.025
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18.

19.

20.

ke Ve =Vog _ -0.025-0.3
Vi —V, 0.5-0

Resp.: 0.65

Calcular el trabajo desarrollado por la fuerza F= 2x7—y]+3zR cuando su punto de
aplicacion se traslada desde A (0, 0, 0) hasta B (2, -1, 3).

A ~ - R _ - R (2,-1,3)
W= jF-df - J'(zxi —yj +32K)-(di +dyj + dzk) = j 2xdx — ydy + 3zdz
K4 (0,0,0)
s
Resp.: 17

Sefialar cual de los siguientes campos de fuerzas es conservativo: a) \7a = (xy’z, x -y, y*
- %%2); b) V, = (3¢, —sen 'y, X)); ) V. = (3xy, —2y%, 0); d) V4= (2xy, X, 0). Calcular el
rotacional y la divergencia de cada campo.

Aplicando la definicién de rotacional:

Rot V, = (2y, xy? + 2xz, 1-2XyX)
Rot V, = (0, —=2x, 0)

Rot V, = (0, 0, -3x)

Rot V,=(0, 0, 0)

Por tanto, el campo \7d es irrotacional y, en consecuencia, conservativo.
Aplicando ahora la definicion de divergencia:

div V,=x* +y?z -1
div V, = 6e%—cosy
div V, = -y

div V, =2y

Dos bolas de billar de masas 1y 2 kg, que se desplazan hacia la derecha por la misma
linea recta a 20 y 10 m/s respectivamente, chocan de manera que la bola de 1 kg golpea
a la de 2 kg. Suponiendo que el choque es elastico, calcular las velocidades tras el
choque.

m; —m, 2m, m, —m; 2m;
Vig = v, + v, Vyg = V, + A
+ + + +
m; +m, m, +m, my +m, m; +m,
22 2-1 21
vy =220+ 2219 Vyg = ——=10+----20
1+2 1+2 1+2 1+2

Resp.: Vyq =? m/s; V4 =5—30m/s
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21.

22.

Una bola de billar (1), que avanza por el eje X a 5 m/s, choca con otra de igual masa (2)
que estd en reposo en el origen de coordenadas. Tras la colision las bolas salen
desviadas 36° 52’ 11.63” y -53° 7° 48.37” respectivamente. Calcular la velocidad de
cada bola. Demostrar que se trata de un choque elastico.

MyVy + MoV, =MVyg +MyVoy

Y Vid o
m=m,=m
X
C B

Vyg = Vg (cos i +sena j)

o<l

Vg = Vyq(Cos B i+sen B])
Y] \
2d

Introduciendo estos datos en la ecuacion vectorial:
5mi = mv,,(Cos o i +Sena j)+mv,,(cosB i +senp j)
Simplificando y separando componentes:
S =C0S 0 Vyy +COSPBVy
0=sena v,y +sen P vy

es decir:
0=0.6v;43—0.8Vy
Resolviendo el sistema:

Resp.: viy =4m/s; vy, =3m/s

La energia cinética antes del choque es:

Ec, =1mv12 LBy
2 2 2
La energia cinética después del choque es:
Ecy = 1mvlzd +£mv§d e iz o2
2 2 2 2 2
Es decir:
ECa = ECd

Un bloque de 20000 kg, que se mueve sobre una superficie horizontal sin rozamiento,
impacta a 36 km/h contra otro en reposo de 10 gramos. Suponiendo el choque elastico,
calcular la velocidad del segundo.

De las ecuaciones del chogue calculadas en el problema 20 deducimos que:

V.= (my—m,)v,+2m; vy 0+2:20000:-10
- =

m; +m, 20000+ 0.01

=20 m/s

Resp.: 20 m/s
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23.

24,

Dos bolas B; y B, de masas m; y m, estan suspendidas de dos hilos inextensibles de
longitud L. Las bolas se tocan cuando los hilos estan verticales. Separamos B; de su
posicion de equilibrio un angulo e, manteniendo el hilo extendido y en el mismo plano
vertical que el otro hilo. Al soltar B; choca con B, que estaba inmdvil. Calcular: a) la
velocidad de B; cuando choca con B;; b) las velocidades de ambas bolas después del
choque supuesto perfectamente elastico; c) las alturas a las que ascienden después del
choque.

a)

Como calculamos en el problema 14:

Resp.: V; =+/29 L (1 cos o)

b)
De las ecuaciones del choque elastico:

, (Mmp=-my)v;+2m, v, ., (m—-my)v,+2m; v,

V1= V2=
m; +m, m; + m,
con v, = 0 obtenemos:
., m;—-m
Resp.:Vy=——2v,
m; +m,
. 2m;
Vo=—""V;
m; +m,

c)

En v = ,/2gh basta aplicar los valores V', y V', calculados en b) para calcular h; y h,
respectivamente.

Una pelota muy eléstica de 30 gramos puede rebotar hasta el 90% de su altura
original. a) Calcular la energia que se pierde en el primer rebote cuando cae desde 3
metros; b) Si cae desde una altura h inicial y realiza n botes, calcular la altura del bote
enésimo; ¢) ¢ Cuantos botes se necesitan para que la altura sea el 1% de la original?

a)
Energia perdida = 10% mgh = 0.1:30-102.9.8-3

Resp.: 0.0882J
b)

hy=0.9h; h, = (0.9)%; ...; h,=0.9"h
Resp.: 0.9"h
c)

hn=1%h=0.01h
0.0lh=0.9"h

tomando logaritmos y despejando obtenemos n = 43.7. Por tanto:
Resp.: 44 botes
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25. El cable del que cuelga un ascensor de 800 kg mide 120 m y su peso varia
uniformemnte desde 15 kg/m metro en el extremo superior a 10 kg/m en el inferior.
Calcular el trabajo que se realiza para subir el ascensor, suponiendo que todo el cable
se arrolla sobre un torno.

Masa por unidad de longitud del cable: ax + b. 5 4

Parax=0: b=15 x
1 I O

Parax=L=120: a=-— \/
24 dx.....

Por tanto, la masa de un cable de longitud x sera: m = x(lS—%j

120 120
W = j (800 + m)g-dx = J' {800 + x(lS —%H-Q.S-dx = 1764000 J
0 0

Resp.: 1764000 J

26. Sobre un plano inclinado 30° con la horizontal se lanza hacia arriba un cuerpo de 100
gramos, por la linea de méxima pendiente, a 10 m/s. El coeficiente de rozamiento es
0.2. Calcular: a) el espacio que recorre el cuerpo hasta detenerse; b) el incremento
maximo de energia potencial; c) el calor desprendido por efecto del rozamiento; d) Si
al alcanzar la maxima altura, el cuerpo desciende, ¢cudl es su velocidad al pasar por la
posicion incial?

a)
h L
Y mv® = mgh + Wg
o
Yymv?=mgLseno+pmgcoso- L
2
- v =7.5787m
2g(sen oL + L cos a)

Resp.: 7.5787 m

b)

AEp=mgh=mgL sen o =3.7136 J

Resp.: 3.7136 J

c)

Wr=umg cos a L (en J) = umg cos o L-0.24 (en cal) = 0.3087 cal
Resp.: 0.3087 J

d)

Ymve =% m v -2 Wg

v = Y2 —4.0.2.9.8L-cos 30 = 6.9673 m/s
Resp.: 6.973 m/s
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217.

28.

29.

Un bloque de 10 kg se desliza sin rozamiento desde A hasta B siguiendo la trayectoria

de la figura. Durante el movimiento esta solicitado por la fuerzaF = (2x* , 3y? 7% N.
Sabiendo que la velocidad en A es 20 m/s, calcular la velocidad en B. (g = 10 m/s?).

692

B
W =Iﬁ-df = [ @x23y2 2%)(dx,dy,dz) = ;
A

W = AEc = %o m (Vg% — VA7)

de donde vg =,|Va +2?W =21.12m/s

Sobre unos carriles, sin rozamiento, inicialmente horizontales (zona A de la figura),
circula un vagén. En la zona B se convierten en un bucle circular de 0.7 metros de
radio. Finalizan en C, de nuevo horizontalmente. ;Con qué velocidad habra que lanzar
el vagon desde A para que llegue a C rizando el rizo en B? ¢ Con qué velocidad llegara
en este caso a C?

Resp.: 21.12 m/s

En B el movil esta animado de aceleracion
centripeta en el eje vertical. Por tanto:

— V2
ZF:méB:mg:mFB

Como la energia mecanica E se conserva:

EA:EB:1/zva2:mgh.3+1/zmv.32 vV, =4/(2hg +R)g
A B
Resp.: va = 5.1439 m/s

Ea=Ec:¥%mvaZ=mghc+% mve? Ve =4/Va —2gh
c A c

Resp.: vc = 4.0817 m/s

Sobre una particula acttia una fuerzaF = (4y, 5) (unidades en el S.1.). Demostrar que
no es conservativa calculando el trabajo realizado para desplazarse desde el origen al
punto (2,2) a lo largo de dos trayectorias: una segin el eje X, hasta el punto (2,0) y
después continlia paralelamente al eje Y; y la otra que discurre primero por el eje Y,
hasta el punto (0, 2) y después continla paralelamente al eje X.

[ [ Doz C(22)
W = jﬁ-df:j4ydx+5dy |
7 7 :
En AB:y=0,dy=0 Wag = j4-o-dx+j5-0=o
2 '
En BC: x = 2, dx = 0; Wac = j4y-0 + jsdy ~10 A B(2,0)
0

Resp.: Wag + Wgc =10

2
En AD: x = 0, dx = 0; Wap = j4y-0+j5dy=1o
0
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30.

31

32.

2
En DC:y =2, dy = 0; Wpc = J'4-2dx+J.5-0=16
0
Resp.: Wap + Wpc = 26
Nota: El rotacional de Fes 4] . Por tanto, la integral depende del camino elegido.

Una particula de masa m gira en una trayectoria circular de radio R, con una
aceleracién normal que varia con el tiempo segin a,= kt?, donde k es constante. Hallar
el valor medio de la potencia durante los primeros T segundos.

P=Fv =m étV:m(dv/dt)V

a,= kt? = V4R
v = +JkRt; dv/dt = VKR
P = mkRt

T
Pm = %J. mkRt-dt = ¥2 mkRT
0
Resp.: %2 mkRT

Se lanza una pelota de 15 gramos mediante una pistola que posee un muelle cuya
constante es 600 N/m y que puede comprimirse hasta 5 cm. Calcular: a) la altura que
puede alcanzar la pelota si se dispara verticalmente; b) la distancia horizontal maxima
que puede recorrer si se dispara con el angulo adecuado.

a)

Y5 k x* = mgh; ¥:600-0.05% = 0.015:9.8-h
Resp.: h=5.102m

b)

2 2 2
1o k3¢ = Yo MV, y CON 459, Xy = o = Ly —%031%%58 =2h
mg  0.0159.

Resp.: Xmax = 10.204 m

Un esquiador de 70 kg inicia el descenso desde la parte superior de una colina circular
con una velocidad inicial pequefia. Despreciando el rozamiento, calcular: a) la
velocidad en funcién de a; b) el angulo o en el que pierde el contacto con la pendiente.

) Nivel de ref,.-~ "]

En Fig. 1: % mv?=mgR (1 - cos ) ) :
Resp.: v =4/2gR(1- cos ) ’ Fig.1 “ Fig.2 \mg
b)

En Fig. 2, la componente del peso mg cos a. es la Gnica fuerza que actGa en direccion radial.
Por tanto, debe ser igual al producto de la masa por la aceleracion centripeta:

mg cos o = m V¥R,
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33.

34.

35.

Si introducimos el valor de v calculado en a), obtenemos cos o = %.
Resp: 48° 11’ 23"

Desde la superficie de la Tierra se empieza a levantar un cuerpo de masa m
aplicandole una fuerza que varia con la altura h segtin la ley F = 2(kh -1) mg, donde

k es una constante positiva. Determinar el incremento de la energia potencial en la
primera mitad del camino de ascenso y el trabajo de esta fuerza.

El trabajo que realiza la fuerza F debe incrementar la energia potencial en la cantidad mgH
cuando el cuerpo alcance la altura H. Por tanto:

W =

Ot

H
Fdf = —mgjz(kh ~1)dh = mgH
0

Hay que tener presente que, si dh es positivo, el vector g serd negativo, de ahi el signo
menos que colocamos en la segunda integral. Si resolvemos la integral y despejamos k
deducimos: k = 1/H.

El trabajo en la primera mitad del recorrido se calcula con la misma integral anterior
sustituyendo el valor de k y poniendo H/2 como limite superior de integracién, obteniendo:

Resp.: La variacion de energia potencial es %2 mgH y W = % mgH

Un bloque de 5 kg se sujeta contra un muelle, cuya constante es 20 N/cm,
comprimiéndolo 3 cm. Se deja en libertad y el muelle se alarga empujandolo por una
superficie horizontal rugosa con un coeficiente de rozamiento 0.2. a) Determinar el
trabajo ejercido por el muelle cuando se alarga desde la posicion comprimida hasta la
de equilibrio; b) calcular el trabajo ejercido por la friccion sobre el blogue entre las
mismas posiciones; ¢) determinar la velocidad del bloque cuando el muelle esta en la
posicion de equilibrio; d) si el bloque no estuviera unido al muelle, ¢qué distancia
recorreria sobre la superficie rugosa?

a)
W,= % k x? = ¥ 2000.0.03?
Resp.: W, =0.9J
b)
Wg = —Fgr x = -0.2:5.9.8-0.03
Resp.: Wgr =-0.294]
c)
Wy = AEC; We+Wg = %5 mv?
0.9 —0.294 = %5/
Resp.: v =0.492 m/s
d)

WT:AEC
—Fr - X =0-%mV?

-0.2.5.9.8:x = — ¥.5.0.492?
Resp.: x = 6.184 cm

Un motor eléctrico, cuyo rendimiento es del 85%, acciona un montacargas que pesa
vacio 437 kg y que puede cargarse con 1537 kg més. Ha de elevarse hasta 24.6 metros
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36.

en 35 segundos. a) calcular la potencia media del motor; b) si el arranque (tiempo que
tarda en adquirir la velocidad de ascensién) lo realiza en 2.1 segundos, determinar la
potencia del motor en ese intervalo; ¢) calcular la potencia necearia para subir el
montacargas vacio a la misma velocidad.

a)

La potencia til P, es el trabajo que realiza en la unidad de tiempo en subir a plena carga:
Py = W/t = peso-h/t = (437 + 1537)-9.8-24.6/35 = 13596.912 W

Para calcular la potencia media P, hay que tener en cuenta el rendimiento n = Py/Pp:

Pm = 13596.912/0.85
Resp: 15.996 kW

b)

Suponemos que durante el arranque (t;=2.1s) se produce un m.r.u.a. que parte del reposo, y
que el resto (t,=32.9 s) se realiza segun un m.r.u. El camino recorrido seran los 24.6 metros.
Por tanto:

s=Yat?+vt, comov=at
s=lavt + vty 24.6 =% v-2.1 +v-32.9
v =0.7246 m/s

La altura alcanzada durante el arranque es h’=% vt; = 0.761 m. El trabajo Gtil necesario para
realizar la operacion de arranque serd W, = mgh’ + % mv? = 15236.52 J. La potencia (til es
W,/t; = 7255.486 W.

La potencia media durante el arranque sera 7255.486/0.85
Resp.: 8.536 kW

c)
En vacio la potencia media necesaria sera:

mgv/n = 437-9.8-:0.7246/0.85
Resp.: 3.651 kW

Se dispone de una cuerda elastica de longitud natural L y constante k. Cuando se
cuelga de ella verticalmente un objeto de masa m, se alarga hasta una longitud L’. Uno
de los extremos de la cuerda se ata a la parte superior de un plano inclinado sin
rozamiento que forma 30° con la horizontal. Una vez que la cuerda descansa sobre el
plano, se ata a ella el objeto de masa
m, que se libera desde una posicion en
que la cuerda posee su longitud
original.  Calcular la distancia
recorrida por el objeto a lo largo del
plano antes de alcanzar el primer
punto de reposo.

Si se cuelga el objeto verticalmente, en
la posicidn de equilibrio su peso es igual
a la fuerza recuperadora:

mg=k(L’ - L)
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37.

Asi calculamos k.

En la figura, la energia potencial mgh (con h = x sen «) se convierte en elastica % k x%. Por
tanto:

m
mgx sen a. = Y% _g X2

L'-L
x=2(L" -L) sen a.

Con a = 30° resulta:
Resp.:x=L"-L

Se lanza una pelota a 19.6 m/s formando 15° con la horizontal y rebota en una pared
sin rozamiento situada a 4.9 m, de manera que vuelve al punto de lanzamiento.
Calcular el coeficiente de restitucion.
Vo=19.6m/s; a=15%d=49m
La velocidad de salida es:
Vo=V, (cosai +senaj)
Al cabo de t; segundos recorre: d = vot; cos a, por tanto t; = d/(v, cos a). Ademas, la

velocidad horizontal se mantiene hasta t;, pero la vertical se reduce debido a la gravedad.
Por tanto, la velocidad antes de impacto es:

V,= Vo cosai + (Vo Sen a—gty) j
La altura h a la que impacta es V,t; sen o — ¥2gt,>. Sustituyendo t; obtenemos:

gd?

h=dtago—- ————
g 2v2cos? o

Desde esa posicion, con una velocidad V,=—Vvy i + vzy]' , rebota hasta alcanzar de nuevo la
posicién de partida al cabo de t segundos mas. Por tanto:

(1) d= Voul
(2) 0 = h + vyt — Ygt?

Al no existir rozamiento, no se produce pérdida de velocidad en el eje vertical durante el
choque. Por tanto:

Voy =Viy = Vo SENna—gh=Vvysena—g

Cos a

Sustituyendo esta expresion en (2) obtenemos una ecuacion de segundo grado en t, cuya
solucién (introduciéndole los datos) es:

t ! +4/fga

4cosa

En (1) aplicamos un coeficiente de restitucion k, tal que v, = kv, cos a. Por tanto:
d = kvt cos a

De donde obtenemos definitivamente:
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Resp.: k =

Wl

000
Otra forma mas elegante:
Sity = d/vy ; t; = d/kvy; con vy =V, cos a. Como la pelota regresa la punto de partida (altura
cero) al cabo de t; + t; segundos, la gravedad esta actuando ese tiempo en sentido contrario
a la velocidad vertical que en todo momento tiene la pelota, de tal manera que:
VoSena(ty + t)—%g(t + $,)?°=0
Por tanto:
VoSen a=%g (t; + tp)

Si sustituimos t; y t,, podemos despejar k:

- gd
ks 0———.
vgsen2a —gd

Introducidos los datos, obtenemos el mismo valor de k.

38. Un movil de masa M gira sin friccion en el exterior de un carril circular de radio R y
centro O. Se mueve bajo la accion de la gravedad y de un resorte de constante k, con el
extremo unido a un punto fijo Q tal que OQ = % R. El resorte esta sin tensién cuando
el movil estad en S. a) Si el mdvil se encuentraen T, hallar la energia potencial del mdvil
en funcién del angulo o que forma OQ con OT; b)determinar la energia cinética
minima que debe tener el movil en S para que llegue a recorrer toda la circunferencia.
a)

Tomando S como nivel cero de la energia potencial gravitatoria Eg, en T dicha energia es:

Ecr=-Mg [R + R cos (180 — a)] = MgR (cos o — 1)

La energia potencial elastica en T es

EET =%k X2
con X = L — %R; pero aplicando el RI2
teorema del coseno al triangulo L
QOT: 0

L?2= (% R)*+R?*-2(% R)R cos a

por tanto:

X = 0.5R(v5-4cosa —1)

de donde

Eer = 0.125kR?(v/5—4cos o —1)°

Asi deducimos que la energia potencial en T, Epr, es:

Epr=Egr + Eer

Resp.: Epr= MgR (cos o. — 1) + 0.125kR 2(+/5 — 4cos o, —1)2

Agustin E. Gonzalez Morales 122



39.

b)
La energia potencial gravitatoria en S es cero: Egs = 0.

La energia potencial elastica en S es:

Ees= KR%(\/5—4c0s0 —1)2=0

y la energia cinética en S es Ecs. Por tanto, la energia total en S, E(S), es la suma de las tres
anteriores:

E(S) = EGS + EES + ECS = ECS
La energia potencial gravitatoria es P es:
Eps = Mg (-2R) = -2MgR

La energia potencial elastica en P es:

Eep =0.125kR?(+/5— 4c0s180 —1)2 = 1kR?

y la energia cinética minima en P, Ecpmin, debe ser cero.
Por tanto, la energia total minima en P, E(Pyin), €s la suma de las tres anteriores:
E(Prin) = Ecp + Eep + EComin = —2MgR + ¥2kR?

Como E(S) = E(Pwin), deducimos que:

Resp.: ECpin = —2MgR + ¥%kR?
Colocamos una cuerda flexible de longitud L sobre una mesa de tal forma que parte de
ella cuelga por un extremo. Se deja caer desde una posicion en la que se equilibran el
peso del trozo que cuelga y el rozamiento dindmico de coeficiente p. Calcular la

velocidad de la cuerda cuando el extremo que esta sobre la mesa llega al borde de la
misma.

M M M
d= —= —Lex _ Tx F L-x +
La fuerza resultante que actlia sobre la cuerda es F = Py — Fg.
X
Px=Myg=dxg; Fr=puM_,g= pd(L-x)g l
PX

Sustituyendo d = M/L obtenemos F:
M
(1) F=Tg[X—M(L—X)]

El trabajo de F se emplea en incrementar la energia cinética. Si partimos de una situacion
inicial sin velocidad ni aceleracion con X = X,, cuando el extremo de la cuerda llegue al
borde de la mesa el valor de x sera L. De donde:

L
_ 12
@) J.Fdx_ZMv
X

o

Para determinar x, basta considerar que F es cero en el instante inicial (sin aceleracion):
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40.

Xo—H(L=X)=0 = X, =puL/(1+p).
Introduciendo %, y (1) en (2), resolviendo la integral y despejando v, obtenemos:

Resp.: v= ot

1+p

Dos particulas de 4 y 6 kg estan situadas en los puntos (0,3) y (4,0) del plano OXY vy se
muevena2i y 3] m/s respectivamente. a) calcular el momento angular total respecto

a Oy respecto al sistema de referencia del cdm; b) determinar la energia cinética total
relativa a O y al sistema de referencia del cdm; ¢) supongamos ahora que las particulas
estan unidas a un resorte de constante 2:10° N/m, incialmente sin estirar, ;como afecta
a la posicion del cdm?; d) si en un instante el resorte esta alargado 4 cm, hallar las
energias cinética y potencial del sistema.

my=4,m,=6;F =3j; T, =4i
a)
L, =F xmV; +F x m,V,=3] x8i +4i x18j =48k
Resp.: 48k
Calculamos T, y V., con las expresiones:

(Mmy+my) Ty =mn+myt,

(My+my) Ve =myy, + My,
Obtenemos:

Voo = Vo=V =081 +1.2]
Sustituimos los datos anteriores en L, = Fy X MV + Foe X MyVoe, Y Obtenemos:
Resp.: Lo, =14.4k

b)

ECo=% mvi? + %o mpv,’ =% 44+ 1% 6.9
Resp.: Ec, =351

ECem= Y2 (M + M) Vo= % (4 + 6) (0.8% + 1.89)
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41.

42,

Resp.: ECcn= 19.4 ]

de donde deducimos también que Ecym + ECoem= ECo — ECn =35-19.4=15.6 J

c)

El resorte no afecta al movimiento del cdm ni a su posicién porque introduce fuerzas
internas al sistema.

d)

La energia interna del sistema U, constituida por la suma de las energias cinéticas de cada
particula referida al cdm y la energia potencial elastica que tenga acumulada, debe
permanecer constante. Si inicialmente el resorte no estaba alargado, el valor de U serd sélo
el de la energia cinética de las dos particulas (referida al cdm): 15.6 J. Cuando, a expensas
de U, el resorte se alargue 0.04 m, se acumulard en el sistema una energia potencial elastica:

Y k X% =% 2000-0.04°= 1.6 J

quedando una energia cinética residual en las particulas de 15.6 — 1.6 = 14 J. Por tanto:
Resp.: Energia potencial elastica: 1.6 J
Energia cinética: 14 J

Una particula se mueve en una dimension bajo un campo de fuerzas conservativo. Su
energia potencial viene dada por la expresion U(x) =™ (con x en m y U en J).

Determinar: a) la fuerza f(x) que actta sobre dicha particula; b) el trabajo que realiza
el campo cuando la particula se desplaza desde el punto x; = a/6 hasta x, = n/3.

a)
4 Senx
_du(x) X X-C0S X — Sen X
f(x) = - =— =-
dx dx x2
Resp.: f(x) = Sen x - >2< COS X
X

b)

T Y

sen— sen-—

W == AU = U(xy) — U(x;) = -
6 3

Resp.: W =0.1279363 J

La fuerza de resistencia ejercida por el agua sobre el casco de un determinado buque
de 12-10° kg, para velocidades de 10 a 20 km/h, es una funcién de la velocidad del tipo
F = - kv®. a) Calcular k sabiendo que, cuando el motor suministra una potencia de 4
MW, la velocidad limite es 18 km/h; b) determinar la distancia recorrida por el buque
lanzado y con el motor parado mientras su velocidad disminuye de 16 a 13 km/h, ¢cual
es la duracion de este decrecimiento?

a)

Para vencer el rozamiento, la potencia suministrada debe ser igual al valor absoluto de F
multiplicado por la velocidad v:

P=Fv=kv'
Cuando el motor suministra 4 MW = 4.10° W estamos en presencia de la velocidad Iimite de

18 km/h =5 m/s, es decir, se consume toda la potencia suminitrada por el motor:
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43.

4-10° = k-5*

Por tanto:

Resp.: k = 6400

b)

Si el buque esta lanzado con el motor parado la Unica fuerza que esta actuando es el

rozamiento con el agua. Aplicando la segunda ley de Newton:

— kv3 =m d_V
dt
Separando variables:
L
v m

Integrando el primer miembro entre v; y vy el segundo miembro entre 0 y t, obtenemos:

(1) Vzd_X=;
dt 1 2kt
T
Vl m
de donde:
dX=L
1 2kt
N
vi m

Integrando el primer miembro entre 0 y x y el segundo entre 0 y t. Obtenemos:

mi (1 2kt 1 m(1l 1
(2) X=—| |[5+t———|=—|=-——
KiY\vy m v, kilv v,

Conv; = 16 yv= ;—‘Z m/s en (1) obtenemos el valor de t:

3.6

Resp:t=24.4s

y en (2) calculamos la distancia recorrida:

Resp: x=97.4m

Un cordon flexible, que pasa por una polea muy pequefia, lleva en
sus extremos dos masas de P y Q kg. El segundo resbala a lo largo
de una barra perfectamente pulida. Hallar la velocidad de Q en
funcion del camino recorrido, suponiendo que en el instante inicial
se encuentra en reposo a la altura de la polea.

Mientras Q baja la distancia x, P sube y = (x*+ a?)" - a.

Llamando f = x?+ a2, tenemos:

y=+f-a

El incremento de energia potencial AU que experimenta el sistema Py Q es:

AU = AUp + AUq
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44,

con AU, = 0—Pg (+f —a) y AUq = QgH - Qg (H - X) = Qgx
Por tanto:
AU:ng—Pg(x/_—a)

La velocidad de P es:

Ve = dy/dt = x F* dx/dt = x " vq,.

Como AU = AEc:

Nivel de ref.

ng—Pg(\/_—a):1/szQz+1/sz2f1vQ2

Deducimos que:

Resp: v, - 2gf X -POT -2)

Px2 +Qf

La cantidad de energia que un cierto sistema pierde por unidad de tiempo en un
instante determinado es directamente proporcional a la energia total del sistema en ese
instante. a) Determinar una ecuacion diferencial que relacione la energia E con su
variacion por unidad de tiempo segln la hipétesis del enunciado; b) resolver la
ecuacion diferencial para obtener una ecuacion general correspondiente a la energia
del sistema en funcién del tiempo; c¢) hallar la constante de integracién sabiendo que se
pierde el 10% de energia en 10 segundos; d) en estas condiciones, ¢cuanto tiempo
necesitara el sistema para perder la mitad de su energia?

a)
E__ce
dt
Resp.: gE =-CE
dt
b)
Separando variables:
%E _ _cat
E
Integrando entre E;y E yentre O y t:
In (E/Ey) = -C-t.
Por tanto:
Resp.: E = Egexp (- Ct)
c)
0.9 Eg=Eyexp (- C-10)
Por tanto:
Resp.: C = 0.0105 s™
d)
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0.5Ey=Epexp (-0.0105 1)

Por tanto:
Resp.: t=65.79 s

. Dos varillas homogéneas de masas M y m y longitudes A y B, que
pueden girar independientemente alrededor de la misma
articulacion, caen desde su posiciones iniciales de reposo o y B.
Determinar la relacion que debe existir entre estos angulos para que
ambas lleguen a la posicion inferior con la misma energia cinética.

Situamos en 2A y ¥%2B los cdm de cada varilla. Las alturas ha

yhg de M y N son:
/ol B B2
ha=%A-Y%Acos o= Asen*% o
A2 / N
2 / By O
hg =Bsen %3 (B m
M/
Como [ ST
hA

Mgha = % M va°
mghg = % m vg?
pero las energias cinéticas, segin el enunciado, han de ser iguales. Por tanto:
Mgha = mghg
Mha = mhg

de donde deducimos que la relacion que debe existir entre los angulos es:

sena/2 _ |mB
senp/2 mA

esp.:

. Un mévil de 2 kg sigue una trayectoria horizontal merced a una fuerza horizontal
dirigida siempre en la direccion de la velocidad, con una potencia constante de 1 W.
Calcular: a) la ecuacion del movimiento si el movil inicia el movimiento en t = 0; b) la
velocidad, la aceleracion y el tiempo invertido a los 144 m de recorrido.

a)
P=Fv=m —v.

Separando variables, integrando entre 0 y v y entre 0 y t, y despejando v:
¢ [P [2pt 2P
J.vdv=J.—dt V= —=kﬁ conk=,[—
m m m

Como dx = v dt. Ahora integramos entre 0 y x y entre 0 y t y despejamos X:
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Resp.:x:%kt\/f

b)
Con P=1W, m=2kg yx =144 m determinamos el tiempo:

Resp.:t=36s
Como v =k +/t obtenemos a los 36 segundos:

Resp.: v(36) = 6 m/s

Para calcular la aceleracién derivamos v respecto al tiempo y sustituimos t = 36:
Resp.: a(36)= L g
N 12

Una pelota de peso P atada a una cuerda se pone en rotacion en una circunferencia
vertical, manteniendo constante su energia mecanica. Si A es la tension de la cuerda en
el punto mas alto y B en el mas bajo, demostrar que B = A + 6P.

Restando miembro a miembro:

2 2
B_A_2mg=m%

La igualdad de la energia mecanica implica que, tomando como nivel de referencia el punto
mas bajo:

%mva +mg(2R) =%mv2B

de donde se deduce que

es decir
B-A-2mg=m(4Q)
de donde

B=A+6mg
como queriamos demostrar.
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TEMA VI

DINAMICA DE ROTACION DEL SOLIDO RIGIDO

Sélido rigido

Movimiento alrededor de un eje fijo

Momento de Inercia

Energia cinética de rotacion

Teorema de las figuras planas

Momentos de inercia de cuerpos compuestos

Teorema de Steiner o de los ejes paralelos

Algunos momentos de inercia

Radio de giro

Momento angular total. Momento angular respecto a un eje
Momento de una fuerza respecto a un punto y respecto a un eje

Ecuacion fundamental de la Dindmica de rotacién
Rodadura y deslizamiento

Trabajo de rotacion. Potencia
Analogias entre la traslacion y la rotacion
Ejercicios
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1.

Si el momento cinético respecto a un punto es 5t” k (S.1.), ¢cudl es el momento resultante de
las fuerzas que actdan respecto al mismo punto en el instante t = 3?

M(t) =?j_|t_=10t k; parat=3

Resp.: M(3) =30k

Un cilindro y una esfera de masas iguales y del mismo radio ruedan sin deslizar con
velocidades iguales, calcular la relacién entre la energia cinética del cilindro E y la de la
esfera E;.

Ec=%mV?+ % lo? =% mv? + % I(VIR)? = % V2 (m + I/R?)
E=%V(m+%m); E; =% Vi(m+ %m).

Por tanto:

Rueda sin deslizar una bola maciza de 1 kg por un plano inclinado 30°. EIl coeficiente de
rozamiento estatico es 0.4. Calcular la fuerza de rozamiento.

Tanto en el caso de una rueda como en el de un cilindro
y una esfera que rueden sin deslizar, su superficie y la
del plano de contacto estan instantdneamente en reposo
una con respecto a la otra; por tanto, el rozamiento es de
tipo estatico y, para que no haya deslizamiento, ha de
ser menor o igual que su valor limite maximo peN.

2Fy = may mg sen ¢ — Fr =ma

=M, = la FeR= 7/ mR2 &
5 R

Por tanto a = zi, que sustituimos en la ecuacién de
m
las fuerzas:
Fr= %mg sen o

Resp.: 1.4 N

En lo alto de un plano inclinado 30° de 15 m se coloca un cilindro que baja rodando sin
deslizar. Calcular la velocidad de llegada al suelo con g = 10 m/s?.

mgh = Y2 mv? + % lo?

mgL sen ¢ = % mv>+ % % mR? (V/R)?

/4
v = _|—gLsen
39 )

Un cuerpo tiene los tres momentos principales de inercia iguales de valor 1, ;cuanto vale el
momento de inercia respecto a un eje que, pasando por el cdm, forma angulos a, p y y con
los ejes principales?

de donde:

Resp.: 10 m/s
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Consideremos el momento de inercia Iy de un cuerpo rigido respecto a una recta M cualquiera
(ver figura) que pase por el origen de coordenadas. Si los cosenos directores de M son: o = cos a,
B =cos B, y = cos y (es una manera de economizar su escritura), y el vector unitario U dirigido a

los largo de M es: U= ai + B] + yR . EI momento de inercia respecto a M es:
Iv=Jh?dm = [ (F x G)-(F x G)dm

donde el médulo de T xu es precisamente h, de manera que
realizando el producto escalar del integrando, resulta:

h? = (y? + 2%) o® + (% + 2°) B2 + (¢ + y°) v* = 2xyop — 2xzay —
2yzfy

Y Si ahora integramos ambos miembros:

Iv= Ix o+ ly B2+ 1z Y2 = 2lxyop — 2lxz0ry — 2lyzBy

donde aparecen los momentos de inercia lx, Iy e Iz respecto a los
ejes XYZ; y los llamados productos de inercia Ixy, Ixz € lyz (con Ixy = Jxydm, analogamente Iy,
e lyz).

Cuando los ejes XYZ son los principales de inercia, los productos de inercia se anulan y el
valor del momento de inercia respecto al eje M es:

Iv=Ix a?+ Iy B2+ 1292

Como en nuestro caso Iy = Iy = I, = |, entonces Iy =1 (a®+ B2+ y?). Pero o + p>+ % = 1.
Por tanto:
Resp.: Iy =1

Un disco de radio R y masa m rueda sin deslizar sobre un plano horizontal con velocidad
V; a) calculart, el vector de posicion del punto P de la figura respecto al punto de
contacto O; b) calcular Vv, , el vector velocidad de P; c) demostrar que el &ngulo formado

por T y v, es 90°; d) demostrar que si ® =% es el médulo de la velocidad angular del disco,

- v ) .
también resulta ser o =—, donde vp es el mddulo de la velocidad de P y r el del vector de
r

posicion de P; e) los calculos anteriores demuestran que en el caso de rodar sin deslizar, el
movimiento es el mismo que si el disco estuviese girando instantdneamente alrededor del

punto de contacto O con velocidad angular 03=%. Calcular la energia cinética del disco

suponiendo que el giro instantaneo se realiza en torno a O; f) calcular la energia cinética
del disco sumando la energia cinética de traslacion del cdm y la de rotacion alrededor del
cdm y comparar el resultado con el del apartado anterior.

a)

Resp.: T=(x,y) =(r’ cos 0, R +r’ sen 0)
b)

dx do
Vpy =V + — =V +r1’ (—sen 0)—, puesr’ es
P at ( )dt p

constante.

Vpy = d_y: I’ cos ed—e
dt dt
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pero

o_ -V
dt R
por tanto:
Resp.: Vp =(V+ r'xsen 0,— r'xcos 0)
R R
c)
Efectuando el producto escalar del vector velocidad de P por el vector de posicion: v,-F =0.
Resp.: Vvp LT
d)
Calculamos el médulo de la velocidad de P:
\4 . .
Ve = \/véx +V, =E\/R2 +r24+2Rr'sen 0
Asimismo calculamos el modulo del vector de posicién de P:
r = VR? +r24+2Rr'sen 0
. \Y, _
Y si tenemos en cuenta que o :E’ hemos demostrado que:
Resp.: o = Ve
r

e)
Ec=%1, 0’

Aplicamos el teorema de Steiner:

V2
Ec = % (Y2 mR? + mR?) Y

Resp.: ¥ mV?

2
EC=%m (Veam) 2+ ¥ logm ©° = %2 mV? + ¥4 (Y2 mR?) V—2
R
Resp.: % mV?
El mismo resultado que en €), como cabia esperar, segin lo demostrado en d).
Un disco homogéneo de 12 cm de radio y 30 kg estd rodando sin deslizar sobre una
superficie horizontal con una velocidad del cdm de 2 m/s. Calcular el trabajo necesario
para detenerlo.

W =AEC=%mV? +% lo? = Yo mv? + % % mR? (VIR)? = % mV? = % -30-2

Resp.: W =901
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8. Un pegote de masa my velocidad v choca inelastica y perpendicularmente con el extremo
de una barra de masa 6m y longitud L, colgada verticalmente por el otro extremo
alrededor del cual puede girar. Después del choque el pegote se adhiere a la barra. Hallar
la velocidad angular del conjunto barra-pegote tras el choque.

(o}
Considerando los momentos de inercia con respecto a O:
I(I‘)(antes) = I,(f‘),(después) 5,
mL? (v/L) = (% 6mL* + mL?) o’
m IS
OV

de donde se deduce:

v
Resp.: @’ = —
P 3L

9. Sobre un plataforma horizontal, que gira a o rad/s alrededor de su eje vertical, se coloca un

objeto cuyo coeficiente estatico de rozamiento es . Calcular la maxima distancia al eje a la
gue se debe situar para que gire sin ser lanzado |
hacia el exterior. i

YF=ma: F=ma, @

I
i F
con | <]
F=pmg ac=m o’ [ !
|< —————— >
de donde: X
I
Resp.: X = pg/®? '
10. Una polea de momento de inercia | y radio r, esta colgada del
techo y gira alrededor de su eje. Tiene enrollada una cuerda sin
masa de la que cuelga un cuerpo de masa m. Hallar la aceleracion
con la que desciende el cuerpo al desenrollarse la cuerda.
T
YF=ma mg-T=ma
M, = la Tr=1(al) m
mr? l+ a T
Resp: a=g >
I+ mr

11. Dos pesas de 1y 2 kg cuelgan de los extremos de un hilo que laborea a través de una polea
cilindrica de 1 kg que cuelga del techo. Hallar la aceleracion de las pesas.

m; =1 kg; m; = 2 Kg; Mpgiea = M = 1 kg

YF=ma
T, Para lamasam;: mig—T;=-mja
Para lamasa m,: myg—T,=m,a
a] T T_]_ aJ T, M, = la
T Mog Para la polea: T,,R-T-R=% mR?*a/R ,
m,g Resp.:a=7g

12. a) Un cilindro, una esfera y un aro de la misma masa y radio parten del reposo y desde la
misma altura sobre un plano inclinado rodando sin deslizar, ¢cual llega al pie del plano en
ultimo lugar?; b) ahora se lanzan desde el extremo inferior del plano con la misma
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13.

14.

velocidad de sus cdm, ¢cual llega mas alto?; c) por ultimo, se lanzan desde el pie del plano
con la misma energia cinética, ¢cual llega mas alto?

mgh = Y2 mv? + % lo?
mgh = % mv>+ % AmR? (V/R)?

donde A es 0.5 en el cilindro, 0.4 en la esferay 1 en el aro.

v [ 2gh
1+A
Como el valor de A es el mayor en el aro, la velocidad de su cdm es la menor. Por tanto:
Resp.: el aro llega el Gltimo

a)

b)

_ @A

29
Como el valor de A es el mayor en el aro, para la misma v:

h

Resp.: el aro llega més alto

c)

1m(1+ A)v?
h=2
mg

Como el numerador es el mismo para los tres:
Resp.: alcanzan la misma altura

Un disco macizo de 1 kg y 0.1 m de radio gira a razén de 10 r.p.s. Mediante una zapata de
frenado le aplicamos una fuerza de 10  N. El coeficiente de rozamiento entre la zapata y el
disco es 0.25. ¢ Cuantas vueltas da el disco hasta pararse?

*M=la —-FrR=%mR?*a

|F

FR: },lF —

R

Con la anterior, permite calcular o.
2 _ 2 . _ _ 2
O = 0,"+ 200: con ® =0, 0 = w,/20.

Sustituyendo o

0 ®sMR _ (1027)°10.1
4uF 4025107

=4x rad

Resp.: 2 vueltas
Un disco metalico de M = 100 gramos gira alrededor de su eje a 360 rpm. Le adosamos en
un punto de su periferia un iman, considerado puntual, y el conjunto pasa a girar a 2 rps.
¢Cual es la masa m del iman?

— bl b}
ICO(antes) =l'o (después)
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¥ MR%0 = (%2 MR? + mR%) o’

= MO — 100 360/60-2
20 22

Resp.: 100 gramos
15. Una persona de m = 75 kg se encuentra en el borde de un disco circular de M =200 kg y 2

m de radio que gira alrededor de un eje perpendicular que pasa por su centro a 4 rpm. Se
pone a caminar hacia el centro y se detiene. ¢ Cual es la nueva velocidad de la plataforma?

ICO(an'res) = I’(f‘)’(después)
(2 MR* mR?) o = % MR%w’

, M +2m 200+ 2-75
= =4
M 200

Resp.: 7 rpm

16. Suponiendo que la contraccion que experimenta la Tierra (supuesta esférica) a causa de un

enfriamiento global, provoca un acortamiento de un radio en un valor nR, tal que 0>n>1.
Calcular la nueva velocidad angular de rotacion.

lo =1’

= ofs mR? I'= 2/s m(R-nR)?

Resp.: o’ = ® ~o (1+2n)

1
(1-n)®

Supongamos que el radio se acorta un 1 por mil, entonces n = 0.001 y ®” = 1.002003004 ®. Lo
que supondria que un dia durase 24 horas 2 minutos 53 segundos.

17. Un tiovivo de 2 m de radio esta girando sin rozamientos a xt rad/s. Un muchacho de m = 60
kg da un salto radial y se sitda en su borde, con lo que el tiovivo reduce su velocidad a 2a/3
rad/s. Determinar el momento de inercia.

Sea | el momento de inercia del tiovivo:

— bl b}
ICO(an'res) =l'o (despugs)

lo = (I + mRY)w’

|—mR2 2 _ 022 2T/3
o-0' n—2n/3
Resp.: | = 480 kg m?
18. Una rueda de masa M y radio R gira alrededor de un eje de radio v/

r, sin masa, que pasa por su centro. En el eje se arrolla un hilo del
gue pende una masa m que en su descenso hace girar al sistema.
Suponiendo que la masa de la rueda estd concentrada en su

periferia. ¢ Cual es el espacio recorrido por m al cabo de t segundos
de iniciarse el movimiento?

YF=ma mg-T=ma
IM = lo T.-r=MR? (alr) .
a = mgr¥/(mr? + MR?) ™ 1a
Como el camino recorrido es s = % at?, entonces:
mg
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1 mgr®
Resp.: s=————~
P 2 mr® + MR?

19. Un tridngulo equilatero de lado L esta formado por tres varillas de densidad lineal A. Tiene
un momento de inercia, respecto a un eje perpendicular al plano del triangulo que pasa por
un vértice, cuyo valor es kAL, Calcular k.

I =1(a) + I(b) + I(c)

Y
R Aplicando el teorema de Steiner calculamos I(a) = I, + mh? con h? = %, L?
y lo= 3, mL? siendom = AL.
¢ b
Ademas, I(b) = I (¢) = % mL?
: Por tanto: | = (¥, + %+ 24) mL®= 1.5 AL

Resp.: k=15

20. La hoja de una bisagra de medidas ay b y espesor despreciable gira alrededor del gozne a.
Calcular su radio de giro.

b
B | = Ixzdm
(- . 0
dx La densidad superficial es
_m_dm
al X ab adx
por tanto:
dm = M dx
b b
de donde

21. Una varilla de +/3 metros de longitud y masa despreciable lleva soldadas en sus extremos
dos esferas de 1 kg y otra de 4 kg en el centro, todas puntuales. Calcular el radio de giro
respecto al eje perpendicular a la varilla que pasa por uno de sus extremos.

La bola de la izquierda no contribuye al valor de I:

| = ML?+ m(2L)? = (M + 4m)L? = (M + 2m)k?

Resp.: k=2

22. Una varilla de masa m y longitud L cuelga verticalmente, suspendida por un extremo, de
un eje horizontal sobre el que puede girar libremente. a) Calcular la velocidad con la que
se debe impulsar el extremo inferior para que la varilla alcance la posicion horizontal; b) si
ahora se deja caer libremente partiendo de la posicion horizontal, determinar la velocidad
angular cuando pasa por la vertical. o

Vi

Q ]

a)
Y lo? = mgh

Yo s mL2 (VIL)> =mg ¥ L

Resp.: V = ,/3gL
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b)

mgh = % lo’

mg % L =% % mL? o’

/39
Resp.: o = ,[—=
esp.: ® 3

23. a) Determinar el momento de inercia de un disco respecto a un eje que pase por su centroy
sea perpendicular a su plano. b) Calcular el de un cilindro que gira en torno a su eje.

a)

Cada elemento diferencial de masa es un anillo cuyo momento de
inercia es r’dm, pero dm = pdA, siendo p la densidad superficial.

Como el anillo es homogéneo p = M/A, siendo M la masa total y
Acel &reatotal de valor = R%. Ademas, dA = 2xrdr. Por tanto:

R
I=[rPdm= J.rz%andr
TC

Resp.: | =% MR?

b)
Podemos considerar al cilindro formado por una serie de discos
homogéneos de masa m;. R
El momento de inercia de cada uno de estos discos es o
m;
1 miR2 \_/
Si M = Zm;, el momento de inercia del cilindro completo es: M

| = S1mR? = ¥ R2Sm, \I/

Resp.: | =% MR?

24. Calcular momento de inercia de una esfera respecto a un eje diametral.

R}Z—x2

Primer método: consideramos a la esfera formada por una serie

de discos de espesor dx y radio vR? — x? , situados a una altura
X. La masa de un disco es: dm = (m/V) mr? dx, donde m es la
masa total de la esfera y V su volumen. EI momento de inercia
de este disco es:

dl = % r’dm = % (m/V)n(R? — x°)? dx

Si integramos entre -R y R y sustituimos V = 4/3 n R®
obtenemos el momento de inercia de la esfera:

Resp.: | = %mR2

Segundo método: empleemos el momento de inercia respecto
a un punto (o momento polar de inercia). Si el momento de
inercia respecto al eje X de cualquier sélido es Ix = J(y* +
z%)dm, respecto al eje Y es Iy = [(x* + z%)dm y respecto al eje Z
es I, = [(x* + y?) dm, y los sumamos:
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25.

26.

217.

Ix+ Iy +1z; =2 (< +y* +7%) dm
pero x2 + y? + z2 = r?, es decir el cuadrado de la distancia al origen de coordenadas del elemento
infinitesimal dm. Si definimos 1, como el momento de inercia respecto al origen: I, = [ r* dm,
resulta:
2|0: |x+ |Y+ IZ
Apliquémoslo a la esfera. Tomamos un volumen elemental esférico de espesor dr, situado a una

distancia r del centro: dV = 4zrdr; y dm = (m/V) 4nr?dr:

lo =

O ey 0

R
r’dm = 4nmj ridr
Vo

Sustituyendo V= 4/3 x R®, obtenemos I, = 3/5 mR?.

Como en laesfera Ix = Iy = |7, entonces 21,= 3 lx, de donde:

Resp.: | = %mR2

Calcular el momento de inercia de una lamina de espesor despreciable en forma de sector

circular de 90°, con respecto a uno de los lados rectos.
Y

Calculamos el momento respecto al eje perpendicular al plano XY

R dr
que pasa por O: Iz = jrzdm, donde dm = p Ymx r dr, siendo p la

0

densidad superficial, de valor

m
17tR2
4

Si integramos, obtenemos: I, = ¥% mR?. Pero, segln el teorema de las figuras planas 17 = Ix + ly,
siendo Ix = ly, debido a la simetria de la figura. Por tanto:
Resp.: Ix = Iy = % mR?

Tres masas de 4 kg estan colocadas en los vértices de un triangulo equilatero de 1 metro de

lado. Calcular el momento de inercia del sistema respecto a un eje perpendicular al plano
del triangulo, que pase por el punto medio de un lado.

2 2
L L 2
l=m| =] +my| = | +msh

pero h? = % L y las tres masas son iguales a m:

1= 2mi2 = 2412
4 4

Resp.: 5 kg m?

Una obra de arte de 10 kg esta hecha con una plancha metalica que tiene un perfil aleatorio
salvo dos bordes rectos AB y CD, paralelos, separados L = 1 m. También esta perforada
por muchos orificios de formas arbitrarias. Se desea colgar de una pared, de manera que
los bordes paralelos queden verticales. Si los momentos de inercia respecto a AB y CD son
respectivamente 16 y 21 kg m?. ¢ A qué distancia del borde AB debemos colgarla?

Debe colgarse de cualquier punto situado en la vertical del cdm.
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28.

29.

30.

Supongamos que la recta que, pasa por la vertical del cdm, se encuentra a una distancia x del
canto AB (al cual es paralelo).

Aplicamos el teorema de Steiner a los ejes AB y CD:
Iag = logm + MX2 16 = logm + 10x°

lep = legm + ML =X)? 21 == lggy + 10(1 — x)?

Resp.: x =25cm

El momento de inercia de una varilla delgada uniforme de masa m y longitud L respecto a
un eje perpendicular aella es | = m (L)% Determinar la posicion del eje.

Aplicamos el teorema de Steiner:

—

I = lggm + M(%L - x)?

m (AL)? = ¥, mL? + m(%L - x)?

Se obtiene: 9x* — 9Lx + 4L% = 0, cuyas soluciones son:
Resp.: x; = AL X, = %L
Calcular el momento de inercia de un cilindro de masa m y radio R con respecto a un eje
perpendicular a su eje geométrico que pase por el centro de su altura h.

En un disco homogéneo, como el de la figura, el

o momento de inercia diametral | = Ix = Iy, se puede
' calcular a expensas de I; = % mR? aplicando el
dx teorema de las figuras planas: I = Ix+ Iy:
h L X ~ 15 mR? = 2|
e Por tanto:
| =Y mR?
i 2R----oeeee . El momento de inercia de un disco de espesor dx y

densidad p, respecto al eje e, se calcula aplicando el
teorema de Steiner:

dlegisco) = | + X2dm
con
dm = prR%dx
dleisco) = ¥4 an4dX + anZX dx

Para calcular el momento de inercia del cilindro completo respecto al eje e, integramos la
expresion anterior entre —% h y % h y sustituimos m = paR?h:

Resp.: I =% m (R? + 5 h?)

Un motor de 0.5 CV se acopla durante 20 segundos a una rueda cuyo momento de inercia
es 147 kg m%. Calcular la velocidad angular de la rueda.
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31

32.

33.

W =Pt ; W=AEc= % lo’
por tanto
Pt=% lo? 0.5:735-20 = %-147-0°
Resp.: ® = 10 rad/s

Con seis varillas delgadas y homogéneas de masa my longitud L se construye un hexagono
regular. Calcular su momento de inercia respecto a un eje perpendicular a su plano y que
pase por el centro.

La distancia del centro del hexagono al cdm de cada varilla es la altura h de un triangulo
equilatero de lado L, tal que h? = %L2. Aplicando el teorema de Steiner a una varilla:

I, = chm+mh2: %2 mL2+m-%L2: %I’I’]L2

El momento de inercia del hexagono es | = 6l;.
Resp.: | = 5mL?

En un cuerpo de masa m y forma arbitraria se conoce el momento de inercia I, respecto al

eje 1, que dista d; metros del cdm y esta situado a su izquierda. Calcular el momento de

inercia I, respecto a un eje paralelo al anterior, situado a la

derecha del cdm y que dista d, del eje 1.

Aplicando el teorema de Steiner a los ejes 1y 2:

Il = chm + mdl2

I2 = legm + m(d; - d1)2

de donde:
Resp.: I, = I; + m(d,? — 2d,d,)

a) Hallar el momento de inercia de una varilla homogénea de longitud L y masa m,
respecto a un eje que forma un angulo @ con ella y que pasa por uno de sus extremos. b)
Calcular el momento de inercia respecto a un eje paralelo al anterior que pase por su cdm.

a)
| = J‘rzdmzj‘ AB dm

pero

dm _m

dx L
de donde

dm = mdx
L

ademas, AB = x sen ¢; por tanto

(x sen ¢)? % dx

Oy

Resp.: 1 =% m L% sen’ ¢

Y aplicando el teorema de Steiner: | = lggm+ m (% L sen ¢)? de donde obtenemos:
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Resp.: lam= ¥, M L?sen’ ¢

34. Calcular el momento de inercia de un cono respecto a su eje de simetria.

35.

36.

Consideramos el “cilindro” de espesor infinitesimal dx, cuyo momento de inercia es dI = % r?
dm. La densidad volumétrica del cono es:

p =dm/dV = m/V

con V = % nR%h, dV = mr’dx. Ademas, r/x = R/h, por tanto,

r =xR/h
de donde deducimos que:
3 R?

dl = S m—x“*dx
2 h

E integrando entre O y h resulta :

Resp.: | = 3 mR?
10

Calcular el valor minimo del coeficiente de rozamiento entre un plano inclinado 30° y un
cilindro para que ruede sin deslizar.

YF=ma mgseno-Fg=ma
IM=la FrR=%mR*aR

De donde deducimos que
1
Fr = 3 mg sen ¢

Para que ruede sin deslizar:

FRS },leN

Es decir

%mg sen ¢ < peMmg cos ¢ mg

Por tanto

Resp.: e = L

33

Una bola homogénea de masa m y radio r rueda sin deslizar por un plano inclinado ¢
grados con la horizontal. Hallar a) los valores del coeficiente de rozamiento que permiten
gue no haya deslizamiento; b) la energia cinética después de t segundos.

La figura es analoga a la del ejercicio anterior:

>F=ma mg sen ¢ — Fr =ma
IM=la FrR = z/stza/R

2 . 5
Fr = 7mgsemp, a:7 g sen ¢
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37.

38.

a)

%mgsen(pSMEmgCOS(p

por tanto:
Resp.: pe> % tage
b)
Ec=%m(V + % | ©®) =% m (a?t* + % % mR? a*?/R?)
Resp.: Ec = % m(gt seng)®
Un cilindro de masa m = 30 kg y radio R = 60 cm parte del reposo sobre un plano

horizontal (coeficiente de rozamiento 0.3) tras aplicarle en su cdm y horizontalmente una
fuerza variable con el tiempo F = % gt’. Calcular a) el tiempo al cabo del cual empieza a
deslizar; b) la aceleracion del cdm cuando empieza a deslizar; c) la aceleracion del cdmy la
aceleracion angular al cabo de 4 segundos.

Al aplicarle una fuerza creciente, al principio empieza a rodar sin

deslizar:
*F=ma Vi gt? —Fr = ma } Ec.1
= }9Fr =gt Ec.2
’ M=l FRR=%mR’a/R=Fzg=%ma } Ec. 3
a)
Cuando empieza a deslizar Fr es méxima: Fr = umg. Por tanto: t* = 9um
Resp.:t=9s

b)

En Fr =% ma sustituimos Fr = umg. Por tanto, a = 2ug
Resp.: a = 5.88 m/s’

c)

Segun a), a los 4 segundos el cilindro todavia gira sin deslizar. Por tanto, sustituimos el valor de
Fr de laEc. 2 en la Ec. 1. Obtenemos:
Resp.:a=1.1615m/s> a =a/R = 1.9358 rad/s’

Un sistema esta constituido por: una polea doble P, cuyo diametro mayor mide 2R vy el
menor 2r, de momento de inercia respecto a su eje de giro |; una polea P’ de diametro 2R’
y momento de inercia I’; una correa de transmision de masa m que une ambas poleas,
montada sobre el diametro mayor de P; un cable sin masa, que se enrolla un nimero
suficiente de veces sobre el didmetro menor de P, del que cuelga una masa M. Calcular a)
la energia cinética del sistema cuando la velocidad de
descenso de la masa M es v; b) la aceleracion de
descenso de M; c) la tension del cable; d) la potencia
gue recibe P’ cuando la velocidad de descenso es v. G
a)

al T

Ec =% MV + % 10” + ¥ mvZ2+ 1 o’ [%T

v]

Cuando la velocidad de M sea v, la velocidad angular de P Mg

sera
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39.

®=Vv/r
la velocidad lineal de la correa sera
V. = (VINR
y la velocidad angular de P’ sera
o’ = (v/r) (RIR”)
Por tanto:
R? R?

Resp.. Ec=%V’N; conN:M+Ii2+m—2+l'?
r r rr'

b)

La variacion de energia potencial de M se invierte en variar la energia cinética del sistema:

AEp = AEc
Si el sistema parte del reposo:
AEc=Ec
por tanto
Mgh =% v*N
pero, si a es la aceleracion de M
V2 = 2ah
de donde resulta:
Resp : a= Mg/N
c)
Mg-T=Ma
Resp: T=M(g-a)
d)

P’=1I'a’w’; con o’ = (a/r)(R/R”)

2
Resp.: P” = Ivm(iJ
N \rR'

En un cilindro macizo homogéneo de masa m y radio r se enrollan unos hilos finos. Los
extremos libres de los hilos se fijan al techo de un ascensor que empieza a ascender con una
aceleracion a, al mismo tiempo que los hilos se desenrollan. Hallar a) la aceleracion a’ del
cilindro con respecto al ascensor; b) la fuerza que ejerce el cilindro sobre el techo a través
de los hilos.

l

La aceleracién absoluta de descenso del cilindro es a, = a’ — a. Pero la
responsable del giro es a’, tal que a’ = ar.

—

D
g —

>F=ma mg-T=ma, (1)

IM = lo Tr=%mra’lr (2)
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40.

41.

Con (1) y (2):

a)
Resp:a’=%(g+a)
b)
Resp.: T="%m(g+a)
Calcular el momento de inercia, respecto al eje que pasa por las bisagras, de una puerta
prismatica de m =50 kg, cuyas medidas son: a=0.75m, b =1.95myc =0.05 m.
El masa de la puerta es m = pabc, siendo p la densidad. % Z
El diferencial de masa de espesor dz es: !
dm = pabdz.
_____________ o l1dz
El momento de inercia respecto al plano XOYes: ... I 1
Ixoy = | zZ% dm = [ pabz? dz, que integramos entre %2 c y ¥ c: c C)]Z -__Y
Ixovy = %, mc?
X
Anélogamente: a b
lvoz = ¥, ma’

Pero, el momento polar es:

— — — 2 2

Iz=1o= Ixov + Ivoz = ¥, m(a"+ b).

Aplicando el teorema de Steiner:

I =lo+m(2a)*= ¥, m(4a’+b’)

Resp.: | = 25.22 kg m?

Una masa m = 1Kg cuelga del extremo de una cuerda sin masa, que pasa por una polea sin
rozamiento, después se enrola en un cilindro de masa M = 8 kg y radio R = 10 cm, que
rueda sobre un plano horizontal. Calcular a) la aceleracion de m; b) la tensién de la
cuerda; c) la aceleracion angular del cilindro
La aceleracién “a” de la cuerda es la que tiene el

punto P del cilindro. Pero en P se conjugan dos
aceleraciones: la del cdm del cilindro a, y la

correspondiente al giro de P en torno a O; es decir: T
a=a,toR, T[g 2
pero mg
a, = aR
por tanto

a=2oR
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42,

43.

A la misma conclusion hubiésemos llegado aplicando el concepto de centro instantaneo del
ejercicio n°® 6.

Para la masa m:

>F=ma mg-T=ma (1)
a=20R 2
Para el cilindro:
>F=ma T -F=M(aR) 3)
IM = lo TR+FR=%mr’a (4)

Con (1), (2), (3) y (4) calculamos a, T y a.:
Resp.: a = 2.45 m/s% T = 7.35 N; o. = 12.25 rad/s’

Dos discos inicialmente en reposo, cuyas periferias rugosas son tangentes entre si, giran
rodando uno sobre otro sin deslizamiento. Sus masas son m = 30 kg y M = 120 kg, y sus
radios son r =1 my R = 2 m. Después de haber absorbido un trabajo W = 50x? J, calcular
las revoluciones de cada disco.

W = AEc =% Lo, + ¥ Ly’

I, =% mr? 1, = % MR?, o, = nny/30, @, = 7,/30, siendo n; y n, las RPM de cada disco que, al
estar rodando sin deslizar uno sobre otro, cumplen la relacién nyr = n,R. Sustituyendo estas
expresiones en la ecuacion del trabajo y despejando, obtenemos:

Resp.: Ny = % n, = 20-4/3 RPM

Un yo-yo tiene dos discos de didmetro 2R = 6 cm y anchura h = 2 mm, unidos por otro de
diametro 2r = 1 cm y de la misma anchura. Los tres son coaxiales, homogéneos y de la
misma materia. La masa del conjunto es m = 73 gramos. Se enrolla en el menor un hilo
ideal que se fija por un extremo a un punto inmovil. Calcular a) la velocidad lineal cuando
el yo-yo ha descendido 60 cm partiendo del reposo; b) la tension que tiene entonces el hilo.

2mi+m, =73 my=nR*hp  m, = nrthp

T
m m, 2m;+m, 73 . . _
S -2 = ; my =36; m, =1 (gramos
l RZ 2 R2+r? 18+025 2= 1 (gramos)
a a)
mg

| =2 Y% mR? + %5 myr?
mgL =% mv? + % lo’ = % V¥(m + I/r)
Resp.: v=0.793 m/s
b)
V2 = 2al

>F=ma mg-T=ma
Resp.: T=0.677 N
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44,

45.

46.

Un cilindro homogéneo de radio r y masa m gira alrededor de su eje hasta alcanzar una
velocidad angular ®. Después de coloca dentro de un angulo recto. El coeficiente de
rozamiento con las paredes es p. ¢Cuantas vueltas da el cilindro antes de detenerse?

La fuerza de rozamiento en cada pared es uN, siendo N la
normal en cada caso.

Asi, en la pared vertical la normal vale mg — F,, mientras que en ]

la horizontal es F;. Por tanto: F, .

F1 =u (mg - Fz) F2 = },lFl

Calculados F, y Fo, con (F1 + Fo)r = lo, e | = % mr?
determinamos .

Con ®? = 20, y ¢ = 27n, siendo n el nimero de vueltas, obtenemos:
_o’rl+p?)

Resp.: n=
8mgu(l+p)
Un cilindro macizo homogéneo de radio r y masa M puede girar alrededor de un eje
horizontal fijo O. Se le enrolla un cordén fino de longitud L y masa m. Determinar la
aceleracion angular del cilindro en funcién de la longitud x de la parte del cordén que
cuelga, considerando que el cdm de la parte enrollada se encuentra en el eje del cilindro.

La densidad lineal de la cuerda es A = m/L. La masa de cuerda que cuelga
es Ax; y la enrollada en el cilindro A(L — Xx).

>F=ma AXg-T =2Axa

l IM = lo Tr=[% Mr?+ ML - X)r] o
a
l+ T Resp.: a = 2mgX

rL(M +2m)
AXg

Un disco homogéneo de masa m = 2 kg y radio r = 10 cm, lleva enrollada una cuerda que
cuelga del techo por un extremo. Si el sistema parte del reposo, calcular a) la aceleracion
del cdm del disco; b) la tension de la cuerda; c) la velocidad angular cuando se hayan
desenrollado L =2 metros de cuerda.

NN\
>F=ma mg-T=ma
T
SM=la Tr=vm? 2
r T
a)
Resp.: a =% g =6.53 m/s*
b)
Resp.: T=mg=653N
c) mg
r r

Resp.: o = 51.12 rad/s
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47. Una barra homogénea de longitud L, esta apoyada en su extremo A y articulada en un
punto O respecto al que puede girar sin rozamiento. En un cierto instante se suprime el
apoyo A. Calcular a) la posicién de O, de manera que la reaccién en O al iniciar el giro sea
la misma que la que existia en dicho punto antes de desaparecer el apoyo A; b) la velocidad
alcanzada por el extremo que estaba apoyado en A, cuando la barra pase por la vertical.

a)

R} mg - R

Antes de retirar el apoyo tomamos

| | | momentos con respecto a O:

X AO lmg A

Asi obtenemos R en funcién de x:

R=1% mgi
L-x
Al quitar el apoyo A desaparece la reaccion (mg — R):
YF=ma:mg-R=ma

SM = o mg(¥s L = X) = [legm+ M(% L = x)?] ——2
1

mg (2 L -x) - (mg - R)(L-x) =0

(1)

()

Tix O

Donde hemos aplicado el teorema de Steiner con leym = ¥, mL2. De las ecuaciones 2 y 3

deducimos otra expresién de R en funcién de x:

mgL?

2
L2+ 12(; - xj

(4)

Igualando (1) (4) obtenemos: 6x* — 5Lx + L2 = 0, cuyas soluciones son %2 L'y ¥ L. La primera se

descarta porque el apoyo O estaria en el cdm. Por tanto:

b)
mgh = % lo’

conh=%L-x=%L-%L

= y,mL>+mL-x)’= y,mL*+m L -

de donde deducimos que w? = 3g/L. Pero

va=o (% L):
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TEMA VII

TERMODINAMICA

Sistemas termodinamicos. Paredes
Variables o coordenadas termodindmicas
Presién
Volumen
Temperatura
Ecuacion de estado. Equilibrio. Procesos reversibles
Gases ideales. Leyes y ecuacién de estado de los gases ideales
Calor. Calor especifico. Calor latente
Trabajo termodinamico. Diagramas p-V

Primer principio de la Termodinamica. Aplicaciones

Procesos ciclicos

Proceso is6coro

Proceso is6baro. Entalpia

Proceso adiabatico

Procesos en gases ideales
Energia interna de un gas ideal
Procesos isobaros en gases ideales. Formula de Meyer
Procesos adiabaticos en gases ideales. Ecuaciones de Poisson

Segundo principio de la Termodinamica. Maquina térmica. Entropia
Necesidad del segundo principio de la termodinamica
Conversién de calor en trabajo
Enunciado del segundo principio de la termodinamica
Méaquina térmica
Rendimiento
Entropia S
Calculo de las variaciones de entropia en procesos reversibles
Proceso reversible y adiabatico
Proceso reversible e isotermo
Proceso reversible no isotermo
Calculo de las variaciones de entropia en procesos irreversibles
Calculo de las variaciones de entropia en los cambios de fase. Medida del desorden
Entropia de fusion
Entropia de vaporizacion
La entropia como medida del desorden
Ciclo de Carnot
Rendimiento del ciclo de Carnot
Magquinas frigorificas y bombas térmicas
Eficiencia de una maquina frigorifica
Eficiencia de una bomba térmica
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1.

Un calorimetro de laton (calor especifico 0.09 cal/°C/g) de 125 gramos contiene 250
gramos de hielo (calor especifico 0.5 cal/°C/g) a — 15 °C. Calcular la cantidad de vapor
de agua, a 100 °C y a la presion normal, que es necesaria para que todo el sistema
llegue a la temperatura de 15 °C.

AQ=mcAT

AQ=m L (en los cambios de fase)

Se entiende que el calorimetro esta a la misma temperatura que el hielo que contiene. Por
tanto, el laton debe pasar de —15 °C a 15 °C:

AQ (latén) = 125:0.09-30.

El hielo debe pasar de hielo a —15 °C a hielo a 0 °C, de hielo a 0 °C a agua a 0 °C, y de agua
a0 aaguaalseC:

AQ (hielo) = 250-0.5-15 + 250-80 + 250-1-15

Una cantidad x de vapor debe primero licuarse pasando de vapor a agua a 100 °C. Después
debe pasar de agua a 100 °C a agua a 15°C:

AQ (vapor)=x-540+x - 1-85
AQ (latén) + AQ (hielo) = AQ (vapor)

125-0.09-30 + 250:0.5-15 + 250-80 + 250-1:15 =X - 540 + x - 1-85
Resp.: 41.54 gramos

Un mol de un gas ideal sufre un calentamiento isobarico de 72 °K comunicandole 1.6
KJ de calor. Determinar: a) el trabajo realizado por el gas; b) el incremento de su
energia internay c) la magnitud y.

a)

Al ser un calentamiento isobarico p es constante, por tanto: AW =p AV =n R AT:

AW = 1-8.3149-72
Resp.: 598.67 J

b)

AU = AQ - AW = 1600 -598.67
Resp.: 1001.33J

c)

Al ser un gas ideal AU =n C, AT. Como AQ =n C, AT:

C, AQ 1600

e _
C, AU 100133

'Y =
Resp: 1.5978

¢Cuantas calorias se necesitan o se desprenden al comprimir isotérmicamente 10 litros
de un gas ideal a 27 °C y 1 atm hasta reducir su volumen a la décima parte?

Al ser AT = 0, por tratarse de un gas ideal, entonces AU = 0. De donde:
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VZ VZ
AQ=AW = [ pdV = nRT | dvv = NRT In (Vo/Vs) = paVs In (Vo/Vs)
V, V,

1 1

AQ = 10132510107 In (1/10) = — 2333.09 J = — 557.24 cal.
Resp: Se desprenden 557.24 cal

Un mol de un gas ideal monoatdmico se encuentra a 273 °K y 1 atm. Calcular la
variacion de energia interna y el trabajo realizado cuando absorbe 500 J a) a presion
constante y b) a volumen constante.

Gas monoatémico: C,= %R ,Cy= gR
a)
AQ=n C, AT 500 = 1-% -8.3149:(T-273) T =297.20°K
AU=n C,AT = 1'2 -8.3149:(297.20 — 273)
Resp.: AU=301.871J
AW = AQ — AU = 500 — 301.89

Resp.: AW =198.13 ]

b)

AQ = AU, porque AW =0
Resp.: AU=5001J
Resp.: AW=01]

Una maquina de vapor trabaja entre la temperatura de la caldera a 250 °C y la del
condensador a 50 °C y desarrolla una potencia de 8 CV. Sabiendo que el rendimiento
es del 30% respecto al de una maquina ideal que trabaje entre las mismas
temperaturas, hallar la cantidad de calor que debe aportar la caldera en la unidad de
tiempo.

Ncarnot = M =1 _T_f: 1-— M =0.3823

AQ, T, 250+ 273.15

1 = 0.3 Neamot= 0.1147

AQ, = AW/n = 8/0.1147 = 69.7533 CV = 69.7533 - 735 J/s = 12245 cal/s
Resp.: 12245 calls

En un recipiente de 5 litros, cerrado, se encuentra hidrégeno en condiciones normales.
Se enfria 55 °K. Hallar la variacion de energia interna del gas y la cantidad de calor
transmitido.

Tratando el hidrégeno como gas biatémico ideal:

AU=n C, AT
-
RT
5
CV:ER
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10.

11.

51013255107°

AU = —
2 27315

(-55)

N | o

v AT =
T
Resp.: AU =-255.03J

Como el proceso se realiza a volumen constante, el trabajo es nulo. Por tanto:
Resp.: AQ =AU

En un recinto de 1 m® se han introducido 224 gramos de hidrégeno, 224 gramos de
helio, 224 gramos de nitrégeno y también 224 gramos de oxigeno. La temperatura es de
17 °C. Suponiéndolos gases ideales, calcular la presién de la mezcla.

Todos los gases son biatémicos. EI nimero de moles de cada uno es:
n (Hy) = 224/2; n (He) = 224/4; n (N,) = 224/28; n (0O,) = 224/32
El nimero total de moles es la suma: n =112 + 56 + 8 + 7 = 183.

p=nRT/V=1830.082:(273.15 + 17)/1000
Resp.: 4.354 atm

Un recipiente de 1 m® contiene 1 kg de oxigeno a 100 °C. Otro igual tiene 1 kg de
hidrogeno a la misma temperatura. Estando el conjunto aislado del exterior, se
comunican entre si los dos recipientes de modo que ambos gases se mezclan por
completo. Luego se introduce en el interior una mezcla de 4 kg de agua y 200 gramos
de hielo fundente, volviendo a aislar el conjunto. Sabiendo que el calor especifico molar
a volumen constante de la mezcla de oxigeno e hidrogeno es 5 cal/mol, ¢cual es la
temperatura de equilibrio?

El nimero de moles de oxigeno es 1000/32. El de hidrégeno 1000/2.
El proceso se realiza a volumen constante.

Los 200 gramos de hielo fundente necesitan 200-80 cal para convertirse en agua a 0 °C. Por
tanto, una vez fundido el hielo, disponemos de (4000 + 200) gramos de agua a 0 °C.

AQ, =n C,AT =5 (1000/32 + 1000/2) (100 — T)
AQ = 200-80 + (4000 + 200) (T - 0)

E igualando los calores absorbidos y cedidos, y despejando T:
Resp.: 36.41 °C

En un calorimetro, cuyo equivalente es agua es 50 gramos, hay 200 gramos de agua y
20 gramos de hielo, todo a 0 °C. Si se introducen 100 gramos de agua a 50 °C, ;cual es
la temperatura final?

(200 + 50):(T - 0) + 20 - 80 + 20:(T - 0) = 100:(50-T)
Resp.: T =9.189 °C

Una masa de agua cae desde una altura de 854 m. Si toda la energia desarrollada se
invirtiera en calentar el agua, hallar la temperatura que adquiriria si estaba a 20 °C.

mgh = 4.1869 m ¢ AT aT=_9n _ 9885
4.1860C  4.18691000

Resp.: 2°C

Se colocan en el interior de un calorimetro, dotado con un termémetro y un agitador,
50 gramos de agua que se agita hasta que adquiere una temperatura estable de 15.2 °C.
Entonces se introducen 250 gramos de agua a 22.62 °C. Se agita de nuevo hasta que se
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12.

13.

alcanza la temperatura de equilibrio de 20.5 °C. Las pérdidas de calor son
despreciables. Determinar el equivalente en agua del calorimetro.

Los 250 gramos de agua a 22.62 °C ceden calor a los 50 gramos de agua y a la masa m,
equivalente en agua del calorimetro:

250 (22.62-20.5) = (50 + mg) (20.5 - 15.2) Resp.: m, = 50 gramos
Un montacargas sube 427 kg a una altura de 36 m a 0.6 m/s. La energia perdida por
resistencias pasivas en el motor que lo acciona se transforma en calor, y su valor es tal
gue 100 ascensiones elevan la temperatura de una mezcla de 5 kg de hielo y 5 kg de
agua a 0 °C hasta 122 °F. Calcular el rendimiento y la potencia en CV del motor.
El trabajo en las 100 ascensiones es:

AW =m;gh-100 = 427-9.8-36:100 = 15064560 J
La temperatura en °C es:

(°F — 32)-100 = °C-180 (122 — 32):100 = °C-180 T=50°C

El calor perdido en rozamientos es:

AQ =mj, L+ (M, + m3) ¢ AT = 5000-80 + (5000 + 5000)-1-(50 — 0)
AQ = 900000 cal = 3768210 J

El rendimiento es:
AW 15064560

" AW+AQ 15064560 + 3768210

n
Resp.: n =80%

El tiempo invertido por el montacargas en cada ascension es el cociente entre la altura y la
velocidad. El tiempo en las 100 ascensiones es 100 veces mas: At = 100-36/0.6 = 6000 s. Y
la potencia es:

_ AW +AQ _ 15064560 + 3768210
At 6000

P = 3138.795/735 CV

Resp.: 4.27 CV

¢Qué variacion de entropia experimenta 1 gramo de hielo a 0 °C cuando a presion
normal se convierte en vapor de agua a 100 °C?

Durante la fusion:

_ ﬂ: 4.1869-m-L¢ _ 4.18691:80 —1.996 J9K.
T T 273.15

ASf

Durante el calentamiento de 0 a 100 °C:
As. =4.1869 m ¢ In (T»/T,) = 4.1869:1:In(373.15/373.15) = 1.306 J/°K
Durante la vaporizacion:

_ AQ _4.1869mL, _ 4.18691540
T T 373.15

=6.059 J/°K

Asy

As = Asg + Ase + Asy
Resp: As =8.591 J/°K
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14.

15.

16.

Cinco moles de nitrogeno se comprimen desde 1 a 100 atm a la vez que su temperatura
crece de —20 °C a 200 °C. Calcular la variacién de entropia.

Considerando al nitrégeno como un gas biatémico ideal, calculamos la variacion de entropia
sumando la de un proceso a presién constante con la de otro a temperatura constante:

As = As, + Ast= (AQ/T), + (AQ/T)y
A presion constante, el calor absorbido es
8Qp, =n C, dT.

A temperatura constante, la variacion de energia interna es cero por tratarse se un gas ideal;
por tanto, el calor es igual al trabajo:

8Qr=8W=pdVv
Diferenciando la ecuacion de estado:
d(pV) = d(nRT)

como T es constante:

Vdp +pdV =0
Por tanto:
3Qr = -Vdp.
Sustituyendo V:
8Qt=—nRT dp/p.
ds =ds, + dst=nC, dT/T —nR dp/p
Integrando:

as=n|C,in2-RinP2|_sR (1 jnd7315 100
T 225315 1

Resp.: As =-100.45 J/°K

Un gas ideal con valores iniciales p; y V; se expande adiabatica y cuasiestaticamente
hasta alcanzar los valores p, y V,. Calcular el trabajo y la variacion de energia interna.

V, V,
AW = IpdV = J‘LdV =L(V21_V _Vll‘V)zi v, p_2_V1ﬂ _PiVi—p,V,
Vi 1y 1-y( %k Kk y-1
\ \
Sabemos que al ser un proceso adiabatico
AW =-AU

pero podemos corroborarlo a través de la dltima expresion calculada:

AW = PiVi =P,V _ NRT —nRT, _ nR(T; - Ty) C, = nR(T, - T,)
y-1 &_1 C,-C, R
C

C, =-nC,AT =-AU

Un mol de un gas ideal cuyo C, es 3 cal/mol/°K, que inicialmente esta a 1 atm, describe
el siguiente ciclo reversible: partiendo del estado inicial, experimenta una compresion
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adiabéatica hasta duplicar su temperatura; a continuacion se calienta a presion
constante y por ultimo sufre un enfriamiento a volumen constante hasta alcanzar el
estado inicial. Calcular: a) el rendimiento y b) la variacién de entropia de cada una de
las transformaciones.

De la relacion de Meyer: C, — C, = R, con R = 2 cal/mol/°K, deducimos que C, = 5. Por
tanto, el coeficiente adiabatico es:

p

y=CyJC, =53

En el proceso 1-2:

T Vi =T, v,

pero
T,=2T;
por tanto
— Vl
242
Como
Ps = P2
entonces
T3 = ﬁTZ
V2
pero
Vl = V3
de donde deducimos que
Ts=442T,

a)

Para calcular el rendimiento efectuamos el cociente:

AW AQy; —|AQy| -1 _|AQ31|

AQ2s AQ2s AQas

donde empleamos el signo negativo si, como se expresa, calculamos el valor absoluto de
AQg. El resultado seria el mismo si pusiésemos un signo positivo, pero aplicasemos el
convenio de signos, pues AQs; es un calor “cedido”.

nC,
AQp=nC,(T3-Ty) = —R (P3V3 = p2Va),

Pero

paVs = prl%: 4\/5 p:V1
1
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17.

p2Va = pr1k =2p Vi
T
por tanto:

C
AQys = ?"(M ~2)pVs

nC,
nR

AQz =nC, (T1-Ts) = (P2V1—psVa)

C
AQs; = F"(l— 4\/5) p:1V1

S X MY 1-42)

AQ,; Cp (4\/5 -2)

y recordando que C,/C, = 5/3
Resp.: n =0.236

b)

En la transformacion adiabatica 1-2 no se produce variacion de entropia.
Resp.: As;; =0

En el proceso 2-3:
Asy3 =nCyln E =15 1In ﬂ

Resp.: Asy;3=7.5In2
En el proceso 3-1:

VT

T
Asz; =nCyln| =2
31 v (T:LJ

Aoy =13 .(ﬂJ
Tl

dsz; = —8?_31 —nc, 4T

e integrando:

Resp.: As3; =91n 2
8 kg de O, a 2 atm y 400 °K se expansionan isotérmicamente hasta un estado B a 1 atm.
Luego lo enfriamos a presion constante hasta un estado C y, por Gltimo se comprime
adiabaticamente hasta el estado inicial A. Determinar: a) el calor que absorbe o cede
en cada transformacién; b) el trabajo realizado, y c) el rendimiento.
n = 8000/32 = 250 moles P
Va=n R Ta/pa =250-0.082:400/2 = 4100 litros

Tg=Ta, pg =1atm, portanto Vg=n R Tg/pg = 8200 litros c B

Consideramos un gas ideal biatémico: y = Co/C, = 7/5= 1.4

EnpaVA =pcVE, como pe = pg, calculamos V¢ = 6725.75 litros.
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18.

a)

Como el proceso AB es isotermo AU = 0, por tanto:

B B
AQas =AW= [pdv = [ nRTdVV - nRTIn%: 250-8.3149-400-In 2
A
A A

Resp.: AQag = 576344.95 ]

7 V,
AQac =nCy(Te ~Te) =n - R(F’E—RC— TBJ = 3.5(pcVe — N R Tg) = 3.5(pcVe — PsVa)

AQgc = 3.5 pg (Ve — Vp) = 3.5:101325(6.72575 — 8.200)
Resp.: AQgc = —522824.33 ]

El proceso CA es adiabatico, por tanto:

Resp.: AQca=0
b)
AWpg = AQpg
Resp.: AWpg = 576344.95]
AWpgc = pg (Ve — V) = 101325(6.72575 — 8.200)
Resp.: AWpgc = —149378.38 J
AWea = — AUga = — N Cy(Ta-Te) = —n> _PcVe ) ~
CA—— CA — V(TA TC) =—-Nn 2 R TA R = 25(nRTA pCVC)
AWca = — 2.5(250-8.3149-400 — 101325-6.72575)
Resp.: AWca = — 375008.45 ]
c)

El rendimiento es:

_ AW _ AW, + AW + AW, _ 576344.95 -149378.38 — 375008.45

AQ, AQ g 576344.95
Resp..n=9%

Un cilindro de 10 cm? de seccién y 20 cm de altura, tapado por un émbolo, contiene un
gas ideal biatémico a 1 atm y 27 °C. Sobre el émbolo apoyamos una pesa de 10 kg que
comprime el gas rapidamente; luego dejamos el tiempo suficiente para que el gas
recupere la temperatura inicial; entonces se quita la pesa y el gas se expande
rapidamente; y dejamos de nuevo que el gas recupere su temperatura inicial. a)
Representar los procesos en el diagrama p-V, calculando los valores p, V, T de los
extremos de cada proceso, y b) hallar los calores absorbidos y cedidos por el gas.

a)
En los procesos A—B y C-D, al comprimir/expandir el gas rapidamente, suponemos que no
existe intercambio de calor con el entorno; es decir, se producen dos transformaciones
adiabaticas. Los procesos B—C y D—A son isdbaros.

VA = 10-20 = 200 cm® = 0.2 litros. P B

pe = 1 atm + mg/S = 101325 + 10-9.8/0.001 = 199325 Pa.

Consideramos un gas ideal biatémico: y = Co/C, = 7/5 = 1.4. )
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19.

EnpaVX =pgVg, calculamos Vg = 0.12335 litros

PAVa 1013250.2

pc = pes = 199325 Pa
Tc=Ta=300.15°K

Ve=VaPalc

PCTA
por tanto:
V¢ = 0.10167 litros

Po=Pa= 101325 Pa

Enpc V¢ =ppVy, calculamos Vp = 0.16484 litros

To=TAPoVD _ 300 15.2:16484 = 547 39 0
PaAVa 0.2

Escribiendo la respuesta en coordenadas (p, V, T) (Pa, litros, °K):

Resp.: A (101325, 0.20000, 300.15); B (199325, 0.12335, 364.16)
C (199325, 0.10167, 300.15); D (101325, 0.16484, 247.38)

b)
En los procesos A-B y C—-D no se absorbe ni se suministra calor.

. 103
AQec=n C,AT = PaYa ¢ ap— 101825021077 7 p (354 15 _ 364 16)
RT, R30015 2

Resp.: AQgc = —15,126 J
Anélogamente: AQpa=n C,AT
Resp.: AQpa=12.47 ]

Un cilindro cerrado con paredes térmicamente aislantes tiene un émbolo en la parte
central que se puede mover sin rozamiento. A cada lado del émbolo hay 54 litros de un
gas ideal a 1 atmy 0 °C, cuyo C, es 4 cal/mol/°K. Se suministra calor al lado izquierdo,
esta porcion de gas se expande y comprime la del lado derecho hasta 7.29 atm.
Calcular: a) la temperatura final del gas en ambos partes; b) el trabajo realizado sobre
el gas de la derecha, teniendo en cuenta que este gas, por estar totalmente aislado, no
puede intercambiar calor, y ¢) calor suministrado al gas de la izquierda.

Po Po Py P2= P
Vo V, v, v,
To T, T, T,

Para que el piston deje de desplazarse: p, = p; = 7.29 atm.

Si C, = 4 cal/mol/°K, con R = 2 cal/mol/°K, de C, — C, = R deducimos C, = 2. Por tanto:
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21.

C
p:2

Y=C—V

a)

El proceso es adiabatico porque las paredes son térmicamente aislantes.
EnpoV§ =p,V;, calculamos V, = 20 litros
Vi =2V, -V, =88 litros

En PoVo _ PV

calculamos T;:
TO Tl

Resp.: T, =3245.022 °K

En PoVo _ P2V,

calculamos T»:
TO T2

Resp.: T, =737.505 °K
b)

Del problema 15:

_ PoVo-Pp,V, 101325(1:54107° —7.29-2010°°)
AWp = 1 2-1
y— N

Resp: AWp = -9301.635]
c)
El trabajo anterior lo realiza el gas de la izquierda. Para este gas el trabajo es positivo.

La variacién de la energia interna en el gas de la izquierda es:

AU =1 Cy(T; -Tg) = F’Fg;’o Cy(T1 =To) = 59530.464 J
0

AQ = AWp + AU = 9301.635 + 59530.464
Resp.: AQ = 68832.099 J

Calcular la variacion de entropia que se produce cuando se mezclan 200 gramos de
agua a 30 °C con 400 gramos de agua a 0 °C.

Calculamos la temperatura de equilibrio:
200-1-(30-T)=400-1(T-0)T=10C
Tanto el enfriamiento como el calentamiento se producen a presion constante:
As (enfriamiento) = m;C In (T/T;) = 200-1:In (283.15/303.15) = — 13.65 cal/°’K
As (calentamiento) = m; ¢ In (T/T,) = 400-1-In (283.15/273.15) = 14.38 cal/’K

As = As (enfriamiento) + As (calentamiento)
Resp.: As =0.73 cal/°’K

Una bomba térmica funciona entre dos focos a 5 °C y 25 °C. El trabajo aportado al
ciclo es 1 Kw-h. Determinar: a) el coeficiente de eficacia o eficiencia de la termobomba
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23.

funcionando como maquina calorifica; b) la cantidad de calor comunicado al foco
caliente, y c) el coeficiente de la termobomba funcionando como maquina frigorifica.

Consideremos que desarrolla un ciclo de Carnot en ambos casos:

a)
_AQ . AQ.  _ T, _ 29815
AW  AQ.-AQ, T,-T; 20

Resp.: € =14.9

b)
AQ.=e AW =14.9-3.6:10°

Resp.: AQ, = 5.37:10"J

c)

AQ, AQ, T, 27815
AW  AQ,-AQ, T,-T, 20

Resp.: €¢=13.9
Una maquina frigorifica produce 12 kg de hielo cada minuto y trabaja entre 0 °C y 37
°C segun un ciclo reversible de Carnot. Calcular: a) el factor de eficiencia; b) el trabajo
gue consume la maquina por cada kilo de hielo, y ¢) su potencia en CV.
Suponiendo que trabaja segln el ciclo invertido de Carnot:

a)

_AQ, _ AQ, _ T 27315

AW AQ.-AQ, T,-T; 37

Resp.: € = 7.382
b)
El calor absorbido AQ, por cada kg de hielo es:
AQ, =1000-80-4.1869 J
Por tanto, el trabajo consumido sera:

AW = AQ./ ¢
Resp.: 45371.5J

c)

P = AW/At=12-45371.5/60 = 9074.3/735 CV
Resp.: 12.346 CV

Una maquina térmica que realiza trabajo para hinchar un globo, extrae 4 kJ de un
foco caliente a 120 °C. El volumen del globo aumenta en 4 litros y el calor se cede a un
foco frio a temperatura T. Si su rendimiento es la mitad del de una maquina de Carnot
gue trabajase entre los dos mismos focos, calcular T.

Suponiendo que el globo se infla a la presion atmosférica:
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2103
—_— LI (1_ T j: AW _ pAV _ 1013254107 _ )01 aoe
Ty 393.15) AQ, AQ, 4000000

Resp.: T =313.48 °K

24. Una maquina de Carnot cuyo rendimiento es del 40% esta conectada a su foco frio a 7
°C. Calcular: a) temperatura del foco caliente, y b) ¢en cuantos grados debe
aumentarse la temperatura del foco caliente para que el rendimiento sea del 50%7?

a)
n= T 0.4:1_280.15
Ty Ty
Resp.: T,, = 466.92 °K
b)
05=1- 280.15
466.92 + AT,

Resp.: AT, = 93.38 °K

25. Una bafiera contiene 50 litros de agua a 25° C, ¢cuanto tiempo sera preciso abrir el
grifo de agua caliente para que la temperatura final sea 40° C? Temperatura del agua
caliente 80° C. Caudal del grifo 5 litros/segundo.

AQ=mcAT
50.10%1.(40 — 25) = 5:10°At-(80 — 40) Resp.: 3.75 '

26. Al comprobar un termdémetro, colocado en hielo fundente, marca — 5° C, y a la
temperatura de ebullicion del agua 103° C, ;a qué temperatura verdadera esta cuando
marca 22° C?

T T,-0 T+5 _ 100

= T,==—(T+5
(0,100) (123 100-0 103+5 108" )

T,= 19215
108

?

(5.0 22 (1030) T Resp.: T, = 25°C

27. La masa de un gas que ocupa 3 litros a 20° C y 10 atm es 55 g. ¢De qué gas se trata?
¢Nitrégeno, vapor de agua, amoniaco o dioxido de carbono? (N=14, H=1, O=16, C=12).

pV=nRT=(m/M)RT, por tanto el peso molecular es:

mRT _ 550.082:293.15 _
pV 10-3

M= 44

que se corresponde con el del CO,. Resp.: CO,
28. Una bola de acero cuyo calor especifico es 0.11 cal/g °C se deja caer desde una altura
de 2 m sobre un plano horizontal que ni se mueve ni se calienta, la bola rebota y se
eleva 1.5 m. ¢ Cual es el incremento de temperatura experimentado por la bola?
mgh = AQ + mgh’

siendo

AQ=4186.9mc AT
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30.

31.

con men kg y c en cal/g/°K.
Por tanto:

po 9(h-h) _9.82-15)
4186.9c 4186.90.11

Resp.: AT =0.01064 °C
Una méaquina frigorifica realiza un ciclo de Carnot invertido entre dos fuentes a 37° C

y —13° C. Extrae 1000 J de la fuente fria, ¢ qué trabajo es necesario comunicarle?

T _AQ, 273.15-13 1000
T,-T. AW 37+13 AW

E=

Resp.: AW =192.2]

En un tubo de vidrio vertical de seccion uniforme, cerrado por su extremo inferior hay
aire encerrado bajo una gota de mercurio. A 20° C el aire alcanza en el tubo 25 cm de
altura. ;Qué altura alcanzara a 80° C?
La presién se mantiene constante.
La seccién del tubo es S y la altura h. Por tanto, el volumen de aire es V = Sh.
Sustituyendo en la ecuacion de estado:

pV =nRT pSh =nRT

pV’ =nRT’ pSh’=nRT’

y dividiendo miembro a miembro

h T
-

hl

25 _ 20+273.15
h' 80+273.15

Resp.: 30.12 cm
El sol manda a la alta atmésfera una potencia de 1.4 KW/m? A la superficie de la
Tierra llega aproximadamente 1 KW/m?. La central solar de Almeria tiene instalados
11980 m? de colectores y produce 1.2 MW de potencia eléctrica. ;Qué eficiencia de
conversion tiene?
Produce 1.2 MW = 1200 KW
Pero, recibe 1 KW/m? - 11980 m? = 11980 KW

Por tanto

AW _ 1200
AQ, ~ 11980

Resp.: n = 10%
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32. La figura muestra una maquina reversible que opera ciclicamente absorbiendo 1500
KJ de la fuente térmica a — 60° C y realizando un trabajo de 230 KJ. Supéngase que
todos los focos mantienen su temperatura constante. Se desconoce el sentido de los
flujos de calor Q, y Qz. Determine: a) la magnitud y el sentido de las interacciones
energeéticas con las otras dos fuentes; b) las variaciones de entropia originadas, y c) el
aumento de entropia que tiene lugar en el ciclo.

W =230 KJ
Qz=¢? [ \ Q, = 1500 KJ
Q,=¢?
Foco 3 Foco 2 Foco 1
123 K 183 K -60 C

El foco 1 es un foco caliente a 213.15 °K, pues de él se extrae calor.
a)
Hipotesis n® 1: Supongamos que los focos 2 y 3 son frios.

Como la maquina opera ciclicamente, en cada ciclo completo la variacion de energia
interna es cero. Por tanto AQ — AW = 0. Es decir: AQ = AW

AQ=Q1-Q,-Q3=1500-Q, - Qs
AW =W =230
Por tanto
Q,+Q3=1270 1)
Al ser la maquina reversible, su rendimiento es el de Carnot para cada pareja de focos.

Sea W, el trabajo desarrollado entre el foco 1 y el 2. Analogamente, sea W5 el que se
realiza entre el foco 1 y el 3:

(foco 1, foco 2): n, _p- T2 W
T, W,+0Q,
1183 _ W ?
21315 W, +Q,
T, W.
(foco 1, foco 3): My =1-—2=—3
T, W;+Qq
L1238 W .
21315 W, +Q,
Pero:
W=W,+ W,
230 =W, + W; (4)
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Las expresiones (1), (2), (3) y (4) constituyen un sistema de 4 ecuaciones con 4
incognitas, cuya solucion es:

Q. =1233.45 KJ; Q3 = 36.5433 KJ; W, =203.217 KJ; W3 = 26.7827 KJ
Todas los valores son positivos.
Hipdtesis n® 2: Supongamos que los focos 1y 2 son calientes y el Unico foco frio es el 3.

El rendimiento de Carnot entre los focos 1y 3 es:

T, W,
(foco 1, foco 3): my =1-—F-=—L
Thl Ql
__128 _ W, W, = 585 KJ
213.15 1500

pero, con ese valor de W;:

W,=W-W;=230-585< 0.

Al ser W, negativo, la hip6tesis n° 2 es incorrecta. Por tanto:
Resp.:
Los focos 2 y 3 son frios.
Q. =1233.45 KJ; W, =203.217 KJ
Q3 = 36.5433 KJ; W, = 26.7827 KJ

b)

La variacién de entropia en el foco caliente es AQ./T y en cada foco frio —AQ/T+.

Por tanto, como el foco 1 es el caliente y los 2 y 3 son frios, las variaciones de entropia de
cada foco son:

As; = Qi/T; = 1500/213.15; As, =— Q,/T, =—1233.45/183; Asz =— Qa/T5 = —36.5433/123
Resp.: As; = +7.0373 KJ/°K; As, = - 6.7401 KJ/°K; Asz =—0.2971 KJ/°’K

c)

Por tratarse de una maquina reversible, el aumento de entropia del ciclo es:

AS=As; +As; + As3 =0
Resp.: As=0
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TEMA VIII

CAMPO GRAVITATORIO Y ELECTROSTATICO

Concepto de campo gravitatorio y eléctrico
Intensidad del campo gravitatorio y eléctrico
Intensidad del campo gravitatorio: g

Intensidad del campo eléctrico: E
Representaciones gréaficas
Leyes de Kepler
Ley de gravitacion universal
Ley de Coulomb
Campos creados por una 0 varias masas 0 cargas puntuales
Potencial y energia potencial gravitatoria
Velocidad de escape. Orbitas
Velocidad de escape
Orbitas
Orbita circular
Orbita eliptica
Orbita parabolica
Orbita hiperbélica
Potencial y energia potencia eléctrica
Teorema de Gauss

Teorema de Gauss para el campo gravitatorio
Teorema de Gauss para el campo eléctrico
Dieléctricos y conductores
Dieléctricos
Conductores
Induccion electrostética
Conductor cargado en equilibrio electrostatico con una cavidad interior
Conductor descargado con una carga situada dentro de una cavidad interior
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1. Calcular el campo debido a una masa cilindrica muy larga y homogénea de densidad p y
radio R en el interior, en el exterior y en la superficie.

Interior:

Aplicamos el teorema de Gauss utilizando como superficie de integracion
un cilindro de radio r menor que R. Como el valor de g es el mismo para
toda la superficie de integracién y en las bases del cilindro el vector g es
perpendicular al vector superficie:

@:J'g-d§=—4nelv| —gS = ~47GM
M = densidad-volumen ~ —g-2nrh = -4nGpnrh
Resp.: g = 2npGr
Exterior:
Aplicamos el teorema de Gauss utilizando como superficie de integracion un cilindro de radio r
mayor que R:
®= jg-dé: —47GM

—gS = —4nGM —g-2nrh = -4nGpnR*h
21pGR?
r

Resp.: g =

En la superficie:

Podemos emplear cualquiera de las dos expresiones calculadas y sustituir r por R.
Resp.: g = 2npGR

Obsérvese que el campo es cero en el centro del cilindro, crece linealmente hasta la superficie
donde es maximo, y decrece desde la superficie hasta el infinito donde vuelve a anularse.

2. Calcular el campo gravitatorio en el interior, en el exterior y en la superficie de la Tierra
supuesta esférica, homogénea, de densidad constante y el Unico astro del Universo.

Interior:

Aplicamos el teorema de Gauss utilizando como superficie de integracion una esfera de radio r
menor que el radio de la Tierra R. Como el valor de g es el mismo para toda la superficie de
integracion:

@ =jg-d§=—4nelvl —gS = —47GM
M = densidad - volumen —g-4nr® = —411Gp%1'tr3
4
Resp.: g = 3 npGr
Exterior:

Aplicamos el teorema de Gauss utilizando como superficie de integracion un esfera de radio r
mayor que R. Como el valor de g es el mismo para toda la superficie de integracion:

®= J'g-dé = 47GM  —gS = —47GM
—g-4nr? = —47GM
Resp.: g :GMZ
r

i El mismo valor que el obtenido supuesta la Tierra una masa puntual!
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En la superficie:

Podemos emplear cualquiera de las dos expresiones calculadas
y sustituir r por R.

. _ M
Resp.: g = G?

Obsérvese que el campo es cero en el centro de la tierra, crece
: linealmente hasta la superficie donde es maximo, y decrece
R r desde la superficie hasta el infinito donde vuelve a anularse.

3. Enel espacio, fuera de la influencia de los cuerpos celestes, tres masas puntuales de 2, 4y 2
Kg se encuentran en los vértices de un cuadrado de 1 m de lado, ¢cuél es la fuerza que
ejercen sobre una particula de 1 gramo colocada en el cuarto vértice?

211072

Los médulos de F; y F3 son iguales: F; = F;=G B =2G10°N

F=2G107°% F,=2G107%j

411073

(Vaf

F1 El modulode F, esF, = G =2G10°N

(&Y

El vector unitario segln la direccion y el sentido de F, es f Por tanto:
F, =4/2G1073(i + )

La fuerza resultante es la suma vectorial de las tres:
F=(2+42)G103( + )N

Resp.:
F=3.222102N
4. Tres cuerpos de la misma masa se encuentran en los vértices de un triangulo equilatero de
lado L. Calcular: a) la intensidad del campo creado en el centro del triangulo; b) la fuerza
gue ejercen dos masas sobre la tercera, y c) la velocidad a la que deberia girar el sistema
alrededor de su centro para que las distancias permanezcan fijas.

a)

El punto P se encuentra en el cdm de la figura. Dada la simetria del
problema, el campo creado por C es igual y de signo contrario al
creado por Ay B. Por tanto:

Resp.: gp =0

b)

Calculemos la fuerza ejercida sobre C. EI médulo de la ejercida por A es el mismo que el de la
ejercida por B:

F:FA:FB:Gm_.gn
L

Pero las componentes horizontales se cancelan entre si, mientras que las componentes verticales
se suman algebraicamente. La resultante es vertical de modulo: 2Fcos 30:
2
m
Resp.: F = ﬁG?

c)
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Para que las distancias permanezcan constantes, la fuerza del apartado b) debe provocar la
aceleracion centripeta con la que esté dotada la masa de C, cuya distancia a P es % de la altura,

V3

es decir L? . Anédlogamente con Ay B:

2 2

m v /Gm

F=ma 1/3GF=m 7 Resp.: v= -+
3

L

Un satélite de 50 kg orbita a 500 km de altura sobre la Tierra (R = 6370 Km, g = 9.8 m/s*
en la superficie). Calcular: a) la velocidad que posee; b) su energia cinética; c) la energia
gue hubo que comunicarle para situarlo a esa altura, y d) la energia total comunicada al
satélite.

a)
GM
Vo =
R+h
pero
GM =gR?
por tanto
Vo= R g
R+h
Resp.: 7608.06 m/s
b)
2
Ec:lG Mm =lg mR
2 R+h 27R+h
Resp.: 1.447-10°J
c)

El satélite tiene una energia potencial en la superficie de la Tierra U(R) = —G%y necesita

tener una energia potencial mayor, de valor: URR + H) :—G%, por tanto, habremos de
+

aportarle la diferencia entre esas dos energias:

E=UR+H)-UR) =G Mm | L-_1
R R+H
11

E= ng{ﬁ‘m
Resp.: 2.2717-10% ]

d)
Er=Ec+E Resp.: 1.674-10°

Un satélite de masa m describe Orbitas circulares de radio 2R en torno a un planeta aislado
de radio R. Con una energia igual a la utilizada para ponerlo en érbita partiendo de la
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superficie del planeta, se pretende elevar otro satélite de masa 2m, ¢a qué distancia del
centro del planeta orbitara?

La energia mecénica (cinética + potencial) que tiene el satélite de masa m a una distancia 2R del
centro del planeta es:

Pero en la superficie del planeta tiene una energia potencial

:_Gm

Por tanto, la energia que hubo que aportarle para ponerlo en érbita a 2R del centro del planeta es:

Ea:E_U:_EGm+Gm=§Gm
2 2R R 4 R

La energia mecanica (cinética + potencial) que tiene el satélite de masa 2m a una distancia r del
centro del planeta es:

E,:_EGMZm
2 r

Pero en la superficie del planeta tiene una energia potencial

U=-G2<"
R

Por tanto, la energia que hay que aportarle para ponerlo en drbita a r del centro del planeta es:

M2m LG M2m

E-U=-1g
2 r R

que, segun el enunciado, debe ser igual a E;:

_EGM2m+GM2m =EGMm

2 r R 4 R
4
Resp.:r=—R
5
iNo puede ponerse en orbita!
Desde la superficie de la Tierra, cuya masa es 6:10* Kg, se lanza un cuerpo verticalmente
hacia arriba; a) si se le comunica una velocidad de 8 Km/s, ¢qué distancia al centro de la
Tierra alcanzaria si no existiese atmoésfera?; b) ¢qué velocidad necesita para alcanzar, en
ausencia de atmosfera, una altura igual al radio de la Tierra r = 6370 km?
a)

Llega, sin velocidad, a una distancia R del centro de la Tierra, partiendo de su superficie con una
velocidad v:

Ec+U(r) =0+ U(R)

%mv2 _gMm__gMm
r
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Resp.: 12.97-:10° m
b)

Resp.: 7927.45 m/s

8. Se lanza un cohete desde la Tierra (masa 6-10%* Kg, radio 6370 Km, G = 6.67-10™ SI),
supuesta aislada en el universo, en direccion radial. Queremos que se aleje infinitamente,
¢cual seria la velocidad que tendria que llevar a 10000 km sobre la superficie de la Tierra?

En el infinito la energia potencial es cero y suponemos que el cohete llega sin velocidad. Por
tanto, su energia mecéanica es cero; energia mecénica que tiene que conservarse en cualquier
punto de la trayectoria. Luego, si a una distancia R + h del centro de la Tierra tiene una velocidad
v, se cumple:

Resp.: 6992.44 m/s

9. El satélite mayor de Saturno, Titan, describe una 6rbita de radio medio r = 1.222.10° Kmy
su periodo es de T = 15.945 dias. Determinar la masa de Saturno y su densidad si su radio
medio es de 58545 Km (G = 6.67-107* SI).

2
F=mag GM—Zmzmoazrzm(ﬁj r
r T
_47'52r3
GT?
Resp.: 5.689-10% kg
Mo M (rjs
= M_ - L
Vv %nRs GT?(R

Resp.: 676.83 kg/m®

10. Calcular la velocidad que hay que comunicar a un cuerpo en la superficie de la Tierra en
direccion horizontal para que se mueva en torno a la Tierra describiendo una trayectoria
circular. (R =6370 km; g = 9.8 m/s)

V2
F =ma, mg=m r

v= R

Resp.: 7901 m/s = 28443.6 km/h
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11.

12.

13.

Suponiendo la Tierra esférica y homogénea (R = 6370 Km), calcular la profundidad de un
pozo sabiendo que un péndulo que bate segundos en la boca, se retrasa 3 segundos por dia
en el fondo.

El periodo de oscilacion de un pénduloes T = 271\/% donde L es su longitud. Por tanto:
T ¢

T Vg
Aplicamos el teorema de Gauss, tomando como superficie de integracion una esfera situada a la
profundidad del pozo y otra en la superficie:

® =-41GM =gS @'=-47GM'=g'S'
con
4 o3 ) 4 o3
M= p—nR M’ = p—mnR
P3 P3
S = 4nR? S’ = 47R?

de donde deducimos que:

g R-=h

2 2
T _JR=n. i -grl1-[L) |=63700001-[ 8400
TV R T 86403

2_

I en unidades del SI. Calcular la diferencia de

g R

Resp.: 442.3 m

Se define un campo de fuerzas A =

potencial entre dos puntos Py Q situados a 1 my 2 m del punto central del campo.

AdF = —dV
Q 2 9
Idvz_j 3-8 Resp.: Vo— Vp=-0.34111
r
P 1

Calcular el potencial producido por un anillo de masa M y radio R en los puntos situados a
lo largo del eje perpendicular al anillo que pasa por su centro. Calcular a) el potencial en el
punto Py en el centro del anillo, y b) el campo.

a)

Obsérvese que cada elemento diferencial de masa dm se encuentra
a la misma distancia s del punto P. Cada uno de estos elementos
contribuye a crear un potencial dV en el punto P cuyo valor es:

dvz_Gd_m
s

El potencial creado por la totalidad del anillo serd la suma de todos los potenciales
infinitesimales anteriores:

v-_cM
S
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Pero

s=vR?% +x?

por tanto:

M
Resp.: V(X) = -G ——
T R

Para calcular el potencial en el centro del anillo basta hacer x = 0:

Resp.: V(0) =-G L
R
b)

Para calcular el campo podemos derivar el potencial con respecto a x:

2 2_%
E(x):—i—Z:GM dRZ+x%) * _

M
-G X 4
dx (R2+ Xz)é
O calcularlo directamente. EI médulo del campo creado por el elemento dm es:
de=-c I
s

Pero la simetria de la figura establece que el campo total en P sea horizontal, perpendicular al
anillo, pues las contribuciones verticales se cancelan entre si. La componente horizontal de dE se
calcula proyectando sobre el eje x:

m
dE, =-G dmx _ 5 Ls
§° 3 (R +x2)2
El campo total sera el provocado por la suma de todos los elementos dm:

Resp.: E(x)=-G Ls
(R? +x2)4

14. Calcular el campo y el potencial gravitatorio creado por una barra homogénea de masa m
y longitud L a una distancia d de su centro y en su prolongacion.

dm = pdx = mdx
P L
dx °

dg= -G dm Gm dx

d-x)?2 L (d-x)
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15.

V=_G dm __gh dx
d-x Ld-x
L
2 m dx
V = J._G_
Ld-x
L
2
m d_L
Resp.: V= G—In ﬁ
Loges
2

Si efectuamos la derivada del potencial respecto a “d”, cambiandola de signo obtenemos el valor
del campo g.

Una carga positiva Q esta distribuida uniformemente en un volumen esférico de radio R,

con una densidad volumétrica p. Calcular el campo y en potencial: a) en el interior; b) en
la superficie de la esfera, y c) en el exterior.

Campo:

Interior:

Aplicamos el teorema de Gauss utilizando como superficie de integracion una esfera de radio r
menor que R. Como el valor de E es el mismo para toda la superficie de integracion:

D, = J' EdS=4nkQ ES = 4nkQ

Q = densidad-volumen  E-4nr® = 41rkpi r

Resp.: E = %npkr
Exterior:

Aplicamos el teorema de Gauss utilizando como superficie de integracion un esfera de radio r
mayor que R. Como el valor de E es el mismo para toda la superficie de integracion:

D, = J' EdS=4nkQ ES = 4nkQ

E-4nr® = 47kQ
Resp.: E = k%
r

i El mismo valor que el obtenido supuesta la carga puntual!

En la superficie:

Podemos emplear cualquiera de las dos expresiones
calculadas y sustituir r por R.

Resp.: E = k%

Obsérvese que el campo es cero en el centro de la esfera,

crece linealmente hasta la superficie donde es maximo, y

r decrece desde la superficie hasta el infinito donde vuelve a
anularse.
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16.

Potencial:

En el infinito el potencial es cero: Ve(w) = 0. Ademas E-dfz—dve. Calculemos primero el
potencial en el exterior y en la superficie, para después, con esos datos, calcularlo en el interior:

Exterior:

Resp.: V¢(r) = k9
r
Superficie:

Basta sustituir r por R en la expresion anterior.
Resp.:V¢(R) = k%

Interior:

Ve (1) r 4
I dv, = —J‘gnpkrdr
V, (R) R

Resp.: Ve(r) = %k%(:%R2 -r?)

Una esfera conductora de 8 cm de radio posee una carga de 0.3 pC. Calcular: a) la
densidad de carga; b) el campo y el potencial en su superficie; c) el campo y el potencial en
un punto a 12 cm del centro, y d) idem, a 4 cm del centro.

a)

Como se trata de una esfera conductora, toda la carga se encuentra en su superficie. Por tanto su
densidad superficial de carga es:

Q 0.3107°
6= 7= 2
47R?  47:0.08

Resp.: 3.73:10° C/m?
b)
Para calcular el campo en la superficie aplicamos el teorema de Gauss, empleando como

superficie de integracion la de la propia esfera. Obtenemos el mismo resultado que el del
ejercicio anterior. Por tanto:

10-6
£ k%: 910° 0.3102
R 0.08
Resp.: E(0.08) = 421875 N/C

o 0.3107°

Q
V.(R) = k= =91
«(R) R 0.08

Resp.: V¢(0.08) = 33750 V
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c)

Para calcular el campo a una distancia mayor que R aplicamos el teorema de Gauss. Obtenemos
el mismo resultado que el del ejercicio anterior. Por tanto:

10-6
E= k% =910° 0'312
r 0.2
Resp.: E(0.2) = 67500 N/C
10-6
V.(R) = kg =910° 0310
r 0.2

Resp.: V,(0.2) = 13500 V
d)
El campo en el interior es nulo. El potencial es el mismo que en la superficie.
Resp.: E (0.04) =0
Resp.: V(0.04) = 33750 V

17. Hallar el campo en los puntos interiores y exteriores de una esfera de radio R cuya carga
esté distribuida con una densidad radial p = p,/r?, con p, constante.

Primero calculamos la carga que existe en una esfera de radior <R.

dg=pdv= %d(gnrsj = %4nr2dr =4mp,dr

a(r) r
J.dq = j4np0dr q(r) = 4mp,r
0 0

Interior:

Aplicamos el teorema de Gauss utilizando como superficie de integracion una esfera de radio r
menor que R. Como el valor de E es el mismo para toda la superficie de integracion:

D, = j E.dS=4nkq(r) ES = 4nkdnpor

E-4nr? = Ankdmnpor

Resp.: E = 4mkpg
r

Exterior:

Aplicamos el teorema de Gauss utilizando como superficie de integracion un esfera de radio r
mayor que R. Como el valor de E es el mismo para toda la superficie de integracion:

D, = J' EdS=4nkq(R)  ES = 4nkdnp,R
E-4nr® = 4nkdnp,R

4nkp, R
2

Resp.: E =

18. Una carga Q = + 107° C est4 repartida uniformemente en una esfera dieléctrica (g, = 8, R=
30 cm). Calcular el campo dentro y fuera de la esfera en funcion de la distancia al centro.

1 910°
4me 8

Aplicamos los resultados obtenidos en el ejercicio 14, con k =

€

o~r
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Interior:

q q
E=—npkr=—n =k—
3 P07 % e
pero
a _ Q
ﬂ7tr3 ﬂnRS
3
por tanto
Qr
F N
~910° 107r
8 03
Resp.: E = %r N/C
Exterior:
En el exterior aplicamos el valor de k para el vacio:
Q 010710
E= kor—2=9-10 F:

91
Resp.: E= ——=-N/C
P 10 r2

19. En una esfera conductora maciza, descargada de radio R, se hace un hueco esférico en su
centro de radio r, y se coloca en el centro del hueco una carga puntual + . Determinar: a)
las densidades de carga en las superficies interna y externa; b)¢,como se vera influida la
densidad de carga en la superficie interior si la carga se desplaza del centro del hueco?; c)
el campo en todas las regiones, y d) el potencial en todas las regiones.

a)

La induccion electrostatica provoca que se induzca una carga —q en la superficie del hueco y otra
carga +q en la superficie exterior del conductor. Por tanto las densidades superficiales son:

Resp.: En la superficie interna: o, = —qz
4nr

En la superficie externa: ¢, = q 5
4R

b)

No se ve influida.
c)

Célculo del campo
En el exterior:

Aplicamos el teorema de Gauss para una superficie de integracion esférica de radio a > R,
teniendo en cuenta que la carga neta que existe dentro de la superficie de Gauss es q:
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20.

Resp.: E(a) = k% ;paraa >R
a

En el conductor:
Resp.: El campo es nulo en el conductor.

En el interior del hueco:
Aplicamos el teorema de Gauss para una superficie de integracién esférica de radioa <r:
Resp.: E(a) = k% yparaa<r
a

d)
Célculo del potencial: E-df =-dV, con V() =0
En el exterior:
V(a) r
[ av=—[kda
a
0 0
Resp.: V(a) = kﬂ; paraa=>R
a

En el conductor:

Basta aplicar la expresion anterior para a = R. Ademas, el potencial es el mismo para todos los
puntos del conductor.

Resp.: V(a) = k%; parar<a<R
En el interior del hueco:

V(a)

j dV=—jka%da

V(r)

con
-1 9
V(r)=k—=
M=k

Resp.: V(a) = kq(l + 1 —lj; paraa<r
a R

Una esfera maciza aislante de radio a esta situada concéntrica en el interior de otra esfera
conductora, hueca de radios interior y exterior b y ¢. La esfera aislante tiene una densidad
uniforme de carga positiva p, y la esfera hueca no tiene carga neta. La constante dieléctrica
relativa del aislante es g,. Calcular: a) la densidad de carga superficial inducida en la
superficie interior de la esfera hueca; b) Idem en la superficie exterior; c) la intensidad del
campo a una distancia r > ¢; d) idem parac >r > b; e) idem para b > r > a; f) Idem parar
< a; g) el potencial a una distancia r > ¢, y h) el potencial parac >r > b.

_ 4 3
La carga que posee la esfera aislante es q = Ena p.

El valor de k es k = I(—0; con k, = =910%en el SI.

€

dme

r o

a)

La densidad superficial en la superficie interior es:
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21.

b)

La densidad superficial en la superficie exterior es:

c)

El campo parar > c (en el vacio) es:

d)

El campo parac >r > bes:

€)

El campo para b >r > a (en el vacio) es:

f)

El campo parar <a (en el aislante) es:

9)

El potencial parar > c (en el vacio) es:

h)

El potencial para ¢c > r > b es constante de valor:

-9

Resp.: oy, = Py,

Resp.: C. = R

Resp.: E(r) = ko%; parar>c
r

Resp.: E(r) =0; parac>r>b

Resp.: E(r)=k0%; parab>r>a
r
Resp.: E(r):k%; parar<a
r

Resp.: V,(r) =k, ﬂ; parar>c
r

Resp.: V,(r) = koﬂ;parac >r>h
c

Una corteza esférica no conductora, de radio interior r y exterior R, posee una densidad
volumétrica de carga uniforme p. Calcular: a) la carga total; b) el campo a una distancia
del centroz >R; parar<z<R; paraz >R, yc) el potencial paraz>Ryparar<z<R.

a)

Q= pv= p%n(R3 -r’)

b)

Resp.: Q = p%n(Rs —r3)

Para un radio z menor que r el campo es nulo, pues si aplicamos el teorema de Gauss, la esfera

de integracion no contiene carga en su interior.

Sir<z<R:

Resp.: E=0; parar >z
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4 3 3

(-

3n( P
2

E(2) = k Q(ZZ) —k
Z

z
3_ 3
Resp.: E(z) = k%; parar<z<R
z
Siz>R:
E(z) = k%
z
Resp.: E(z) =k—; paraz >R
z
c)
Edf =—dV
con
V() =0
En el exterior:
V(z) z
Q
dV=—-|k—=-dz
Jrav=-[z
0 0
Resp.: V(z) = kg; paraz >R
z
Entrer<z<R:
V(Z) V4 3 3
J. dVv = _J.kw;r)dz
V(R) R 3z
con
Q
V(R)=k=
R)=k5
2 3.3
Resp.: V(z) = K 2mPER 2z =217 2 );parar<z< R
z

22. Una corteza esférica de radio r posee una carga q uniformemente distribuida en su
superficie. Una segunda corteza esférica, mayor, de radio R, concéntrica con la anterior
posee una carga Q también uniformemente
Q distribuida. Calcular: a) el campo a las distancias z <r;
r<z<R,yz>R;b)el cociente g/Q y su signo relativo
para que el campo sea cero en el exterior de la corteza
mayor, y c) el potencial a las distanciasz <r; r <z <R,
yz>R.

a)

Aplicamos el teorema de Gauss a superficies esféricas concéntricas
de distintos radios. Obtenemos:

Resp.: E(z) = k g +2Q ;paraz >R
z
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23.

E(z):k%;parar<z<R
z

E(z)=0; paraz<r

b)
Siq+ Q=0el campo E(z) = 0 para z > R. Por tanto:
Resp.: g/Q=-1
c)
Edf = —dV
con
V(o) =0
En el exterior:
V(z) z
q+Q
J. dv = —J. 2 dz
0 0
Resp.: V(z) = km; paraz >R
z
Entrer<z<R:
V(z) z q
j v =- J' k—dz
V(R) R
con
V(R) = 4+ Q
R
Resp.: V(z) = k(9+gj; parar<z<R
R z
Paraz<r:

V(z)
j V=0  V(z)=V(r)
V(r)

con V(r) calculado a expensas de la expresion anterior paraz =r.
Resp.: V(z) = k(% +gj; paraz <R
r

Una esfera metélica aislada se 10 cm de radio se carga a 5000 V. Calcular: a) su carga en
columbios. Se pone en contacto con otra descargada y aislada de 8 cm de radio;
determinar: b) carga de cada esfera, y c) potencial de ambas.

a)

L Vi, 50000.1
v=kd SAL.
no Tk 0100

Resp.: gy = 5.55:10° C
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24,

b)

Al ponerse en contacto se quedan al mismo potencial:

K~k
n

ademas:

c)

92 gg=100,
I
q+02=0s
Resp.: q = 3.086:10°C; q, = 2.469-10°C
v-kd

N
Resp.: V = 2.77-10* V

Una esfera de 20 cm de radio estada cargada a 10000 V. Otra esfera de 4 cm esta
inicialmente descargada. Se ponen en contacto y después se separan. Se descarga la esfera
de 4 cm. Se repite el proceso 7 veces en total, ¢cual es el voltaje final de la esfera de 20 cm?

Sea Q; y qila carga que tienen las esferas en cada proceso.

El voltaje inicial de la esfera es

siendo Q su carga inicial.

Vo

Al ponerse en contacto con la esfera pequefia se quedan al mismo potencial:

i
R
ademas

de donde

Al descargar la esfera pequefia y repetir el

K 9o
r

rQ: = Rz

Qu+q=Q

Q

1+L
R

Q=

proceso obtendriamos:

Q
QZ = 2
1+ r
R
Y asi sucesivamente, de manera que:
Q=2

El voltaje sera:
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25.

26.

217.

Resp.: 2790.81 V

Una esfera conductora tiene una densidad superficial de carga de 8.85.10° C/m?. Calcular
su radio sabiendo que el campo creado por ella, en un punto situado exteriormente a 2 m
de su superficie, es 3600 N/C.

Q  41R%
(R+2)?2  (R+2)?

Resp.: R=3m

Dos esferas metalicas de radios r; = 6 y r, = 9 cm de radio se cargan con 1uC cada una.
Luego se unen con un hilo conductor. Calcular: a) el potencial de cada esfera aislada; b) el
potencial después de la unién y la carga de cada esfera después de la union, y c) la carga
que circulo.

a)
v=kd
r
—6
vV, =910° 10—6 =150000 V
analogamente V5.
Resp.: V; = 150000 V; V, = 100000 V
b)
Ve =k 92 0= G
n I
ademas
Qi+ G2=¢
de donde obtenemos:
Resp.: V¢ = 120000 V; q; =0.8 uC; g =1.2 uC
c)
Circularon 1uC - 0.8 uC Resp.: 0.2 uC

El potencial a 20 cm de una esfera conductora cargada de 10 cm de radio es 800 V.
Calcular: a) el potencial de la esfera, y b) el nimero de electrones que se han extraido del
material.

a)
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28.

29.

30.

V(R) =k 4 —vL _goo20
R R 10

Resp.: 1600 V
b)

g rv._ 02 800
e ek 1610 910°

Resp.: %1012

Un conductor rectilineo indefinido, cargado uniformemente crea un potencial de 20 V en
los puntos situados a 2 m de él, y de 10 V en los situados a 4 m. Calcular su densidad lineal
de carga A.

Aplicamos el teorema de Gauss a una superficie cilindrica de integracion que rodee al conductor:

D, = J' EdS=4nkQ  ES=4nkQ

2
r

E-2arL = 4nkLA E

Como

mi
(o
=l

=-dVv
con

V(2)=20 V(4)=10

10 4
jdV=—j2kx%dz
20 2

Resp.: A = > _10°C/m
9In2

Un cilindro infinitamente largo de radio R tiene una densidad volumétrica de carga
uniforme p. Calcular el campo en el interior y en el exterior.

Aplicamos el teorema de Gauss a una superficie cilindrica de integracion de radio r:
D, = J' EdS=4nkQ ES = 4nkQ

Parar < R:

E-2nrL = 4nk nrLp
Resp.: E = 2nrkp

Parar > R:

E-2nrL = 4nk nR2Lp
21R %kp
r

Resp.: E =

Una corteza cilindrica de gran longitud, de radios r y R, transporta una densidad de carga
uniforme p. Calcular el campo a unas distanciasz<r;r<z<R,yz>R.
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31

Aplicamos el teorema de Gauss a una superficie cilindrica de integracion de radio z:
D, = J' EdS=4nkQ ES = 4nkQ

Paraz <r:
Al no existir carga en el interior, el campo es cero:

Resp: E=0; paraz<r

Parar<z<R:

E-2nzL = 4nk n(z? - r?)Lp

2 2
Resp.: E(Z) :M; parar<z<R
Z

Paraz > R:

E-2nzL = 4nk n(R® - r®)Lp

2kn(R? —r?)p
Z

Resp.: E(z) = ; paraz >R

Dos cortezas cilindricas concéntricas, infinitamente largas, tienen radios r y R y poseen
densidades superficiales uniformes de carga my n. Calcular: a) el campo paraz<r;r<z<
R,y z > R; b) ¢cudl debe ser el cociente m/n y el signo relativo de ambas para que el campo
sea nulo en el exterior?

a)

Aplicamos el teorema de Gauss a una superficie cilindrica de integracion de radio z:
D, = j EdS=4nkQ  ES = 4nkQ

Paraz<r:

Al no existir carga en el interior, el campo es cero:
Resp: E=0; paraz<r

Parar<z<R:
E-2nzL = 4nk 2nrlm
Resp.: E(z) = 4knrm; parar<z<R
Paraz > R:
E-2nzL = 4nk (2nrLm+ 2xRLN)
Resp.: E(Z) :M; paraz >R
z

b)
Si
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32.

33.

34.

Rm+m=0

el campo en el exterior es nulo. Por tanto:

m r
Resp.: —=—-—
P n R

Dos conductores en forma de corteza cilindrica, coaxiales, de longitud L poseen cargas
iguales y opuestas. En la corteza interior de radio r hay una carga +q, y en la exterior de
radio R, de —qg. Hallar la diferencia de potencial entre las cortezas.

El campo entre cortezas seria el calculado en el apartado a) del ejercicio anterior, parar <z < R,

con m=—"4 ; es decir: E(z) = 2kﬂl. Como E-df = —dV, integramos entre z=ry z = R:
2nrL Lz
V(R) R 1
J' —dV = J’zkﬂ—dz
Lz
V(r) r

Resp.: V(r) - V(R) = ZK%InB
r

a) Calcular el campo eléctrico creado por una superficie plana infinita, cargada
uniformemente con una densidad superficial . b) Colocamos esta superficie verticalmente
y colgamos de un hilo, de peso despreciable y sin carga, una esfera puntual cargada con
V3:10°C de1 gramo. El angulo que forma el hilo con la vertical es de 30°, ¢cuél es la
densidad superficial de carga de la superficie plana?

a)
Tomamos como superficie de integracion el cilindro representado en la figura de la izquierda. El
campo resultante es el representado en la figura de la derecha; por tanto, sélo existe flujo a través

de las dos bases del cilindro ya que el vector superficie es perpendicular al vector campo en el
resto de la superficie del cilindro. Aplicamos el teorema de Gauss:

D, = j EdS=4nkQ 2ES = 4nkcS
Resp.: E =2kno
b)

F=Eq= 2krncq F cos 30 = mg sen 30

o=
2kmnq

tag 30
Resp.: 5.77-10° C/m?

Dos planos infinitos paralelos estan separados una distancia d. Hallar el campo en todas las
regiones si ambos estan uniformemente cargados a) con la misma densidad de carga
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positiva, y b) con la misma densidad de carga, pero de signo contrario. Calcular el
potencial en todas las regiones y la diferencia de potencial entre los planos en ambos casos.

Campo

Del ejercicio anterior: el modulo del campo creado por cada plana es E; = 2kno.

E=E,+Eg
a
)
Si las dos densidades de carga son positivas, los campos E |E E
creados por las placas A y B son los representados en la DL B (RN 25
figura. E E
= Ez| E
<< 0: < £S5
EA=EB=—2kn0? . . U .
0 d X
por tanto:
Resp.: E =—4kni; parax <0
0<x<d:
IQEA = _EB
Resp.: E=0; para0<x<d
x>d
EA = EB = 2knoi
Resp.: E = 4kni; parax>d
b)

Sea la densidad de carga del plano B negativa, los campos creados por las placas A y B son los

representados en la figura.
L

x<0:
Ea=-Eg ) EA | Ea Ea
Resp.: E=0; parax<0
0<x<d: EE. EE Eg
EA = EB = 2knoi E
Resp.: E=4knoi; para0<x<d  ___L_______ L
0] d X
x>d
Ep=-Ep
Resp.: E=0; parax>d
Diferencia de potencial
Si
Edf =—dV
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entonces

IEdX=‘IdV

a)
x<0
X V(x)
—4knJ‘dx =- jdv
0 Va
Resp.: V(X)) =V + 4knx; parax < 0
0<x<d:
X V(x)
- [odx =~ [av
0 Va
Resp.: V(X) = Vp; para0<x<d
x>d
X V(x)
akn j dx =— j dv
d A

Resp.:V(x) = Vp — 4kn(x — d); para x > d

Para calcular la ddp entre las placas Va — Vp empleamos el valor del campo entre placas. Como
en este caso es cero, entonces:
Resp.: Vao-Vp=0

b)
X <0:
X V(x)
foax =~ fav
0 Va
Resp.: V(X ) =Va; parax<0
0<x<d:
X V(x)
akn j dx =— j dv
0 Va
Resp.: V(X)) =V —4knx; para0<x<d
X >d:

X V(x)
foax =~ fav
d Vo
Resp.:V(x) = Vp ; para x > d

Para calcular la ddp entre las placas Va — Vp empleamos la ecuacion del potencial para 0 < x < d,
dandole a x el valor d:
Resp.: Va - Vp = 4knd = Ed

Donde hemos aplicado el valor de E en la misma zona. De esta manera hemos encontrado la

relacion que existe entre el campo y la ddp en un condensador formado por placas planas y
paralelas:
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35.

AV = Ed

(condensador plano)

Un condensador es un dispositivo que permite almacenar carga entre sus placas (también
llamadas armaduras). EI campo eléctrico generado entre las armaduras de un condensador plano
es practicamente uniforme y constante. La capacidad C de un condensador es la carga g que
adquiere por unidad de potencial. Es decir:

La unidad de capacidad en el S. I. es el Faradio (F), el cociente entre un columbio (C) y un
voltio (V). Se puede demostrar que la capacidad de cualquier condensador depende sélo de su
geometria y del dieléctrico que exista entre sus armaduras. Concretamente, en un condensador
plano es:

donde S es la superficie de cada placa.

La energia eléctrica E., almacenada en un condensador cualquiera, se mide mediante el trabajo
que hay que realizar para llevar de una a otra armadura la carga necesaria para conseguir que en
una placa haya una carga +q y en la otra—q. Como AV es el trabajo por unidad de carga, E. es:

q q q 2
q 1 q- _1 1 2
E.=[AVdg=[=dg==[gdg==-—==0- AV ==C-AV
¢ £ {)c c{) c 2 2

N -

Si calculamos dicha energia para el condensador plano, sustituimos los valores de C y AV:

e

1S 2 1 o
5 &g (BA)" =2 eB%(Sd)

El producto S-d es el volumen del condensador en cuyo interior esta confinado el campo
eléctrico. Podemos decir, por tanto, que en dicha zona del espacio existe una densidad de energia
eléctrica (energia por unidad de volumen)

= —gE?
)

€

Para calcular la densidad de energia eléctrica se ha empleado el caso particular de un
condensador plano; pero, puede demostrase que la expresion obtenida es valida para cualquier
campo eléctrico que exista en una regién del espacio.

Un electrén (m = 9.11-10% Kg; e = -1.6-10™° C) se dispara a 2-:10° m/s contra una placa
cargada con una densidad superficial de carga de -3-10° C/m?. Calcular la distancia
maxima desde la que puede dispararse para que llegue a la placa.

La fuerza de repulsion de la placa provoca la aceleracion de frenado del electron. El valor
absoluto del campo creado por la placa es, segun el ejercicio n° 33, E = 2knc .
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F=ma [E¢=ma

a=H=2an
m m

La distancia maxima d sera aquella que detenga al electrdn justo al lado de la placa:
V =4/2ad

_Lme
4kr |ce|
Resp.: d =6.71cm

36. En un tubo de rayos catédicos (TRC) un electron (de masa m y carga q) se dispara a
velocidad v por el centro del campo eléctrico uniforme E creado por un condensador plano
de longitud L, cuyas armaduras estan separadas una distancia s. EI campo esta dirigido
verticalmente hacia abajo y es nulo excepto en el espacio comprendido entre las
armaduras. El electron sale del condensador casi rozando el borde de la armadura
superior. Calcular: a) el valor del campo; b) la direccion de salida del campo, y c) ¢a qué
distancia vertical impacta en una pantalla situada a una distancia d del borde de salida? Se
desprecian los efectos gravitatorios.

Y .-

a) “

_ Ly

Se trata de un “disparo” sometido al efecto producido por el 1~ §
campo eléctrico E. |E /

s ¥

La fuerza eléctrica ) ) X

F=Eq

genera en el eje Y una aceleracion a, hacia arriba, que impulsa al electrén en sentido contrario al
campo, de manera que:

F=ma
por tanto
Egq=ma
De donde deducimos que:
a=JE
m

El electron realiza dentro del condensador un movimiento rectilineo y uniforme en el eje X y
otro rectilineo y uniformemente acelerado segun el eje Y. Las ecuaciones son:

X =wvt

para x =L resulta

<|r

ademas
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37.

38.

y:latz =liEt2

2 2m

para x = L, segun el enunciado:

y=2

2
con lo que:
2
Resp.: E = sm(lj
g\L

b)

La componente segun el eje X de la velocidad con la que sale el electron del condensador es v.

S

La componente segin el eje Y es v, =at=iE£=Iv. El angulo a con el que sale del

m v
condensador, medido respecto a la horizontal es el arco cuya tangente es el cociente entre vy, y v:

Resp.: a = arctg%

c)
Cuando el electrén sale del condensador mantiene constantes sus velocidades segiin ambos ejes.

Para recorrer una distancia d hasta llegar a la pantalla invierte un tiempo t=—. La distancia
%
. . s
vertical que recorre es y = wt, siendo v, = Ev. Por tanto:

Resp.: y =%d

Una particula alfa (g = 3.2.10™"° C) se acelera mediante una ddp de 100000 V, ¢qué energia
cinética adquiere?

El trabajo desarrollado por la fuerza eléctrica se invierte en aumentar la energia cinética de la
particula:

AEc = gAV =3.2107%°.100000
Resp.: 3.2:10™J

Un péndulo eléctrico esta constituido por una esferita metalica de 1 gramo, colgada de un
hilo despreciable de 150 cm, cargada con 1.3-107® C. Se le hace oscilar en una regién donde
existe un campo eléctrico vertical. Cuando el campo es vertical, de abajo a arriba, la
esferita efectlia 100 oscilaciones en 316 segundos, y si el campo se orienta de arriba a abajo,
tarda 208 segundos en realizar las 100 oscilaciones. Calcular: a) el campo eléctrico, y b) el
valor de la intensidad de la gravedad.

Se trata de un péndulo simple en el que la gravedad se ve minorada en primer lugar por el campo
eléctrico cuando efectia 100 oscilaciones en 316 segundos; después se incrementa al realizar las
mismas oscilaciones 208 segundos.

con
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T=—"1—= T'=—-=2.08
100 100
4n’mL 4m®mL
mg-gE = 2 mg+qE = =,

1 1 1 1
=2l =+ — | = 27':21.5( +—j
J (TZ T2 J 3.16% 2.08°

Resp.: g = 9.81 m/s*

-3
E=2n2|_m(i,—lj=2n21.5 10 8( L 12j
g\T T 1310°1 2087 3.6

Resp.: E = 2.98-10° N/C

39. Una esfera puntual de 0.1 gramos esta cargada con 3-10~° C y atada a un hilo despreciable
de 5 cm. El otro extremo del hilo esta unido a la superficie de un conductor vertical, plano
e indefinido, cargado con 25-107 C/m?. Hallar el angulo que forma el hilo con la vertical.

Al tratarse de un conductor plano indefinido, su densidad superficial
de carga se concentra en las dos superficies del conductor. La
superficie que actla sobre la carga es sélo la de una cara. El valor del
Eq +f campo calculado en el ejercicio 33 es 2kno; pero alli consideramos las
L dos bases del cilindro de integracién. Aqui debemos contabilizar sélo
a«|mg P una. Por tanto, el campo es E = 4kno:

Eq _ 4knog _ 4910°n-25107:310°°
mg mg 0.1107%9.8
Resp.: 40° 52" 39.09”

tago =

40. Una carga puntual de +10~ C est4 situada en el origen de coordenadas. Otra de —-2:10° C
esta sobre el eje Y a 1 m del origen. Determinar: a) el campo en el punto (2,0), y b) el
trabajo que es necesario realizar para trasladar 3 C desde (2,0) hasta (4,2).

_______________ B2 ¥
-9
. E, —kLg, = 910°1% "5, — 2,250, N/C
2108 Q0.1) Iy 4
; 10-8
\ | E, k20, = 910° 212 U, = 360, N/C
N > r
+109 A (2,0) 2
con O, =1; 0, = 22
1=y Y2 _T
5
. 72} 36 -
Resp..E=E;+E, =|225-— |i+—]
e

b)

Los potenciales en Ay en B son:

-9 5108
VA=k&+kq_z=9.1os[%+ 210 J

£l I \/g
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9 o108
Vszq—'l+kq'—2=9-109 10 + 210
ror V42122 42112

Wae =0(Va —Vg) =3(Va —Vg)
Resp.: —103.063 J
El signo menos indica que el trabajo se debe realizar contra el campo.
41. a) Calcular el campo eléctrico necesario para equilibrar la fuerza gravitatoria ejercida

sobre un electrén (m = 9.11.10* Kg; q = -1.6:10™ C). b) Si el campo eléctrico fuese
producido por otro electrén, ¢cudl deberia ser la distancia entre ambos?

a)
F=ma Eq=mg
10-31
E-gM_g %
q 1.610°
Resp.: E = 5.58-10"* N/C
b)
El campo creado por otro electron es
a
E=k—=
r2
Eq=mg r=q L
mg

Resp.: r=5.08 m

42. Sobre un hilo de longitud L se distribuye uniformemente una carga q. Calcular la fuerza
gjercida sobre una carga puntual Q situada en su prolongacién a una distancia z del

extremo.
____________ X X L-x z
[ lda | QO
R RREREEEEEEEE [ >
Qdq
(L-xX+2)?
pero
dg = Adx
con
=4
L
por tanto
q
dg =—dx
q L
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43.

44,

dF =k

L (L-x+2)°
_x:Lk% dx
2oL (L—x+2)?
Resp.: F=k Qg
z(z+L)

Se tienen dos esferas puntuales cargadas positivamente. La suma de sus cargas es 510 C.
Si la fuerza de repulsion es de 1 N cuando estan separadas 2 m, ¢como esta distribuida la
carga entre ellas?

Qq Fd?
F=k<l =
d? Qa k
4

Qa= 910°

y con
Q+q=510"

obtenemos:

Resp.: 3.844-10° y 1.156-10° C

Ciento veinticinco gotas idénticas de mercurio se cargan simultaneamente al mismo
potencial de 100 V, ¢cudl es el potencial de la gota formada por la aglomeracién de
aquéllas?

v=kd
r

100 =k
r

q es la carga de una gota y r su radio.
El volumen de las 125 gotas (supuestas esféricas) es

1252 73

3
que debe ser igual al volumen de una sola gota esférica de radio R:
1252 73— 4 1R3
3 3

R=5r
La carga de las 125 gotas sera 125 veces la carga de una: 125q. El potencial V'’ sera:

V= 120125
5r 5

Resp.: 2500 V
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45.

46.

Calcular el campo eléctrico generado por una carga Q distribuida uniformemente a lo
largo de una linea localizada en el eje Y entre los puntos (0, —a) y (0, a) sobre un punto
situado en la posicion (s, 0) del eje X.

(@,0)

dQ %;: dy

dQ
(-a,0)

Obsérvese que la componente vertical del campo creado en el punto (s,0) por un elemento
infinitesimal de carga dQ, situado en la posicion (y,0), se cancela con la componente vertical de
otro elemento simétrico dQ, situado en la posicion (-y,0). Mientras que las componentes
horizontales del campo se suman, de manera que el modulo del campo infinitesimal, creado por
los dos elementos infinitesimales dQ, es:

dE =2K ZdQ 5 COS o (1)
s“+y
pero
cosa =
s2 +y?
y la densidad lineal de carga es
Q _dQ Q
A=—=— dQ=—-d
2a dy Q 2a y
sustituyendo en dE:
dE = ind—y

"yl

El campo total es la integral entre y = 0 e y = a de la expresion anterior. No se debe integrar entre
—a y a porque ya se han considerado los dos elementos infinitesimales dQ 6 dy al introducir el
factor 2 en la expresion (1).

a
S dy kQ 1
E=kQ> =
a{ 2p S a+s?

Resp.: E = k__1
S

Dos cargas puntuales positivas estan separadas una distancia 2a. Por el punto medio del
segmento que las une se traza un plano perpendicular a dicho segmento. El lugar
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geométrico de los puntos de ese plano, donde la intensidad del campo es maxima, por razén
de simetria, es una circunferencia. Calcular su radio.

Como se aprecia en la figura, el moédulo del
campo total es:

k
Er =2Esena=2— q > sen o
aZ+r
pero
a=+a?+r?cosa g
por tanto:
2
a’+r’= a2
cos? o
de donde
2k 2k 2k
E; =—2qcoszoc sen 0c=—2q(1—5en20c) sen az—zq(sen o —sen’a)
a a a

derivando respecto a o e igualando a cero:

ddi = Z—kzq(cos o —3sen0cos o) = @cos a(l-3sen’a) =0
o a a
La identidad anterior tiene dos soluciones:
a) cosa=0
es decir
o =90°

o sea, en el infinito, que se corresponde con un minimo.
b) 1-3sen®a.=0

es decir

despejando r:

Resp.: r=

S
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TEMA IX

ELECTROMAGNETISMO

Electromagnetismo. Imanes y corrientes
Fuerza magnética. Ley de Lorentz
Movimiento de una particula cargada dentro de un campo magnético uniforme
Espectrografo de masas. Ciclotron
Campo magnético. Ley de Biot y Sabart. Permeabilidad magnética
Momento magnético. Galvanometro
Campo creado por una corriente rectilinea indefinida
Fuerzas entre corrientes paralelas. Amperio
Campo creado por una espira circular uniforme, un solenoide abierto y un solenoide cerrado
Espira circular
Solenoide abierto
Solenoide cerrado
Circulacién del campo magnético. Ley de Ampere. Corriente de desplazamiento de Maxwell
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EJERCICIOS

1.

Demostrar que: a) el médulo del campo magnético creado en el centro de una espira

circular de radio R, por la que circula una corriente I, es Bz%; y b) el médulo del

nIR?

2(R2 + dz)%

campo en un punto del eje a una distancia d del centro de la espira, es B =

a)

En la ley de Biot y Sabart aplicada a la espira circular de radio R, el angulo ¢ es de 90°.

b)
Como

. z
a6 =2 9L g,
T r

pero, en la figura:

OA + AP =OP

es decir
R+f=d
0 sea
Ri +T =dk
por tanto
F=-Ri +dk
de donde deducimos:
T _ -Ri+dk

en la figura se aprecia que:

efectuando el producto vectorial U,xu, resulta:
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Como r? = R? +d?, entonces, la contribucion del elemento diferencial dL situado en A es:

Bt It (474 RE)

T (R2 +d2)%

Pero, procediendo de manera analoga, podemos comprobar que la contribucién del elemento
diferencial dL situado en A’ genera un vector dB':

= u dL
aB'= 4n (R2+d2)%

Es decir, las componentes del campo segln el eje X se cancelan. Por tanto, el mddulo de B es:

(- di +RK)

2
sz;,th dL _ ulR ' fdL = uIR _2nR = ulR

LAt (R2 )2 anR?ed?)2r anfR?+d?)? 2R? + )

La figura representa cuatro conductores rectilineos, muy largos y paralelos, por los que
circulan 5 A (en a y b la corriente sale del papel, y en ¢ y d entra). Calcular el vector
induccion magnética en el centro del cuadrado de lado 10 cm.

® """""""""""""" ® ol 411075

A B,|=[By|=|B|=|By|= - =—————-=10"y2T
\\\\Ba+ Bd E | a| | b| | C| | d| 27Ta 27_5.5\/5.10—2 J_
\ El campo resultante sera paralelo a los lados ab y cd y dirigido
/ A hacia la izquierda en la figura. Su médulo sera:
: /,’I’/Bb+ Bc \\\\ E
@(_f _________________________ @ B=[2(B, +By)+2(B, + B,)|cos 45 =44210° T
a b Resp: B=44/210°T
La espira de la figura puede girar alrededor del eje
Z. Circulan 10 A en el sentido sefialado. L; y Ls Z
miden 0.08 m; L, y L, 0.06 m. Calcular: a) la fuerza E
sobre cada lado y el momento para mantener la Iv 2
espira en la posicion indicada, si esta sometida a un
campo de 0.2 T paralelo al eje Y; b) Idem si el -
campo es paralelo al eje X. le
A [
3 Y
E-IL,xB) M=1GxB) ) 300,
Ly 1=10 A
X
a)
F, =10(-0.08k x 0.2]) Resp.: F;=0.161 N
F, =10{0.06(~cos 30] - sen 30 1) x 0.2 Resp.: F,=—0.06kN
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F, =10(0.08k x 0.2]) Resp.: F;=—0.161 N
F, =10{0.06(cos 30] +sen 30 1) x 0.2 Resp.: F,=0.06 kN

El momento provocado por el campo es:

M =1SxB)=I(L, x L,)xB=0.0048+/3k Nm

por tanto el que debemos hacer nosotros es: Resp.: — 0.0048 V3k Nm
b)

F, =10(-0.08k x 0.2i) Resp.: F=-0.16 ] N

F, =10{0.06(~cos30] —sen 30 1) x 0.2 | Resp.: F,=0.0643 kN
F, =10(0.08k x 0.21i) Resp.: F;=0.16 j N

F, =10{0.06(cos 30j +sen 30 7) x 0.2 Resp.: F,=-0.064/3 KN

El momento provocado por el campo es:
M=1(SxB)=I(L, x L,)xB=0.0048k Nm

por tanto el que debemos hacer nosotros es:
Resp.: — 0.0048 k Nm

Un alambre de cobre, de A = 2.5 mm? de seccién y de densidad p = 8.9 g/cm®, doblado en
forma de =, con los tres lados iguales, puede girar alrededor de OO’. Esta en un campo
magnético dirigido verticalmente. Calcular el campo si

al circular 1 = 16 A el &ngulo que forma con la vertical o’

es ¢ =20°.

Tomando momentos respecto al eje que pasa por los
puntos de apoyo OO’, el momento mecanico es:

Mpec = 2LApg% sen ¢ + LApgL sen ¢

El médulo del momento magnético es:

Munag = I1SB sen (90— ¢)  siendo S=L?
Minag = IL? cos 0]

Igualando ambos momentos y despejando B:

. . _6. . 3.
_ 2A|pg (g o= 22510 168.910 98

B 920

Resp.: 9.92.10°T

Calcular la distancia d necesaria para que el conductor PQ de 20 cm y 0.08 gramos se
mantenga en equilibrio si por el circuito circulan 100 A.

F mg = BIL = Kol
P - Q 2nd
- mg id
| 4= Mol’L _ 4n1077100%0.2
2nmg  270.08107°.9.8
_—
=100 A

Agustin E. Gonzalez Morales 199



Resp.: 51 cm

Dos conductores rectilineos, muy largos y paralelos de A = 20 gramos por metro de
longitud, por los que circula la misma corriente |, pero en sentido contrario, estan
suspendidos de un eje comin mediante dos cuerdas inextensibles y sin peso de a =5 cm de
longitud, que forman con la vertical un angulo de 30° 77
Determinar el valor de I.

Tseno=F Tcoseo=mg m=AL
por tanto
F=ALgtgo

con

712 712
c_mhl, _ 4nl07 1071 L
2nd 2m-2(asen o) sen@ a

mg

de donde

| =/10" Aag sen ¢ tg @ = /107-2010°-5102.9.8:5en 30 tg 30
Resp.: 168.2 A

Tres conductores rectilineos, muy largos y paralelos a, b y ¢ estan separados entre si 10 cm
sobre el mismo plano. Por ay b circulan 10 A en el mismo sentido, y por c circulan 20 A en
sentido contrario. Determinar el lugar geométrico del plano en el que el campo magnético
se anula.

A A 21 Calculemos el campo en los tres puntos posibles X,
’ y, z situados en la figura.

: pl N pl 3 p2l 0
XYoo 01 |. Z. 2nx | 2n(x+0.1) 2n(x+0.2)

1 1 2

—+ - =

x x+01 x+0.2

| | v
de donde:
20
X=-—¢cm
3
Anélogamente:
1 2

de donde:
y= 10 cm
3
y
1 1 2
—+ _—=
02+z 0l1+z z
de donde
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10.

11.

Si comparamos las soluciones, vemos que en realidad las tres se corresponden con la misma

recta. Resp.: y = % cm

Tres conductores rectilineos, muy largos y paralelos pasan por tres vértices de un
cuadrado. Calcular el campo magnético en el vértice no ocupado si el sentido de todas las
corrientes es clavandose en el papel.

- Y L
8= (g, xu,) LA :
2nd

Resp.: 4ﬁLL[(lZ +21,)i — (21, + |2)]]

La bobina de un galvanémetro tiene 50 vueltas y una superficie de 6:10* m?. El campo
magnético es de 0.01 T y la constante de recuperacion de | resorte es 10° N.m/grado.
Determinar la desviacion de la bobina para una corriente de 10° A.

M =nBIS =50.0.01-103%.6:10%=3-107"N-m

3107”7
1078

M = Kk0; por tanto 6 =

x|§

Resp.: 30°

La bobina de un galvanémetro tiene 400 espiras y una superficie de 6 cm?. Se suspende de
un hilo en un campo de 1000 gauss. Por la bobina circula una corriente de 10~ A. Hallar el
momento de rotacion si el plano de la bobina forma 60° con el campo magnético.

M =nBIS sen a
siendo o el dngulo que forma el campo con la normal a la bobina. En este caso es de 30°.

M = 400-1000-10*.107".6-107*.0.5
Resp.: 1.2.10° N.m

Por una bobina circular grande de 60 vueltas y 10 cm de longitud, circula una corriente de
2 A. En el centro de ella hay otra pequefia, de 30 vueltas y 0.5 cm de radio, por la que
circula una corriente de 0.5 A. Los planos de las dos bobinas son perpendiculares entre si;
¢qué momento ejerce la bobina grande sobre la pequefia, admitiéndose que no hay
alteracién en el campo magnético producido por la bobina grande?

El médulo del campo creado por la bobina grande es:
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B=p ™= 47107.2-89 _1 507961027
S 0.01

Y el valor del momento es:
M = I'SxB

donde I’ es la corriente que circula por la bobina pequefia. EI médulo del momento es:
M =1'SB

pues la superficie de la bobina pequefia es perpendicular al campo creado por la grande.

M =0.5-30-1 - (0.5:107)%1.50796-107
Resp.: 1.78:10° N.m
12. Un solenoide de 0.25 m de diametro y 0.3 m de longitud esta formado por dos capas; la
interna tiene 300 vueltas y la externa 250. Por ambas circulan 3 A en el mismo sentido.
Calcular: a) el campo en el interior, y b) el flujo magnético que lo atraviesa.
a)
B Mn_I 4107 (300+250)-3
S 0.3
Resp.: 6.91.10°T
b)
2
®, =BS=Bmur’= 6.91-10_3n-(0'—225j

Resp.: 3.392:10* Wb

13. Dos cargas fijas de g; = 3 nCy q, = -7 nC estan separadas 2 m. En un cierto instante, en el
punto medio entre las dos, se mueve una carga +q con una velocidad v dirigida hacia q;.
El conjunto esta sometido a un campo magnético de 2 T perpendicular al plano de la figura

y hacia fuera. La fuerza resultante F tiene la direccion y el sentido representados. Calcular
la velocidad en ese instante.

La carga q esta sometida a un campo eléctrico y a un
campo magnético. EI campo eléctrico es:

— . _6 . _6 —
ok, 92 7 _gq0e[ 310, T10 19904
4’ d, 1

F, =Eq=910%qi N

F,=q(VxB)= q(v(—?)xZR): 2qvj

Como los médulos de ambas fuerzas deben ser iguales: 9-10%q = 2 qv
Resp.: v = 4.5:10° m/s

14. Un protén (m = 1.673-10%" Kg; q = 1.6:10™*° C) se mueve con una velocidad de 10’ m/s que

forma 30° con un campo de 1.5 T. Calcular: a) el radio de la hélice descrita; b) la distancia
gue avanza por revolucién, y c) la frecuencia de rotacion.

Agustin E. Gonzalez Morales 202



15.

a)
V=v(senai-+cosa j) B=Bj
F=q(VxB)=v(seno i +cosa j)x B j=qvBsen ok

El modulo de esta fuerza debe ser igual al producto
de la masa por la aceleracion centripeta que produce:

2
gvBsen o = mw
R
de donde
R _ Mmvsena
gB
Resp.: 0.034854 m
b)
El proton gira describiendo una circunferencia a una velocidad v sen a. Por tanto, el tiempo que
L . 2nR . . . ,
invierte en hacerloes: t = . Este mismo tiempo es el que necesita para desplazarse segin
vsen o

el eje Y a una velocidad v cos a:

t= 2rRy
vseno VoS a
por tanto
y=2nR ctg a
Resp.: y=0.3793 m
c)
o= vseRna =E=2nf
m
por tanto:
f=18
27m

Resp.: f=2.283-10" Hz

Calcular: a) el radio de la trayectoria y el semiperiodo de un electrén (m = 9.11:10 kg; q
= 1.6:10™ C) que se mueve a 10’ m/s perpendicularmente a un campo de 0.02 T; b) el
ndmero de vueltas que da en 0.01 segundos; c) la ddp necesaria para adquirir esa
velocidad, y d) el radio de la 6rbita descrita si estd dotado de una energia de 1000 electréon-
voltios (eV) al desplazarse en un plano perpendicular a un campo de 100 gauss. Nota: Un
eV es la energia que adquiere un electron al estar sometido a la diferencia de potencial de
un voltio. 1 eV=1.6-10"° Julios.

a)

Resp.: R=2.847-10°m
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16.

17.

T_mR_mm

2 v @B
T -10
Resp.: 5= 8.9410"s
b)
_t_ o001
T 2894107
Resp.: n = 5.59-10° vueltas
c)
2
Lo - gAV av ="V
2 2q
Resp.: AV =287.7V
d)

%mvz =QgAV =10001.610 7 = E

2E
mv m\li
R=—=—1

g8 qB

Resp.: 1.067-102m

Se aplica una ddp de 100 V a las armaduras de un condensador de placas paralelas
horizontales, separadas 1 cm en el vacio. Se lanza horizontalmente un protéon (m =
1.673-10% kg; q = 1.6:10™° C) entre las placas a 10’ m/s y se aplica un campo magnético
perpendicular a esta velocidad. Calcular: a) la intensidad del campo eléctrico entre las
armaduras; b) la induccién magnética para que el electrén no se desvie, y c) la orbita
descrita por el electron cuando se suprime el campo eléctrico.

a)
E =ﬂ _ 100
d 001
Resp.: 10000 N/C ~ «.:onoo
X N
E 10000
E=qvB B=—=
qE=q v 107
Resp.: 10°T
c)
_mv
-

Resp.: 104.56 m

Por el conductor de la figura pasa una corriente de 5 A. Calcular el campo magnético
creado en el punto P por los arcos de circunferencia 4 y 2 cm de radio y los segmentos AD y

BC, si ¢ = 90°.

En el ejercicio n® 1 calculamos el campo creado por una espira
circular. De aquel resultado deducimos que el campo creado por un
sector circular de 90° es la cuarta parte. Los tramos BC y AD no
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generan campo porque estan orientados en la direccion de P segun el vector U,. Ademas, el arco

CD crea un campo perpendicular el plano del papel de sentido contrario al generado por el tramo
AB y de menor valor porque estd mas alejado. Por tanto:

1 I 1 I 1 1 1
B=Bag—Bcp = — = =L =—pl -

Resp.: 1.96:10° T

18. Por un conductor rectilineo, largo, pasan 10 A. Forma un bucle circular de radio R y
continda de nuevo en linea recta. Calcular el radio del bucle si en su centro el campo vale
0.004 T.

El campo es la suma del creado por un conductor
rectilineo y una espira circular:

2R 2R

plooul

Resp.: 2.07-10° m
19. Por eje X, en el sentido positivo, circula una corriente I. Por el eje Y, también en el sentido
positivo circula una corriente 0.5 I. Determinar el lugar geométrico de los puntos del plano

XY donde el campo magnético se anula.

Los Gnicos puntos posibles deben pertenecer al primer o

I tercer cuadrante. Sea P(X, y) un punto posible:
X P(X, Y) (x, y) un punto p
O5| . ! ~ MI B
: B -
Iy ! 2y
T
pn0.51, =
Bye = —k
51 =5 (K)
él + I§’0.5| =0
1_05
y X

Resp.: y = 2x
20. Un campo magnético uniforme de 0.02 T penetra perpendicularmente por la cara Sur de

una espira de 0.04 m de radio por la que circula una corriente de 0.5 A. Calcular la fuerza
ejercida sobre un cuadrante de la espira.

La fuerza ejercida sobre un elemento dL de
la espira es radial y dirigida hacia el
exterior de la espira.

Su componente segun el eje X es:

F =Ide =IdFsen9=IBldLsen9
L

pero
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21.

dL =Rd6

por tanto

by
2

F. = |BIRsen 6d06 =BIR
0

analogamente, su componente segun el eje Y es:

T,

F, = [BIRcos0d6 =BIR
0

y la fuerza total ejercida sobre un cuadrante de espira es

F=BIR(i +j)
Resp.: F=4107*(i + j)

En la region limitada por los planos y = 0, y = 10 cm existe un campo eléctrico de —1000 ]
V/m. En la region comprendida entre y =10 cm y el infinito existe una campo magnético

uniforme de 10 i T. Se abandona un electrén (m = 9.11.10° Kg; q = 1.6:10° C) en el
origen de coordenadas sin velocidad inicial. Calcular: a) la velocidad del electrén en el
punto (0,10,0), y b) el periodo del movimiento que describe.

La trayectoria descrita por el electron es la siguiente:
sale de O sin velocidad, acelerado por E; llega a P con

una velocidad v donde el campo magnético
(representado por la zona de puntos) le obliga a

describir una semicircunferencia hasta P’; entonces E
lo va frenando hasta que llega a O’ sin velocidad; pero

de nuevo E lo empuja hacia P’. Y asi sucesivamente.

a)

F=eE=ma,; a=£
m

la velocidad con la que llega a P es:

f eE
v=,/2ayp = Zﬁyp

Resp.: 5.93-10° m/s
b)

El periodo del movimiento descrito por el electron es el correspondiente a la suma de los tiempos
invertidos en recorrer el segmento OP, a continuacion la semicircunferencia PP’ y, por ltimo, el

segmento P’O’.
1 ..o /ZOP
OP =Eat0p y tOp = —a

ademas los tiempos invertidos en los tramo OP y PO’ son iguales.
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22.

23.

El radio de la semicircunferencia es:

R=MV
eB
y el electrdn la recorre a velocidad v; por tanto:
nR
t..,. =—0
pp v
T=2t, +t

op pp’

Resp.: 24.6 pus

Un toroide de 20 cm de radio medio esta constituido por un nucleo de material
ferromagnético cuya permeabilidad relativa es 8000, y tiene arrolladas 1500 vueltas de un
conductor por el que circulan 0.2 A. Calcular el campo magnético en el interior y en el
exterior del toroide.

nl nl _7 15000.2
B, =pu—= — =4110""-8000———
int = H S Hokty o 2720102
Resp.: 24T
En el exterior del toroide el campo magnético es nulo.

Por un tubo conductor recto, de radios interior y exterior a y b, circula una corriente | en
direccion axial distribuida uniformemente por toda su seccion recta. Calcular la induccion
magnética en un punto que distar,cuandoa)0<r<a;b)a<r<b,yc)r>b

Aplicamos la ley de Ampere:
j'édE =ul
L
Procedemos de manera similar a como lo haciamos con el
teorema de Gauss para el calculo de campos:
a)

ParaO<r<a lacorriente | =0
Resp.:B=0;para0<r<a

b)
Para a <r < b ladensidad de corriente J es:

|
J=
n(b% —a?)

y la corriente I, que circula por el interior del tubo comprendido entrea y r es:

2 2
r-—a
I, =n(r’ —a?)-J=1 —
Por tanto:
r2 _g2
{Bdl_ = er BzTCr = MIW
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pl r? —a?
Resp.: B=—————;paraa<r<b
2nr b —a

c)
Parar > b la ley de Ampére establece que:
Resp.: B=“—I; parar>b
2mr
Obsérvese que este resultado es el mismo que el obtenido para un conductor rectilineo

indefinido.

24. Un disco de radio 2z cm estd cargado uniformemente con 5 uC. Calcular la induccion
magnética en el centro del disco si lo hacemos girar a n = 200 revoluciones por segundo.

La densidad de carga es:

o_9_ 4 _dg_ dg
S nR? dS 2mrdr
de donde:
2qr
dq=?d

Y la velocidad es:

V=or=2nnr

povdg _p Znnr%dr B
iB=—"T"_2__ R~ _ " gndr
4t 2 4n r? R? a
9 107
Bzizqnj'dr =iqn = An10 5 51075200

Resp.: 2108 T

25. El campo magnético de un ciclotrén es de 0.3 T. El radio de la Gltima trayectoria descrita
por un protén (m = 1.673-10%" kg; g = 1.6:10*° C) antes de salir del ciclotrén es 70 cm.
Calcular: a) la energia cinética del protén al abandonar el ciclotrén; b) la ddp necesaria
para dotar a un protén que parte del reposo con la misma velocidad; c) el ndmero de
vueltas que da en el ciclotron suponiendo que se inyecta en el eje del aparato con velocidad
nula cuando la ddp entre las des alcanza su valor maximo de V = 30000 V, y d) la duracién
del recorrido.

a)

1_, (qrB)

Resp.: 3.37:107% ]

b)
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26.

217.

28.

Ec=0qAV

AV =—

Resp.:2.11:10° V
c)
En cada vuelta el proton esta sometido a la ddp de V = 30000 V dos veces. Por tanto, adquiere

una energia cinética E = 2:30000-1.6:107™ J. Como necesita la energia calculada en el apartado
a), tendra que dar n vueltas:

. _Ec_or’B’
E imV
Resp.: 35 vueltas
d)
_2mm
Bq
2
t=nT=RB
4V

Resp.: 7.7 ps

El diametro de un ciclotréon es 1.04 m. La frecuencia del oscilador es f = 12 MHz. Calcular
la energia en mega electron—voltios (MeV) de un protén acelerado (masa: 1.673-10" kg;
carga: 1.6:10%° C). Nota: Un eV es la energia que adquiere un electrén al estar sometido a
la diferencia de potencial de un voltio. 1 eV=1.6:10"*° Julios.

0)=2—n=27'cf
T

Eczémvz =%m(ooR)2 =%m(2nfR)2 — 2m(nfR)?

1.286107%2

1.6107%
Resp.: 8.0366 MeV

Ec=21.67310% (n1210°0.52)* =1.28610 %) =

En un espectrégrafo de masas se separan dos isétopos. Uno de ellos es el is6topo 16 de O, y
el otro desconocido. Ambos penetran en la cdmara, donde hay un campo de 0.3 Wb/m?, con
una velocidad de 200 km/s. El desconocido describe una 6rbita mas corta que el otro. La
distancia que separa los puntos de impacto en la placa es de 1.38 cm. Calcular la masa
atémica del i6n desconocido (unidad de masa atémica u = 1.66-107% Kg).

P ~ ) 5
- A . Rl_mlv_ 16u-210

s SR 9B 1610703

_mpv  m,u210°
gB  1.6107°.0.3

R,

2R, -2R,=1.38102 R,-R,=0.69107?
1 2 1 2
Resp.: m; = 15

En un espectrégrafo de masas los campos del selector de velocidades son 200 V/cm y 500
gauss, y el campo que desvia los iones es de 15000 gauss. Calcular la separacion que se
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observara en la placa para los iones C*? (my, = 12.00368 u) y C** (my = 13.00761 u) (unidad
de masa atémica u = 1.66:10%" Kg).

En el selector de velocidades los campos eléctrico y magnético deben ser iguales (ver apartado b
del ejercicio 16):

gvB'=qE
v=E_ 20000 _ 4100000 mis
B' 50010
_mv
~ B
2v 2v
2Ry3 =q—Bm13 2Ry, =q—Bm12
2V 2:400000 Y
d=2R;3 —2R;, =— (M3 —my,) = 1.66:107“" (13.00761-12.00368
1= 2R =g (s M) = e 01500010 ( )

Resp.: d = 5.555 mm
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TEMA X

INDUCCION ELECTROMAGNETICA

Flujo magnético a través de una superficie cerrada

Experiencias de Faraday-Henry

Fuerzas electromotriz inducida. Ley de Faraday—Henry. Corriente inducida. Carga inducida
Ley de Lenz

Generalizacion de la Ley de Faraday—Henry

Autoinduccién
Coeficiente de autoinduccién L. Inductancia de una bobina de n espiras
F.e.m. de autoinduccion
Caia de tensién en una bobina
Corrientes de cierre y apertura
Energia magnética almacenada en una bobina. Densidad de energia de un campo electromagnético
Induccion mutua
Transformadores
Fundamentos de la generacion de la corriente alterna
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1.

Un solenoide de 0.1 H se conecta en serie con una resistencia de 10 Q y un generador
de 10 V. Calcular: a) la corriente en funcion del
tiempo hasta que se alcanza el régimen
estacionario al cerrar el interruptor K; b) la
constante de tiempo del circuito; ¢) la corriente
en régimen estacionario; d) la energia de la
bobina cuando se alcanza el régimen
estacionario; e) el tiempo necesario para que la
corriente alcance la mitad del valor del apartado
c); ) el tiempo necesario para que la corriente difiera en una milésima parte del valor
final; g) la corriente en funcién del tiempo al desconectar el generador. h) Representar
en una sola grafica los apartados a) y g).

a)
R 10
-—t -t
) =2l1-e ' |=201 ¢ o
R 10
Resp.: I(t) =1—-e Pt A
b)
L 01
T=—=—
R 10
Resp.: 1=0.01s"
c)
Con t — oo la corriente tiendea 1 A pues e =0.
Resp.: 1, =1A
d)
En =1|_|§o ~Loar?
2 2
Resp.: En, =0.05J
€)
1
I(t) ==
(t) 5
1_gtoot _ 1
2
g In2
100
Resp.: t = In2 =0.00693s
100
f)
I(t) =0.999
1-e710t =0.999
(o In1000
100
Resp.: t=111900 _ 5 5601
9)
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R 10

-=t -t

I(t)=£e L =Ee 01
R 10

I (t) — e—lOOt
h)

I(t)
gR=1

t

Calcular: a) la autoinduccion de un solenoide de 10 cm de longitud, formado por 800
espiras de 5 cm? de seccion; b) la energia almacenada cuando circulan 20 A; c) el flujo
magnético que lo atraviesa; d) la inductancia si las espiras estan enrolladas en un
nucleo de hierro dulce de permeabilidad relativa 5000, y €) la f.e.m autoinducida si la
corriente aumenta uniformemente desde 0 a 20 Aen 0.1 s, sin 'y con el nucleo de hierro.

a)
-4
L = pun? S _ ar10-78002 210
S 0.1
Resp.: 4.02:10° H
b)
m =% LI = % 4.02:107.20°
Resp.: 0.804 W
c)
@, =LI1=4.0210220
Resp.: 0.0804 Wb
d)
L’ =5000 L = 5000-4.02-107
Resp.: 20.106 H
e)

ee-LA - 40210220
At 0.1

o= LA - 9010622
At 01

Resp.: €=-0.804 V; ¢'=-4021.2 V

Un conductor rectangular de 0.6x0.3 my 2.7 Q. Esta situado en el plano YZ en el seno
de un campo B=(5- y)f T. Se desplaza en el sentido positivo del eje OY. En el instante

inicial el lado izquierdo esta sobre el eje OZ, calcular la corriente: a) si se desplaza con
velocidad constante de 1.5 m/s, y b) al cabo de 20 s de comenzar el movimiento,
partiendo del reposo con una aceleracion de 3 m/s’.

dy

d®,, =BdS=(5-y)i-0.6dyi = (5-y)0.6dy z
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y+0.3
®,= [(5-Yy)0.6dy=0.873-0.18y
y

a)
y=vt=15t
@, =0.873-0.181.5t =0.873-0.27t

8=—d(Dm =0.27

g 0.27
2.7
Resp.: 0.1 A
b)
y=Y%at’ =15t
@, =0.873-0.181.5t* =0.873-0.27t°

_ 9P g5
dt
& _ 0.54t

R 27
1(20) = 0.54-20

Resp.: 4 A
Un alambre de 10 cm se desplaza a 0.5 m/s en una direccion que forma 60° con un
campo de 0.2 T. Calcular: a) la f.e.m. inducida en él, e indicar qué parte del alambre

esta a mas potencial; b) la potencia disipada en el movimiento si tiene una resistencia
de 10 Q, y ¢) la fuerza necesaria para mantenerlo en movimiento.

Z a)

vj
Li

~ ~ B=B(cosa j+sen o k)
L/L’V

¢ =V-(L x B) = —vBL sen a. = —0.5:0.2-0.1sen 60

<

Resp.: -8.66:107 V.
El flujo magnético aumenta al desplazarse la barra, por tanto la corriente inducida tiene que
circular en el sentido del vector L para contrarrestar este incremento de flujo, de ahi que

Resp.: la parte a mayor potencial
sea lamas cercana al eje Y.

b)
_ &8 & (866107°)°

R? R 10
Resp.: 7.510° W
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La potencia disipada del apartado anterior es una consecuencia de la velocidad conseguida a
expensas de la fuerza que lo empuja: P=F v

7.5107°
0.5

F= E =
v
Resp.: 15:10° N
o7 B2
También podriamos haber hecho: F = I(LxB) = %(Exé) _V(LxB)”

Determinar el flujo magnético que atraviesa la seccion cuadrada de un toroide de
hierro (permeabilidad relativa: 1200), de radios 10 y 15 cm, cuando lleva arrolladas
1000 vueltas de un cable por el que circula 1l A.

El flujo que atraviesa la seccion del toroide es:

r ,,,,,,,, _ldr] |R-FR
® = [BdS ;
R ‘

.................................

El médulo del campo magnético confinado en
el toroide es B =plIn/s,con s = 2xr. La seccidn dS es: dS = (R - R’) dr. Por tanto:

R
n dr n R _7 1000 0.15
D=l R-RYE = 1" (R-RYIND = 4720772120022 (0.15 - 0.10) In 22>
ulo )ir mo Jingr=4n 2 )N 010

Resp.: 4.865:1072 Wh

Se puede calcular un resultado aproximado si suponemos que la longitud media es

s=2n RER'_ n(R+R") ylaseccion es S = (R - R’)%. Asi, se obtiene el valor 4.8-107° Wh.

Un solenoide de 50 cm y 5 cm de didmetro tiene n = 10000 espiras. Una bobina de n’ =
10 espiras, de hilo aislado, rodea la seccion central del solenoide y se conecta a un
galvanémetro, de manera que la resistencia total de la bobina, el galvandmetro y los
conductores es 25 Q. Calcular la corriente que pasa por el aparato de medida cuando
la intensidad que circula por el solenoide disminuye linealmente de 3a1 Aen0.5s.

O B = pin/s

o, =BS= Mlﬂnrzn'
S

S
o u DA 407710090 6 695210371
| == S At — 5 0.5
R R 25

Resp.: 7.896 -10° A

Una bobina de 10 espiras y 100 cm? de &rea gira a 10 RPM
respecto a un eje de su plano en el seno de un campo <
magnético, uniforme y perpendicular, de 0.5 T. Hallar la
f.e.m. inducida y su valor maximo.

o

@, (t) =nBS = nBScos o = NBS cos ot

Agustin E. Gonzalez Morales 215



10.

_4oy

e(t) = - nBSwsen ot =10-0.5-100-104102% cos 10 2% ¢
60 60
Resp.: &(t =lsen£t; - Tv
P+ e =go SN 3 b Emax =5

Una bobina rectangular plana, tiene 200 espiras de 2x1 metros cada espira. Esta en el
seno de un campo magnético uniforme, perpendicular a su plano. Si el campo varia de
B’=0.6 TaB=0.3TenO0.1s, calcular la f.e.m. inducida.

La variacion que experimenta el flujo en 0.1 s es:
AD,_ =nBS—-nB'S=nS(B-B') =200-2(0.3—0.6) =-120 Wb

Por tanto:
_ A0, -120

At 0.1
Resp.: 1200 V

Una bobina circular de 4 cm de radio tiene de 200 espiras y una resistencia de 20 Q.
Esté situada en el plano XY en el seno de un campo magnético dirigido en el sentido
positivo del eje Z, cuyo moédulo es B = 0.5 exp (=% t). Determinar el valor de la
intensidad de la corriente inducida en cualquier instante y su sentido de circulacion.

g=—Pm __dBS) 0B _ 298 20070.04205( L |exp| Lt
dt dt dt dt 2 2

|(t)=%

Resp.: 12.56107° exp(—%tj A

Como B = 0.5 exp (-¥ t) es decreciente, el flujo
disminuye con el tiempo: AB < 0; por tanto, la
corriente | debe recorrer la espira en el sentido
contrario a las agujas del reloj para crear un campo
inducido B; que contrarreste a AB, como se aprecia
en la figura.

Una bobina circular de 200 espiras y 0.1 m de radio se coloca perpendicularmente a un
campo uniforme de 0.2 T. Hallar la f.e.m. inducida si en 0.1 s se realizan las siguientes
operaciones: a) se duplica el campo; b) se anula el campo; c) se invierte el sentido del
campo; d) se gira la bobina 90° respecto al eje paralelo al campo, y €) se gira la bobina
90° respecto al eje perpendicular al campo.

El flujo magnético inicial es ®, =nBS= 2000.210.1> = 0.4 T.

La f.e.minducidaes ¢ =— ADp
a)
__200-®y P, __04n
At At 0.1
Resp.: —4n 'V
b)
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11.

12.

13.

0-d, _&_ 0.4rn
At At 0.1

Resp.: 4n V
c)
_ Dy -®, 20, 204rn
At At 0.1
Resp.: 87V
d)
No existe variacion de flujo
Resp.: 0 V
€)
_0-9, _®y _04rn
At At 0.1
Resp.: 4n V

En un campo magnético uniforme y constante, de médulo B, gira una varilla de
longitud L, a velocidad angular o constante, en torno a un eje perpendicular a ella por
uno de sus extremos y paralelo a las lineas de campo. Calcular la f.e.m. inducida entre
los extremos de la varilla.

En el tiempo dt, la varilla gira un angulo do, y su extremo
recorre un arco ds. El area barrida por la varilla en ese tiempo
esdS=%Lds. Pero,ds=L doa=L o dt. Por tanto,

dS =% Lo dt Ade_ 2

La variacion de flujo en la varilla es el nimero de lineas de
fuerza que abarca el area dS:

d®,, =BdS=BdS puesBySson paralelos
La f.e.m. inducida es:

8=—%=—1/2 BL%w
dt

Resp.: £ =% BL?0

Acercando un iman a una bobina de 2000 espiras y 20 © de resistencia, se incrementa
linealmente el flujo magnético que la corta de 0 a 1.5-10° Wb en 0.1 s. Calcular la
corriente media de induccion.

Sea @p(t) = at + b; con ®(0) =0y dy(0.1) = 1.5:107; entonces a = 1.5:10* y b = 0. O sea:

Dp(t) =1.5:107t

do,,

€=-n =-2000 03V

d(1.510°t)
t

|l _03
"R 20
Resp.: 0.015 A

Un avién totalmente metalico, cuya ala mide L = 18 m, vuela a 900 km/h en el mismo
plano horizontal y paralelamente a un conductor por el que circula una corriente de
100 A. El extremo del ala méas proximo al conductor dista 2 metros de él. Calcular la
d.d.p. entre los extremos del ala si su permeabilidad relativa es 200.
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El médulo del campo creado por | a una distancia y es:
gkl
2ny
El elemento dy barre un area dS = v-At-dy , siendo v la velocidad del avién y At el intervalo
de tiempo considerado. Como

dd, =BdS= ZM—IV-At-dy

y
o Integrandoentrey=a e y=L:
Ll
L
AD, = plvAt Iﬂz plvAt InL
: 2t Yy 2n a
20047107 100900 1000 At 20
. AD, = 3600 1n22— 23024t
. 2n 2
I
Y lad.d.p. seré:
| A®,| 23024t
At At

Resp.: 2.302 V

14. Por dos railes metalicos, cerrados por la resistencia R, se mueve un conductor de

15.

longitud L con velocidad v como se representa en la figura. El conjunto se encuentra en
un campo magnético, perpendicular al plano del papel, de médulo B = B, + kt, con By
k constantes. En el momento inicial el area ABCD es S,. Determinar la intensidad de la

corriente.
A B

El flujo es: '
- copol

@, (t) = BS = (B, +Kt)(S, + Lvt) @ @O O—

La corriente I(t) es el cociente entre la f.e.m. @ @ @ @

inducida y la resistencia R:

11 dDn(t)
I(t)_Rg(t)_R( dtj

Resp.: I(t) = —%[ks0 +VL(B, + 2kt)]

En una bobina de 600 espiras y 10 cm de longitud, por la que circulan 2 A, se origina
un flujo de 310 Wh. Calcular: a) la f.e.m. inducida al interrumpir la corriente en 0.4
s; b) la inductancia; c) la superficie de la bobina, y d) la energia almacenada en ella.

a)

AD, 6003107

&E=— =
At 0.4

Resp.: 0.45V

b)
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16.

8:—L%%ImrwmoL=—g£=9£igﬂ

Al 2
Resp.: 0.09 H
c)
L=Mn2§,por tanto S= st = 0'1'2'09 :
S un 47107600
Resp.: 1.989-102 m?
d)

E 122100922
2 2

m

Resp.: 0.18J

Por un hilo largo circula una corriente variable I(t) = 4 — 0.2t, tal como se representa
en la figura. Calcular: a) la f.e.m. inducida en una espira rectangular indeformable de
5x10 cm, si el lado mayor, paralelo al hilo de corriente, dista de éste 10 cm; b) si por la
espira, a su vez, circula una corriente de 5 A en sentido contrario a las agujas del reloj,
calcular la fuerza neta ejercida sobre la espira en t = 2 para la primera corriente.

a)
n
B, =
X 2nx
dod,, = B-cdx —“—Ic dx
271X
r c, b C
D, =j“—c-dx 102 I(® i
X 2 a :
a X1 dx
4oy o pebd e |
dt 2 adt
________________ b
-7
oo 4n10701 014005 .,
21 0.1
Resp.: 1.62:10° V
b)

Ent =2, por el hilo circula I(2) =4 - 0.2.2 = 3.6 A. Por el lado de la espira mas proximo al
hilo conductor circula la corriente de 5 A en sentido contrario a los 3.6 A, mientras que por
el lado més alejado lo hace en el mismo sentido.

En el tema 1X vimos que dos corrientes paralelas, separadas una distancia d, que circulan en
el mismo/distinto sentido se atraen/repelen con una fuerza cuyo maédulo es:

F= plyly L
2nd

La fuerza ejercida sobre el lado mas cercano es de repulsion, de valor:

-7
E 47107 5-3.6

3 0.1=3.610°N
210.1

Mientras que sobre el lado mas alejado es de atraccion:
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17.

18.

19.

20.

-7
F, = 4710 538 1 _ 54106
21:0.15
Por tanto, la fuerza neta es repulsiva, de valor: F, — F,
Resp.: 1.2:107° N (repulsiva)

El primario de un transformador esta alimentado con 220 V. Del secundario se desean
extraer 30 mA a 5 V con 100 espiras. Determinar en el primario a) la corriente; b) el
ndmero de espiras.

Vo _l_ M
V, 1, g
220 _30_"MNp
5 1, 100

Resp.: 1, = 0.682 mA, n, = 4400
La entrada de un transformador esta conectada a una corriente alterna de intensidad
méxima 10 A y 20000 V, ¢cual es la intensidad maxima a la salida con 100 V si su
rendimiento es del 90%6?

La potencia del primario es P, = V, I,. La del secundario es Ps = V; I;. Como el rendimiento
es del 90%:

P, = 0.9P,

100 I =0.9: 20000-10
Resp.: I =1800 A

En una bobina se inducen 5- 102 V cuando en otra cercana a ella la corriente varia a
razon de 4 A/s. Determinar el coeficiente de inducciéon mutua.

dl, . es 5107
8s=_|—Psd_tp’ Lps=—ﬁ= 1
dt

Resp.: 1.25 mH

Un solenoide de 1 m de longitud y 8 cm? de seccién consta de 5000 espiras. En su centro
se enrollan 200 espiras. Calcular el coeficiente de induccion mutua.

El flujo del primarioes &, =Lyl con Lp = Mnﬁ%. Ademas: @, =n,BS. Por tanto:

_ Bs

Ip =
Hny

El flujo magnético en el secundario es @ ¢ =Lpglp, donde Lps es el coeficiente de
induccion mutua:

D
Lpsz_ms

P

Pero el secundario tiene la misma seccion S que el primario, y esta afectado por el mismo
campo magnético, aungue con n, espiras. Por tanto, ® s = n,BS. De donde:
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81074

Lps = pNyng S _ 4710775000200
S
Resp.: 0.001 H

21. Si por un solenoide de 1000 espiras circulan 10 A cuando el flujo es de 10 Wb, calcular

22.

la energia magnética que encierra.

_ ] » 1B? ]
La densidad de energia magnética es €m=5—— Para calcular la energia total basta
u

multiplicar por el volumen del solenoide S-s, con S superficie de las espiras y s longitud del
solenoide.

2
Em:emle_.SS
2 u
. n
Sustituyendo B =pl—:
]
1 _,n?
E,, ==uSl“-—
m= o

. ., . 1 y .
A lamisma expresion se llegasien E, = 5 L12 sustituimos el valor de L = pun? S,
s

El flujo magnético es:

D, =BS=MI’I|§
S

5_ o,
s unl

que sustituimos en la expresion anterior:

1 1
Resp.: 50 kJ

¢Cuantos metros de alambre fino se necesitan para construir un solenoide de 1 m de
longitud y 1 mH, si el diametro del alambre es despreciable frente a su longitud?

X
n=—o
2nr
Lo X
4n%r? s
2 2
10 =4z207 =X T
4rore 1

Resp.: 100 m

Agustin E. Gonzalez Morales 221



23.

24,

25.

En las bobinas de los superconductores se obtienen densidades de energia magnética
del orden de 10° J/m?®. Determinar el campo magnético en su interior.

2
€ = %B_ B=y2eu =v210%4r10~
u
Resp.: 1.585T
Notese que la intensidad del campo magnético es muy elevada.

Un carrete plano, de espesor despreciable, tiene 100 espiras y 100 cm? de seccién por
espira. Esta situado inicialmente de forma que su plano es normal a un campo
uniforme y estatico de 0.2 T. Gira después a 100 r.p.s. alrededor de un eje contenido en
su plano y perpendicular al campo. Calcular: a) la f.e.m inducida en funcion del
tiempo; b) la intensidad méxima si se conecta a una resistencia de 10w Q.

a)

En la expresién e(t) =BSwsen (ot+¢) el angulo ¢ es cero y la superficie S es la
correspondiente a una espira; por tanto, para n espiras:

&(t) = nBSw sen ot =100-0.2:100-10*-27-100- sen 27-100t

Resp.: g(t) = 40z sen 400xt
b)

_ &mx _ NBS® _ 100.0.210010*-27100

|
meR R 10n
Resp.: Inax =4 A

En Europa la frecuencia de la corriente alterna doméstica es de 50 Hz. a) ;A qué
revoluciones deben girar los alternadores que la producen?; b) los transformadores,
¢pueden modificar dicha frecuencia?

a)

En f = p2E deducimos quemz%, siendo p el nimero de parejas de polos que tenga el
T

alternador, con ® en rad/s. Si expresamos el resultado en RPM:

2nf 60 _ 60v _ 60:50 _ 3000

o(RPM) =
p 2t p p p

Resp.: 3000/p RPM
b)

No es posible modificar la frecuencia exclusivamente con transformadores.
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TEMA XI

ONDAS

Movimiento vibratorio arménico

Energias potencial y cinética en el M.V.A.
Movimiento ondulatorio

Tipos de ondas

Ecuacion del movimiento ondulatorio
Fase
Periodicidad
Ecuacion general de ondas

Velocidad de propagacion de las ondas

Energia asociada al movimiento ondulatorio

Intensidad del movimiento ondulatorio

Atenuacion de las ondas arménicas mecanicas esféricas
Absorcion de ondas

Principio de Huygens

Reflexion

Refraccion

Interferencias

Ondas estacionarias

Difraccion

Polarizacién

Intensidad sonora. Tono. Timbre

Efecto Doppler

Caracteristicas y espectro de las ondas electromagnéticas
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PROBLEMAS

1.

Comprobar que las ondas armonicas satisfacen la siguiente ecuacién diferencial:

2 2
‘Zt_g/z\ﬂﬂ

Sea y(x,t) =Asen(ot —kx + o) . Para calcular aat_y se deriva y con respecto a t, manteniendo x

constante.

= Awcos(mt — kx + @)

2|

0%y
o —Ao’sen(ot — kx + ¢) (a)

oy

Anélogamente, para calcular 6_
X

se deriva y con respecto a X, manteniendo t constante.

—= = —Akcos(wt —kx + ¢)

R

o%y 2
P =—Ak“sen(wt — kX + @) (b)
X

Sustituyendo (a) y (b) en la ecuacion diferencial:
— Aw’sen(ot — kx + ¢) = v2 {— AkZsen(mt — kx + (p)}
Y simplificando, resulta:
® = vk

A 2 . A2n 2¢; .
Pero, v=— y k=— por tanto: vk = ———=—— que es precisamente .
T A TA T

Uno objeto cuya masa se desconoce esta suspendido de un muelle vertical de constante k.
Cuando se estira el resorte una longitud A y se suelta, la masa oscila con una frecuencia f.
Calcular: a) la masa; b) el alargamiento correspondiente a la posicién de equilibrio del
muelle; c) la posicion, la velocidad y la aceleracién de la masa en cada instante.

m_ﬁ mok __k
m _m2_4n2f2

a)

Resp.: m=——
P AmPf?

b)
En la posicion de equilibrio y, aplicamos la segunda ley de Newton, sabiendo que la aceleracion

es nula:
mg — Ky, =0
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Resp.: y, = mg

c)

Supongamos que t = 0 es el instante en el que se suelta el muelle. Sea y = A sen (ot + o) la
ecuacién de la posicion, en la que conocemos A y o = 2xf, pero desconocemos ¢. Si derivamos
con respecto al tiempo obtenemos la velocidad:

V(t) = Aw cos (ot + )

Pero v(0) = 0. Por tanto, ¢ = g :

Resp.: x(t) = A sen (2xft)
V(t) = 2nfA cos (2nft + /2)
a(t) = —4n*fA sen (2nft)

Un bloque de 2 kg esta unido a un resorte horizontal cuya constante k vale 0.01 N/m. Si en
el instante inicial el resorte no esta deformado y la velocidad del bloque es 10 m/s.
Calcular: a) La maxima deformacion; b) la fuerza que ejerce el resorte en la posicion de
deformacion méaxima; c) el trabajo de la fuerza elastica entre las posiciones x =0y x = 0.1
m; d) el periodo del movimiento; €) si se separa el bloque del resorte cuando se mueve a 5
m/s y fricciona con una superficie horizontal de coeficiente de rozamiento 0.2, calcular la
distancia que recorre hasta pararse.

a)

La energia cinética maxima tiene que ser igual a la energia potencial maxima, por tanto:

1mvg - Lya? A=VO\/E=10,/i
2 2 k 0.01

Resp: A = 1002 m

b)
F=-kA=-0.01-100~/2
Resp.: F = -J2 N
c)
1 1 0.01
W = - AEpe = Ekxg —Ekxf 27(02 —0.12)
Resp.: —5:107°J
d)
T= 271\/E = 2711/i
k 0.01
Resp: T =20 V2nrs
€)

La energia cinética que posee el bloque tiene que invertirse en el trabajo efectuado por la fuerza
de rozamiento:
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1 5
Emv = umgx

V¥
2ug  2:0.29.8
Resp.: 6.38 m

4. Una barra horizontal AB, de masa despreciable, puede girar alrededor de un eje vertical
gue pasa por el extremo A. En la barra se encuentra un manguito de masa m, unido a un
resorte de longitud L, y rigidez k. El rozamiento del manguito con la barra es despreciable.
¢QUué energia hay que comunicarle al sistema para conseguir que gire lentamente hasta
alcanzar la velocidad angular ®»?

La energia mecanica del sistema en la posicion de equilibrio es nula. Mientras que en la posicion
(L, + x) es la suma de la energia potencial eléstica y de la energia cinética de rotacion:

— L, <X E=tio? + 2102 = L i + LR %02
—
| L [ 1

1
E==kx’+=m(L, +X)’w?
> 5 (Lo +x)

donde hemos supuesto que, a los efectos de calcular el momento de inercia, el manguito es una
masa puntual.

Esta energia E es la que debemos aportar al sistema. Para calcular x la segunda ley de Newton
establece que la fuerza recuperadora del resorte es igual al producto de la masa del manguito por
la aceleracién centripeta que tiene en esa posicion:

kx = mo? (L, + X)
_ me? L,
k — mw?
Sustituyendo en la expresion de E:

k + ma?
(k - m(oz)2

5. Una varilla horizontal AB gira alrededor de un eje vertical que pasa por A con una
velocidad angular ® = 10 rad/s. Dos bolitas C; y C,, de m = 60 gramos cada una, resbalan
sin rozamiento a lo largo de la varilla. Las longitudes en reposo de los resortes R; y R, son
Lo = 50 cm y Ly = 60cm. La rigidez de los resortes es k; = k, = 156 N/m. Calcular la
longitud final de ambos resortes y las tensiones que soportan.

Resp.: E = %mko)2 L2

En la figura se han representado los
resortes cuando el sistema esta girando
en torno a A, de manera que, segun la
ley de Hooke, los mddulos de F; y F,
son:

F= kl(Ll - LlO) 1)

F,= kz(l—z - Lzo) (2

Aplicando la segunda ley de Newton a C; y C,, ambas sometidas a sus correspondientes
aceleraciones centripetas, segun el sistema de referencia indicado en la figura:
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Para C;: R, —F, = mo’L, ()
Para C,: F, = mo?(L, +L,) (4)
Sustituyendo (1) y (2) en (3) y (4) e introduciendo los datos:
156(L, —0.5) —156(L, — 0.6) = 0.0610%L,
156(L, —0.6) = 0.06102 (L, + L)

Sistema de ecuaciones que permite calcular Ly y L, y, en (3) y (4), F1 y Fa.

Resp.: L; =56.8 cm; L, = 64.6 cm
F1=106N;F,=7.17N

Un piston se mueve verticalmente con un M.V.A. de amplitud A = 10 cm. Determinar el
maximo numero de oscilaciones por minuto que puede realizar, sin que se separe de él un
cuerpo colocado encima.

Para que un cuerpo colocado encima del piston no se separe nunca de él, el piston tiene que
adquirir una aceleracion maxima igual a la de la gravedad g; pues, si fuese mayor, en el punto
mas alto el pistén se separaria del cuerpo, porque este Ultimo “caeria” con la aceleracion de la
gravedad.

2
gz(ﬁj A como T=27t\/E
T g
N_@_Qﬁﬂ 9.8
T =nVA =xn\0l

El coeficiente de rozamiento estatico entre la masa my el soporte de masa M es p. Entre M
y la superficie horizontal no hay rozamiento. Para determinar la constante k del resorte
cuya longitud inicial es L, se coloca verticalmente y se cuelga de él una masa my,
observandose que entonces su longitud es L;. Calcular: a) La constante del resorte; b) la
amplitud maxima puede tener un M.V.A. del sistema sin que deslice m?

Resp.: 94.53 oscilaciones por minuto

a)

El valor absoluto de la fuerza elastica del resorte es kx, siendo x
la deformacion. Si lo sometemos al peso m;g, la deformacion
que se produce es L; — L. Por tanto: ml

m,g = k(L; - L,)

m,g

Resp.: k=
P L,-L

b)

Si m no desliza: F,,, —umg=0; por tanto:
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Ma, —umg=20
Amax = Hg

Pero el valor absoluto de la aceleracién maxima en un M.V.A. es:

Aay = o’A
Igualando y despejando A:
19
A==
0)2
Teniendo en cuenta que
m9

M +m M +m

M+m
m,

Resp.: A=p (L -Ly)

La fase inicial de un M.V.A es cero. Cuando la elongacion es 2.4 cm su velocidad es 3 cm/s,
y cuando la elongacién es 2.8 cm la velocidad es 2 cm/s. Calcular la amplitud y el periodo.

Como la energia mecanica se conserva:

L+ Imvz = ka2
2 2 2
con
o =X
m
obtenemos

v = 0?(A%-x?)
introduciendo los datos:

9= w?(A%-5.76)
4=w*(A®-7.84)
resolviendo el sistema de ecuaciones anterior obtenemos ® = 1.55 rad/s y A = 3.08 cm:

Resp.: A=3.08 cm

Resp.: T=4.03 s
Una bala de masa m choca contra un bloque de masa M, horizontal, unido a un resorte, en
equilibrio, y se incrusta en él (se desprecian los rozamientos del bloque con el suelo donde
se apoya). Si tras el choque el sistema se pone a vibrar a f Hz con una amplitud A.
Calcular: a) la velocidad de la bala antes del choque; b) el trabajo efectuado por la bala
para incrustarse.
a)

Segun principio de conservacion de la cantidad de movimiento:
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10.

11.

mvy, = (M+m)vy,
siendo vy, la velocidad de la bala y vy, la velocidad que adquiere el bloque con la bala incrustada.

Sea la posicién del blogue con la bala ya incrustada x = A sen ot. Su velocidad es v = Ao cos ot.
En el instante t = 0, cuando se produce el impacto, el conjunto adquiere su maxima velocidad de
valor Am = A-2xf, que debe ser igual a vyy,. Por tanto:

mv, = (M + m)A-2nrf

Resp.: vy, = 2nAf M+ m

b)

El trabajo efectuado por la bala para incrustarse sera la diferencia entre la energia cinética que
tiene el sistema antes del choque y la que tiene después del choque:

1

W= Emvﬁ —%(M +m)vg, =%m-4n2A2f2

2
M+m)” LM myaZan?
m

2
Resp.: W = 212A%f2(M +m)(M +m —1)

Dos ondas se rigen por las ecuaciones y; = 8 sen (1000t — 150x), y, = 8 sen (1000t + 150x).
Calcular la ecuacion de la onda resultante y la distancia entre dos vientres consecutivos.

La onda resultante es estacionaria.

y=Y; +VY, =8sen(1000t —150x) + 8 sen (1000t +150x)
Resp: y = 16 sen 1000t cos 150x

Los vientres se producen cuando |cos 150x| =1; es decir, 150x =nm conn=0,1,2... Por tanto:

nm

150

La distancia entre dos vientres consecutivos se calcula con n =1. Por tanto:
T
Resp.: x =—
150

Dos fuentes F; y F, que vibran con la misma fase producen en la superficie libre del agua

ondas cuyas ecuaciones son y; =8sen 2xw _t x| =4sen2n t X con xeyen
Y = 001 10) 727 001 5

cm. Determinar la amplitud de la onda que se produce por interferencia en un punto P que
dista 25 cm de F; y 15 cm de F,.

No son ondas coherentes pues tienen distinto nimero de onda k = %

Operando tras introducir en y; el valor x =25y en y, el valor x = 15:
y1(25,t) = 8 (sen 200zt cos 5 — cos 200t sen 5x) = — 8 sen 200mt
Y2(15,t) = 4 (sen 2007t cos 6 — cos 200t sen 6x) = 4 sen 200xt

y(P) = y1(25,t) + y»(15, t) = — 4 sen 200t
Resp.: Ymax(P) = =4 cm
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12.

13.

14.

Un hombre se encuentra en un punto A en el sesgmento que une dos altavoces que vibran en
fase, a 1.8 m de uno y a 3.2 del otro. Si la frecuencia a la que se observa interferencia
destructiva total es 122 Hz, ¢ cudl es la velocidad de fase? EI hombre se traslada al punto B,
situado a 2,4 m del A, en la perpendicular del segmento que une los dos altavoces, ¢cudl es
la minima frecuencia para que en B haya interferencia destructiva total?

;\‘ B
X;—X, =14=(2n+ 1)E 9
para n = 0 obtenemos A = 2.8, de donde T L
[ o]

v=2Af=28122
Resp.: 341.6 m/s

X =V1.8%+24%2 =3 x,, =/3.22+24% =4

A
Xll_xZZ:l:E f=—=—

Resp.: 170.8 Hz

Un instrumento produce un sonido cuya frecuencia varia desde 150 a 850 Hz. Este sonido
se recoge en un tubo que se bifurca en otros dos, cuyas longitudes son 3.1 y 4.8 m, que se
vuelven a juntar, provocando que interfieran las dos ondas sonoras. (A qué frecuencias se
producen los maximos y minimos de la intensidad del sonido resultante? Velocidad del
sonido 340 m/s

Condicion de maximo: X; —X, =nk = n%:
48-3.1= ns;io

Los valores de n que permiten obtener frecuencias situadas dentro de la banda de 150 a 850 Hz
son: 1,2,3y4.

Condicién de minimo: x, - x, = (2n+1) = = 21+1V,
2 2 f
48-31=20+1340

f

Los valores de n que permiten obtener frecuencias situadas dentro de la banda de 150 a 850 Hz
son: 1,2,y3.

Resp.: Maximos para 200, 400, 600 y 800 Hz

Minimos para 300, 500 y 700 Hz

Dos trenes de ondas de 36 cm de longitud de onda y 1 cm de amplitud, se propagan por la
misma direccion con una diferencia de marcha de 12 cm. En el instante t =% T, ¢cuanto
vale la elongacién de un punto cuya distancia al origen de la primera onda es 3 cm?

t X t X+9
=Asen2mt ——— =Asen2n ——
Y1 ”(T xj % “(T » J
=Yy, + —2Acos7t—85en2ni—X+E —ZCoslz—nsenZn;—ﬁ
y=wit¥2= A T A 36 T 36

Resp.:y(*2T)=1cm
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15.

16.

17.

Una onda armonica de 100 Hz se propaga sin amortiguamiento en el sentido positivo del
eje X, con una velocidad de 30 m/s. Si su amplitud es 5 cm, determinar su elongacién 0.5 s
después de pasar por un maximo.

30 _03

v_s
f 100

y = 0.05sen 27 100t - =
0.3

El primer valor y.x Se consigue cuando

2nl 100t - = | =T
03) 2

Y el valor parat+ 0.5 es:

y(t+0.5) = 0.05sen 2n(100(t +0.5)— 0—"3} — 0.05sen 2n(100t —% + 50} — 0.05sen (g +100nj

Resp.: y (t + 0.5) = 0.05 m
Sometemos el extremo de una cuerda tensa a vibraciones sinusoidales de 10 Hz. Si 20 cm
es la minima distancia entre dos puntos cuya diferencia de fase es % calcular la longitud

de onda y la velocidad de fase.

La diferencia de fase entre dos puntos, en el mismo instante t, es:

D, -, ={27{%—%j+@}—{27{%—%j+¢} =%(X2 —X1)

T_2To0  5.=200cm
57 A

Resp.:A=2m

v=2Af=2.10
Resp.: v=20m/s

La cuerda SOL de un violin tiene 30 cm de longitud. Cuando se toca sin pulsar vibra a 196
Hz. Las notas proximas de la escala son LA (220 Hz), Sl (247 Hz), DO (262 Hz) y RE (294
Hz). a) ¢(A qué distancia del extremo de la cuerda debe colocarse un dedo para que se
generen esas notas?; b) Si se tensa a 1500 N, ¢qué masa debe tener la cuerda?

a)
f= nl
2L

La frecuencia fundamental f, (para n = 1) es precisamente la de la nota SOL de 196 Hz. Con este
dato determinamos la velocidad de propagacion v = 2Lf,.

Si en la expresion de f, para n = 1, sustituimos v y vamos modificando L para conseguir las
demas notas:
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18.

19.

f =1.2Lf0 =f0£
2L, L,
Despejando L;:
Li = Lf—o
i
Por tanto:
Lia= Lo _ 3019 _ 26.73¢m
fia 220

Y la posicion del dedo debe ser x,a= L —L; o =30-26.73 = 3.27 cm
Resp: X a =3.27 cm

Operando de manera similar con el resto de las notas:
Resp.: Xg=6.19 cm
Xpo = 7.56 cm
XRE = 10 cm

b)

T 1500
LfZ  40.3196°

\/7
V=_—=
(o}

Un alambre de 2 metros y 200 gramos, sujeto por ambos extremos, se tensa con 10 N.
Calcular: a) la velocidad de fase que tiene una perturbacion armonica que lo haga vibrar;
b) la frecuencia fundamental; c) el tiempo que tarda un pulso en ir de un extremo a otro.

=Af, =2Lf,; m=
0 0 4

~|3|d

Resp.: m = 32.54 gramos

a)
V=
Resp.: v=10m/s
b)
Para la frecuencia fundamental:
Y 10
fO = — i —
2L 22
Resp.: fo =2.5Hz
C) t=—= 2
v 10

Resp.: 0.2s

Una cuerda de 1.8 my 12 gramos, sujeta por ambos extremos, tiene 7 nodos (incluidos los
de los extremos) y vibra a 100 Hz con vientres de 1 cm. Calcular la tension a la que esta
sometida y la ecuacion de la onda estacionaria.

1.8
Como se aprecia en la figura /\ /\ V\
VARV,
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20.

21.

k=£=0.6
3

La velocidad de fase es v=Af=0.6-100 = 60 m/s.

Pero v =\/f ; por tanto:
(o)

2 _0.012
18

T=0v 60°

Resp.: T=24 N

La ecuacién de la onda estacionaria es y = 2A sen kx cos wt = 0.01 sen %x cos 2100t .

Resp.: y=0.01sen anx cos 200mtt

Una cuerda, sujeta por ambos extremos, tiene resonancias sucesivas con longitudes de onda
de 0.54 m para el arménico n y 0.48 m para el arménico n + 1. Calcular la longitud de la
cuerda, el valor de ny la longitud de onda del modo fundamental.

Ay =25~ 054
n

2L
Apyg=——=0.48
n+1 n+i

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior:
Resp.: L=2.16m;n=8

La longitud de onda del arménico fundamental (n = 1) es A = 2L
Resp.: 4 =4.32m

Una onda luminosa pasa a través de un prisma vidrio de caras planas y paralelas de
espesor e, cuyo indice de refraccion respecto al medio es n. Demostrar que la direccion de
propagacion del rayo emergente es paralela a la del rayo incidente y calcular el
desplazamiento lateral existente entre ambos rayos para un angulo de incidencia o.

Cuando la luz alcanza el punto A sufre una primera
refraccion. Segun la ley de Snell:

sen o.=nsenp (1)

En el punto B se produce la segunda refraccion:

nsend=seny

como se aprecia en la figura

B=35
entoncessen oo =sen y . Por tanto:
a=y
como queriamos demostrar.
En el triangulo ABC: e = AB cos B (2)
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En el triangulo ABD: d=ABsen 0 3)
En la figura: 0=a-p 4)

Operando con las ecuaciones (1), (2), (3) y (4) obtenemos:

Resp.: d =esen 0{1_&}

vn? —sen’a

22. Se denomina prisma éptico al sistema formado por dos laminas planas unidas que forman
un angulo 0, como se representa en la figura. Calcular el valor del angulo de desviacion &
entre el rayo incidente o y el emergente  para 0 = 30° si a = 0° y el indice de refraccion
relativo al medioes n=1.5.

De la figura se deduce que:

o=g t+e& 1)
B=o1t ¢ (2)
y=¢e1+ 0 3)
d=¢g+ @ 4)
=0 ®)

De la ley de Snell:

Sen o =nsen g (6)
nsen ¢; =sen P @)

Disponemos de 7 ecuaciones y existen 10 magnitudes: a,
B, 0, v, 8, 1, €, @1, ¢z N. Para que el sistema esté determinado necesitamos 3 datos
independientes. Segun el enunciado:
a=0° 6=30° n=15
La incognita a calcular es 8. De las cinco primeras ecuaciones se deduce que:

5=p-30

En (6) obtenemos €, = 0, y con (3), (5) y (7) deducimos que § = 48.6°. Por tanto:
Resp.: 6 = 18.6°

23. Calcular el &ngulo de Brewster para el vidrio (n = 1.5) y el aire (n = 1).
El angulo de refraccion debe ser 90°. Por tanto, segun la ley de Snell:

1.5-sen oo =1- sen 90
Resp.: o = 41.81°

24. Si el indice de refraccién del vidrio respecto al medio es 1.5, determinar los angulos de
incidencia y de refraccion que permiten que la luz reflejada por una superficie de vidrio
esté completamente polarizada.

Para que la luz reflejada este completamente polarizada la suma de los angulos de incidencia y
refraccion debe ser 90°.

a+p=90
Ademas, segun la ley de Snell:

I'sena=1.5sen
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25.

26.

Y, resolviendo el sistema de ecuaciones:
Resp.: a=56.3° B=33.7°

Un foco de luz roja cuya longitud de onda es 0.7-10° m, produce interferencias a través de
dos rendijas estrechas separadas 0.01 cm, ¢a qué distancia debemos colocar una pantalla
para que las primeras franjas estén separadas 1 cm?

La difraccion producida por dos rendijas, seguida de interferencias, es el experimento de Young.
En los puntos F; y F, de una red de difraccion, separados una distancia a, se producen
difracciones de luz procedentes de un solo foco. Las ondas secundarias que salen de F; y F;
interfieren y se recogen en el punto P de una pantalla situada a una distancia d de la red. La
interferencia en P depende de la diferencia de distancias F,P — F;P:

FZP—F1P=F2D=asenoczatgocza%

P N La aproximacion es valida para o < 0.1 radianes.

f Si esta diferencia es n), en P hay luz (un maximo); pero,
Yy ) . -
' sies(2n + 1) % hay oscuridad (un minimo). Por tanto,
a4 y

en el caso que nos ocupa: aa =nA, de donde:

=LY,
nai
yparan=1:
d= Q01 +0.0001
0.710°

Resp.: 1.428 m

Una cuerda vibra segun la ecuacién y = 5 sen%x cos 40at (en el S.L). Calcular: a) la

amplitud y la velocidad de fase; b) la distancia entre un nodo y el vientre consecutivo; c) la
velocidad de la particula situada a 1.5 m del origen en el instante t =¥ s.

a)

Comparando con la ecuacion de la onda estacionaria y = 2A sen kx cos ot:

2A =5 k=% o=40%n

pero
K2m_2n_o
A VT v
por tanto
(O]
V=—
k
Resp: A =2.5m; v =120 m/s
b)

La distancia entre un nodo y un vientre consecutivo es un cuarto de longitud de onda:
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217.

28.

29.

21

Aok
4 4 2k
Resp.: 1.5m
c)
oy n e = _
En v= r =—-200m sen Ex sen40nt , basta sustituir x =15yt =",

Resp.: v=0m/s

Una onda plana penetra en un material cuyo coeficiente de absorcién es 0.12 cm™.
Determinar la anchura de la capa que reduce la intensidad al 30% del valor inicial.

In0.3

I =1, 0.31, = 1,e%12% X =—
0 00 0.12

Resp.: 10 cm

Una onda plana que penetra en un material reduce su intensidad en 6 dB cuando recorre
15 cm. ¢Qué distancia debe penetrar para reducir su nivel de intensidad en 10 dB?

Sean |, la intensidad tras la absorcién de 6 dB, e I, la correspondiente a la absorcién de 10 dB:

—6=10logL
I0
1)
-10 =10Iog|—2
I0
Pero I, = lpe P%; 1, = 1,7 Por tanto:
b _ e 1o _ onx
I0 I0
que sustituimos en (1):
—6=10logeP*®
~10=10loge P
es decir
—0.6=—p15loge
-1=—Bxloge

Dividiendo miembro a miembro y despejando x:

Resp.: 25 cm
Un automévil produce un ruido de 0.1 W. Si el sonido se irradia isotrépicamente en el
hemisferio superior, calcular: a) la intensidad a una distancia de 30 m; b) el nivel de
intensidad sonora a esa distancia; c) la distancia a la que el nivel de intensidad es 40 dB.

a)

Suponemos que en el hemisferio inferior no se produce propagacién. Por tanto, la potencia se
reparte s6lo en la superficie de media esfera.
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30.

31

32.

| P 0.1

- 2nr? =m
Resp.: 1.77-10°5 W/m?
b)
Neg =10|Ogi=10|ogl'7;'—_lfj
Resp.: 72.47 dB
c)
40=10l0g 0'312 =107 = 22;2

Resp.: 1261.56 m

Un altavoz de potencia constante se oye hasta una distancia de 240 metros. ¢Cual es el nivel
de intensidad a 60 metros?

Suponemos que el altavoz se oye a 240 m con el valor minimo de la intensidad; es decir, la
intensidad de referencia .

Iy _r lao _ 60°
L, lgg  240°
lgo =165

16:1
Ngs =10log 6l

0
Resp.: 12 dB

La bocina de un coche se oye hasta una distancia de 1 km. Calcular: a) el nivel de la
intensidad sonora a 100 m; b) el nimero de bocinas iguales para que a los 100 metros el
nivel de intensidad sonora sea de 60 dB.

a)
2 2
I—lzr% ndBl=10Iog|—1=10Iogri2=20Iogr—°=20Iog@
lo 1 lo I I 100
Resp.: 20 dB
b)

Ngan =10Iogr:—|1=10Iog:—1+10Iogn =Ngg; +10logn
0 0

60 =20+ 10log n
Resp.:10000 bocinas

Dos personas Ay B distantes entre si 10 m, estan alineadas normalmente a una pared. Si la
persona A, mas alejada del muro, llama a B y ésta percibe la llamada directa con un nivel
de intensidad de 20 dB, ¢a qué distancia se encuentra B de la pared si esta situada donde
deja de percibir el sonido reflejado en el muro?

La intensidad que recibe B de manera directa es Ig: R r
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33.

34.

| |
20=10log-% =10log—2¢ Iy =107 W/m?
g I g 102 d

La intensidad que recibe B, reflejada por el muro I, tras recorrer una distancia R + 2r, debe ser
igual a la de referencia ly, considerando ésta como la minima capaz de percibir:

ly  (R+2r)? 10 (10+2n)?

. R? 102 102
Resp.: 45 m
Una onda arménica esférica tiene una intensidad de 6:10° W/cm? y una amplitud de 4 mm

a 20 metros del foco. Si no hay absorcion, calcular la energia emitida por el foco en un
minuto y la amplitud de la onda a 40 metros del foco.

-P_E E=1St=610"4120%60
S st
Resp.: E =180.96J
Ay _h A _20
A T, 4 40

Resp.: A, =2 mm

Un coche se mueve a 17 m/s hacia una pared estacionaria. Su bocina emite ondas de 200 Hz
gue se propagan a 340 m/s. Calcular: a) la frecuencia con la que las ondas inciden en la
pared; b) la longitud de onda del sonido delante del coche; c) la frecuencia de la onda
reflejada en la pared que oiréa el conductor del coche.

Acercamiento Alejamiento
V4V simultaneo simultaneo VoV
_ r _ —Vr
del emisor (V, > V)) del emisor (V, > V)

e VTV, . - e VTV,
fl_fv_ve (b) E_) (—E (e) fl_fv-‘,—ve
Vi b del receptor (V, < V,) del receptor (V, < V,) voy

_ +Ve _ —Vr

a)

La velocidad del receptor es nula y la situacion es de acercamiento simultaneo; caso (a). Por
tanto:

f=f—Y_— 20020
V-V, 340-17
Resp: 210.53 Hz
b)
Ay = v_ 340
f, 21053
Resp.: 1.615m
c)
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35.

36.

37.

Ahora suponemos que el emisor es un foco situado en la pared. La velocidad del emisor es nula,
la velocidad del receptor es la del coche y la situacién vuelve a ser de acercamiento simultaneo.
Por tanto:

V+V, 340+17

f,=f = 210.53
\)

Resp.: 221.06 Hz

Un automovil circula a 100 km/h perseguido por la policia a 120 km/h. La policia emplea
su sirena que emite un sonido de 500 Hz, ;qué frecuencia escuchara el automovil si la
temperatura del aire es 35 °C?

La velocidad del sonido a esa temperatura es:

Ve JyRT _ J1.4-8.3l49-(273.15+35) 35043

M 28.88107°

La situacion es de acercamiento del emisor; caso (b):

Lm0
f,=f —T =500 12-%
V=Ve 352.43--2

36

Resp.: 508.705 Hz

Un buque se dirige perpendicularmente hacia la costa que supondremos plana y vertical. A
una cierta distancia se emite con la sirena del barco un sonido a una frecuencia f,, que se
refleja en la costa y se percibe a bordo 5 segundos mas tarde a una frecuencia f; = 16/15 f;.
Calcular la velocidad del barco y la distancia a la costa si la temperatura ambiente es de
15° C.

YRT
M

V =

Con R = 8.3149, M = 28.88:10% y y = 1.4, calculamos la velocidad del sonido a 293.15 °K:
v=341m/s

La situacion es de acercamiento simultaneo; caso (a). El emisor y el receptor son el propio barco,
a velocidad vy:

V+V, 16 341+ v,

15 ° %341-v,

f1=f
V-V, 15

Resp.: v, = 11 m/s
El sonido debe recorrer, en t = 5 segundos a velocidad v, dos veces la distancia x que existe entre
el barco y la costa, menos el trayecto recorrido por el barco a velocidad v, en los mismos t = 5
segundos.

vt =2X -Vt

V+v, . 341+11
X = t=
2 2

5
Resp.: 880 m

Un tren se mueve a 20 m/s. La frecuencia emitida por su silbato es de 50 Hz. Calcular: a) la
longitud de las ondas recibidas por un observador fijo situado delante de la locomotora; b)
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38.

idem, detras de la locomotora; c) la frecuencia recibida por un pasajero de otro tren que
circula a 15 m/s, por delante, en una via paralela, si se mueve en el mismo sentido; d) idem,
en sentido contrario. En todos los casos la velocidad del sonido es 340 m/s.

a)

La situacion es de acercamiento simultaneo; caso (a). El receptor a velocidad nula:

V+V, 340+0 v 340
V-V, 340-20 f, T
Resp.: 6.4 m
b)
La situacion es de alejamiento simultaneo; caso (d). El receptor a velocidad nula:
f1=fv—vr= 340-0 k:izﬂ
V+V, 340+ 20 £, f
Resp.: 7.2m
c)
La situacion es de acercamiento del emisor; caso (b):
£ =t VoV g 340-15
V-V 340-20

e

Resp.: 50.78 Hz
d)
La situacion es de acercamiento simultaneo; caso (a):

v+v, . 340+15

f,=f -
V-V, 340-20

Resp.: 55.47 Hz

Un coche se separa de una pared a 90 km/h y se dirige hacia un observador emitiendo un
sonido de 600 Hz. Ademas sopla un viento de 30 m/s en la direccién y el sentido del
movimiento del vehiculo. Calcular las frecuencias que percibe el observador: a)
directamente del coche; b) después de reflejarse en la pared. Velocidad del sonido: 340 m/s.

a)

Se trata de un acercamiento simultaneo con el receptor a velocidad nula; caso (a). La velocidad
del sonido es 340 + 30 = 370 m/s.

V+V, 370+0
V-V, 370-90/3.6

f,=f
Resp.: 643.48 Hz

b)
La onda le llega al receptor después de reflejarse en la pared, y proviene de un coche que se aleja
de la pared. Se trata de un alejamiento simultaneo con el receptor a velocidad nula; caso (d). El

observador del enunciado percibe la misma frecuencia que la que escucha un observador situado
en la pared. La velocidad del sonido es ahora 340 — 30 = 310 m/s.
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V-V, 310-0
V4V, 310+90/3.6

f1=f

Resp.: 555.22 Hz
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