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UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
PRUEBA DE ACCESO A LAS ENSENANZAS UNIVERSITARIAS
OFICIALES DE GRADO
Curso 2015-2016
MATERIA: MATEMATICAS 11

INSTRUCCIONES GENERALES Y VALORACION

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno deberd escoger una de las dos opciones
propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opcién elegida. Para la realizacion de esta
prueba se puede utilizar calculadora cientifica, siempre que no disponga de capacidad de representacién
gréfica o de célculo simbdlico. Todas las respuestas deberdn estar debidamente justificadas.

Calificacién: Las preguntas 1*y 2° se valoraran sobre 3 puntos; las preguntas 3"y 4* sobre 2 puntos.
Tiempo: 90 minutos.

OPCION A

Ejercicio 1. Calificacién méxima: 3 puntos.
Dada la funcién f(x): (6 - x)ex/3 , se pide:
a) (1 punto) Determinar su dominio, asintotas y cortes con los ejes.
b) (1 punto) Calcular su derivada, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos.

¢) (1 punto) Determinar el area del tridngulo que forman los ejes coordenados con la tangente a la
curva y = f(x) en el punto x = 0.

Solucién.
a. Dominio: D[f(x)]=D[(6—x)]leex/3J=R NR=R
Asintotas verticales: Son rectas de la forma x = a/ a¢ D[f(x)] y Limf (x) :% . No tiene porque
X—a
su Dominio es R
Asintotas horizontales: Son rectas de la formay=L/ L= Lim f (x)e R
X —Foo
S c
Lim £(x)= Lim (6-x)-¢*3 = Lim 2=% = 1 I _m—2_-3-9
X—>—00 X —>—oc0 X —>—oc0 e_x/3 L'H x—>— e—x/3 ;1 X —>—oc0 e_x/3 o0
3
Lim f(x)= Lim (6—x)-e*? =000 = oo

X—>+oo X—>+oo
La funcién tiene asintota horizontal hacia menos infinito (y = 0).

Asintota oblicua: La funcién puede tener oblicua hacia +oo por carecer hacia ese infinito de
horizontal (y = mx + n).

—x).eX/3
m= Lim 10 gy 620 (9—1)&/3=(ﬁ—1j-e°°/3=(0—1)-oo=—oo

X—+oo X X —>+o0 X X —>+oo\ X R

No tiene asuntota oblicua hacia +oo

6-x=0:x=6
X3 £0vxeR
Corte con OY (x=0): y= (6—0)60/3 =6-1=6 = Punto de corte con OY (0, 6)

Cortes con OX (y=0): 0=(6— x)ex/3 : { = Punto de corte con OX en (6, 0)

x/3
b. f'(x)=—1-ex/3+(6—x)-ex/3%=eT(3—X)

Monotonia y extremos relativos. Por ser una funcién continua en R, se estudian los extremos
relativos de la funcién, y a partir de estos, los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
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x/3 x/3
Extremos relativos: f'(x)=0:e (?a—x)=0:{e #0VxeR f(3)=(6—3)e3/3=3e
3—-x=0:x=3
” eX/3 1 eX/3 X'ex/3 ” 3 33/3 c
f =— —03- —N-1)=- f73)=-— =——<0
O ()=-2=2e

En (3, f (3)) = (3, 3e) la funcién tiene un maximo relativo.

(— oo, 3) Creciente

Por ser continua y tener un maximo en x = 3: .
(3, oo) Decreciente

Otra forma de resolver el apartado seria estudiando los ) ; (3, c0)
signos y ceros de la derivada. 1] 3 5
| ++=+ —+=-
x/3 x/3 I I
(N . _~.]e77#0VxeR ¥ 0 ¥ <0
f(x)=0: (3—x)—0.{3_x=0:X=3 F(x) CREC | f(x) DECREC
f£31=0
Ildximo
c Ecuacién de la recta tangente a la funcién en x = 0: vl T=x+6

y—£(0)=10)- (x~0)

0/3
£(0)=(6-0)e?? =6-1=6 f’(0)=eT(3—o)=%'3=1 ‘//[n,rs]

y—6=1-(x—0) y=x+6

Conocida la recta tangente, el drea del tridngulo .
determinado por la tangente y los ejes coordenado se puede fran=(6-x)-e™3
calcular de dos formas diferentes.

2 0 2 2
Por célculo integral: Area = IO6 (x + 6)dx = (% + 6x} = (07 +6- 0] - [ (_ 6) +6- (— 6)] =
)

=0-(18-36)=18u>

base x altura

2
Los puntos de corte de la recta tangente con los ejes coordenados son:
-0X(y=0):x+6=0 x=-6.(0,-6)
-0Y (x=0):y=0+6=6.(6,0)

Conocidos los puntos de corte, el drea del tridngulo es

A=80 1542
2

Ejercicio 2. Calificacién méxima: 3 puntos
x—-2z—-1=0
x+y+z-4=0
a) (1 punto) Obtener la recta que pasa por el punto P(1, 0, 5) y corta perpendicularmente a r.
b) (1 punto) Obtener el plano que contiene a la recta r y es paralelo a s.
¢) (1 punto) Hallar la distancia entre las rectasr y s.

Solucién.

a. El problema se puede hacer de dos formas diferentes, por interseccioén de planos o calculando la
proyeccién del punto sobre la recta.

Dadas las rectas rs{ y SE{(2+k,1—3k, k);ke R}

Por interseccion de planos: La recta que buscamos t, se puede t Tz
calcular por interseccion de los planos 7, y 7, siendo 7, el plano @ . —
perpendicular a r y que contiene a P y ,, el plano que contiene ary a P t 'lfni

F
T
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x =142\
Xx=22-1=0  ,; A(1,3,0)
r= ———qy=3-3k:<_
X+y+z-4=0 N v(2,-3,1)

Teniendo en cuenta que el plano T, es perpendicular a la recta r, el vector normal del plano serd
igual al vector de direccién de la recta, por lo tanto la ecuacién del general del plano tendra la siguiente
forma:

2x-3y+z+K=0 VKeR
El pardmetro K se calcula sustituyendo las coordenadas del punto P en la ecuacién del plano.

2:1-3-0+5+K=0: K=-7

m =2x-3y+z-7=0
El plano T, se puede calcular con el haz de planos de arista r, particularizando para el punto P.
Haz de planos de arista r: x—22—1+K(x+ y+z—4): 0 VKeR
Plano del haz que contiene a P: 1-2-5—1+K(1+0+5-4)=0; —10+2K=0; K=5
Ty =x-2z-1+5(x+y+z-4)=0
Ty, =6x+35y+3z-21=0

Larecta t, es la interseccién de m; y 7.

x=3-pn
2x =3y+z-7=0
t= =qy=0 VpeR
6x+5y+3z-21=0
z=1+2p

Por proyeccion ortogonal. La otra forma de resolver el problema es calculando la proyeccién
ortogonal de P sobre r (M), siendo en este caso la recta t la que pasa por Py M

La coordenadas del punto M se calculan mediante la interseccién de la recta r con el w;, plano
perpendicular a r que contiene a P.

x=1+2A
r=qy=3-3\ r—m
—
z=X
n =2x-3y+z-7=0

M: 200+210)-3B3-30)+A-7=0:A=1=>M({1+2-1,3-3-1,1)
M(3,0,1)

El vector de direccion de la recta se puede obtener mediante el segmento PM
PM = (3-1,0,1-5)=(2,0,-4)=2(1,0,- 2)

x=34+A
M(3,0,1)
tid— =qy=0 VAieR
PM(1,0,-2)

z=1-2\

. N .. rco
b. El plano que se busca 6, debe cumplir las siguiente condiciones: { o’ de la recta r por estar

sllo

contenida en el plano, se utilizara el punto A y el vector v,y de la recta s, por ser paralela solo se
utilizara el vector u

A(1,3,0) x-1 y-3 z
6=1v(2,-3,1)=>0=| 2 -3 1]=0
i(1,-3,1) 1 -3 1
-3 1 2 1 2 -3
= —1— — =
c 3 l(X ) ) 1(y 3)+1 _3z 0
c=y+3z-3=0
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c. La recta s es paralela al plano o, por lo tanto todos los puntos

de la recta s estdn a igual distancia del plano G, y como el plano ¢
contiene a la recta r, la distancia entre las rectas r y s se puede calcular

como distancia de un punto de s al plano G. ﬂ”
3

d(r—s)=d(B(2,1,0)-c=y+32-3=0) /-g/

d(r—S)=|1+3.0_3| = 2 Zmu

\/12+32 \/E S

Ejercicio 3: Calificacién mdxima: 2 puntos.
a) (1 punto) Determine, si es posible, los pardametros ot y B de modo que se verifique la igualdad:

o3 (-5 Y

b) (1 punto) Determine los posibles valores de A para que el rango de la matriz A sea 2, donde

2 2 10
A=A\ +
1 3 0 1
Solucion.

(3 _4j (1 ojz (3 _Sj
a. a- +B- =
5 -1 2 1 -2 -5
(3(1 —4aj (1 oj (1 oj (3 —8)
+B. . =
50 —a 2 1)(2 1) (-2 -5
(3(1 —4aj [1 oj (3 —Sj (3(1 —4aj (B oj (3 —Sj
S0 —a 4 1 -2 =5 50 —a 43 B -2 =5
(3a+[3 —4(1) (3 —Sj Identificando {3a+B=3 —40=-8 {a=2
5a4+4p —oa+p) -2 -5 5a4+4p=—2 —a+Pp=-5 [p=-3

2 2 10 20 +1 2
b. A=A\ + =
1 3 0 1 A 3h+1

Para que el rg A = 2, el determinante de A debe ser distinto de cero.
2A+1  2)h

detA =
A 3 +1

a=-1
—4a%+5a+1=(4a+1)-(a+1)=0:
a“+5a+1=(4a+1)-(a+1) {a=_1/4

Va;t—l,—i |Al£0=rgA=2

Ejercicio 4: Calificacién mdxima: 2 puntos.
Cierta fundacién ha destinado 247 000 euros para la dotacién de 115 becas de estudios. El importe de
cada beca es de 3000 euros, si el estudiante cursa un grado universitario; de 2000 euros, si cursa
formacién profesional y de 1500 euros, si realiza estudios de postgrado. Sabiendo que la fundacién ha
concedido doble nimero de becas de formacién profesional que de postgrado, ;cudntas becas ha
concedido a cada nivel de estudios?
Solucién.
Definicién de las variables: - x = Numero de becas concedidas a grado universitario
- y = Numero de becas concedidas a formacion profesional
- z = Numero de becas concedidas a postgrado
El enunciado permite plantear tres ecuaciones
1%. Se conceden 115 becas.
x+y+z=115
2%, 247 000 € repartidos en 3000 € en grado universitario, 2000 € en formacion profesional y
1500 € en postgrado.
3000x + 2000y + 1500z = 247000

Simplificando:
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6x +4y+3z2=494
3%. Se han concedido doble niimero de becas de formacion profesional que de postgrado
y=2z
Ordenando se obtiene un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas, que se puede resolver
por el método de Gauss o el de Cramer.

x + y + z = 115
6x + 4y + 3z = 494
y — 2z = 0
Método de Gauss:
11 1 115 1 115 11 1 115
6435494:0—2—35—19670235196:
. E,-6E . -1)E 2E;-E
01 -2: o) -2 0 o1 -2 o)
11 1 & 115 X + y + z = 115
02 3 © 19 |= 2y + 3z = 196 :17=—120 _og
00 -7 : —19 - 7z = -196
+ + 28 = 115 [x + = 87
Y * y =256 0 4 56 = 87:x=31
2y + 3:28 = 196 = 112 2
Solucién: (31,56, 28)
Método de Cramer:
x + y + z = 115 11 1
6x + 4y + 3z = 494 |Al=6 4 3|=-8+0+6-(0-12+3)=7=0 S.CD.
y — 2z = 0 0 1 =2
115 1 1
494 4 3
A 0 1 -2
[ ] X=| X|= =£=31
|A| 7 7
1 115
6 494 3
Ayl 0 0 -2
. y:‘ y‘: _392_56
|A| 7 7
1 1 115
6 4 494
A, 01 0
L] Z=| Z|= =&=28
|A| 7 7

Solucién: (31,56,28)



www.clasesdeapoyo.com

OPCION B

Ejercicio 1. Calificacién méxima: 3 puntos.
Dado el sistema de ecuaciones siguiente:

2x  + (a - 1)y - 2z = a
2x 4+ y - az =
-Xx + y + z = l-a

se pide:
a) (2 puntos) Discutirlo segtn los valores del pardmetro a.
b) (1 punto) Resolverlo cuando sea posible.

Solucién.
a. Al sistema lo caracterizan las matrices de coeficientes (A) y ampliada (A*).
2 a-1 -2 2 a-1 =2 a
A=| 2 1 -a A*=| 2 1 -2a 2 AcCcA*=rg A<rgA*<n=3
-1 1 1 -1 1 1 1-a
Siel A| #0=rg A=rg A*=n =3, sistema compatible determinado, por lo tanto, se discute el

tipo de solucién del sistema para los valores del pardmetro que anulan el determinante de la matriz de
coeficientes.

2 a-1 =2
detA=|2 1 —a=2+a2—a—4—(2+2a—2—2a)=a2—a—2=(a+1)-(a—2);|A|=O:{aa:__21
-1 1 1
Discusion:
i. Sia#-1,2. |A|¢O:> rg A =rg A¥* =n =3, sistema compatible determinado
2 -2 =2
ii. Sia=-1.[A|=0=>rgA<3, A=[2 1 1 ‘Z _12‘:6¢0:>rgA:2.PaIa
-1 1 1

estudiar el rango de la matriz ampliada solo se tienen en cuenta los menores orlados al
menor de orden dos distinto de cero de la matriz de coeficientes. De los dos posibles
menores orlados ({CI,CZ, C3},{C1, Gy, C4}), el primero de ellos es el determinante de la

matriz de coeficientes, que para a = —1 es nulo, por lo tanto solo nos queda por estudiar el

2 =2 -1
segundo menor orlado. |2 1 2[{=9#0=rgA*=3#r1gA, sistema incompatible.
-1 1 2
2 1 =2
iii. Sia=2. |A|[=0=rgA<3, A=|2 1 -2 ,‘2 i‘:3¢0:>rgA:2.Paraestudiarel
-1 1 1

rango de la matriz ampliada se opera de forma andloga al caso anterior y por tanto solo
queda por estudiar un menor orlado al menor de orden 2 distinto de cero ({Cl ,C,,C 4})

2 1 2
2 1 2|=0=>rgA*=2=rgA, sistema compatible indeterminado.
-1 1 -1
b. Si a#—1, 2. Sistema compatible determinado. Método de Cramer. |A| = (a + 1)- (a - 2)
a a-—-1 -2
1 -—a
A 1—-a 1 1 ca-(a—
. x=| X|= =(a1+1)a(a 2)=a

|A| (a+1)-(a—2) (a+1)-(a—2)
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2 a =2
2 2 -a
O % Y O 1 G ()
|A| (a+1)- a—2) (a+1)-(a—2) a+l
2 a-1 a
2 1 2
. Z=|AZ|_—1 1 1-a (2a-1)-(a—2) 2a-1

|A| B (a+1)-(a—2) N (a+1)-(a—2) Ca+l

Si a = 2. Sistema compatible indeterminado. Rango del sistema 2, por lo tanto, el sistema tiene
dos ecuaciones linealmente independientes. Para no equivocarnos en la seleccién de las ecuaciones
linealmente independientes, se toman las ecuaciones que contienen al menor de orden dos distinto de cero

2 1
#0(, la2*yla 3

-1 1

S"2X+y_222 2
l-x + y + z = -1
Sistema de dos ecuaciones y tres incognitas. Para resolver el sistema se transforma una de las
variables en pardmetro y se resuelven las otras dos variables en funcién del pardmetro. Para no
equivocarnos en la eleccion de la variable, se toma como pardmetro la variable cuyos coeficientes no
formaron parte del menor de orden 2 distinto de cero, en este caso la z.

S,:{2x+y—22=2 Z=X{2x+y
-Xx +y + z = -1 -X + y

242\
-1-2

Restando las ecuaciones se obtiene x: 3x =3+3A0 = x=1+A

Sustituyendo el valor de x en la segunda ecuacion se obtiene y.
—-1-A+y=-1-2 = y=0

Solucién: (1+4,0,1)Vie R

Ejercicio 2. Calificacién maxima: 3 puntos
Dada la funcién

51 si x<0
-X
f(x)=
1 .
si x>0
5+x

se pide:
a) (1 punto) Estudiar la continuidad de f y determinar sus asintotas.
b) (1 punto) Estudiar la derivabilidad de f y calcular f '(x) donde sea posible.

1
¢) (1 punto) Calcular J—lf (x)dx

Solucion.
a. La continuidad de una funcién por intervalos se estudia en los puntos excluidos del dominio y en
los puntos frontera
Df(x)]=R
El dnico punto donde es necesario estudiar la continuidad es en x = 0.

Para que la funcién sea continua en x = 0, se debe cumplir:
Lim f(x)= Lim f(x)=f(x)
+

x>0~ x>0
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Lim f(x)= Lim L1 .

l; Lim f(x)= Lim ! =L=l; f(5)=L=
x>0~ x>0 5-x 5-0 5 x>0t x>0t S5+x 540 5

1
5-0 5

Coincide todo ( Lim f(x)= Lim f (x) =f (x) = %j , la funcién es continua en R

x0” x<>0"
Asintotas verticales no tiene por ser su dominio todo R.

Asintotas horizontales: son recta de la forma: y=L/L= Lim f (x)
X —*too

L= Lim f(x)= Lim L S——

X——o00 X——0 5—X 5—(—00)

L= Lim f(x)= Lim L =0
X —>+o0 x—=4095+X S+

Asintota horizontal y = 0

b. la derivabilidad de la funcién, como en el caso de la continuidad, se estudia inicamente en el
punto frontera (x = 0).

Para que la funcién sea derivable ele en x =0, se debe cumplir: Lim D[f (x)] = Lim D[f (x)]

x—0" x—0"
Si x<0 D[f(x)]=( ! ] - 0'(5"‘)‘12'(‘1): —
5-x (5-x) (5 - x)
. 1 0-5+x)-1-1_ -1
Si x>0 D[f(x)]:( j = =
5+x (5+x)2 (5+x)2
. . 1 1
Lim D[f(x)]: Lim 5 :E
=0 X0 (s - i‘) 1+ Lim Dlf(x)]# Lim Dff(x)]
Lim D[f (x)]= Lim ———=—| x>0 x—07
x—0" x—0 (5+X) 25
La funcidn no es derivable en x = 0.
Para x # 0, la derivada de la funcion es:
1 . 1 .
D[—} si x<0 |77 st x<0
5-x (5-x)
fiix)= =
D[ ! } sio x>0 L si x>0
5+x (5+x)
c. Aplicando las propiedades de la regla de Barrow, la integral ase descompone en suma de

integrales.
Si c es un punto interior al intervalo [a, b], se verifica:

.[icf(x)~dx +J.Clzf(x)-dx = Lbf(x)-dx

1 0 1 11 0 -1
J_lf(x)dx=J_15_Xdx+J05+de=—I_15 de+(Ln|5+x|]z)=—(Ln|5—X|E1+(Ln|5+x|]é=

= —Ln|5— 0]~ (- Ln|5—(~ 1))+ Ln[5 + 1| - Ln[5 + 0| = ~Ln5 + Ln6+ Ln6 — Ln5 = 2Ln§
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Ejercicio 3. Calificacién médxima 2 puntos
Sea 7 el plano que contiene a los puntos A(0, 2, 1), B(1, 0, 1) y C(-1, -2, —1). Calcule el volumen del
tetraedro que forma el origen de coordenadas con los puntos de interseccién de T con cada uno de los ejes
coordenados.
Solucién.

Primero se calcula la ecuacién plano T que contiene a los puntos A, B 'y C.

La ecuacioén del plano se obtiene con dos de los vectores que forman los tres puntos y uno de los
puntos.

A0,2,1) x-0 y-2 z-1
n={AB=(1-0,0-2,1-1)=(1,-2,0) Sn=[1 -2 0]=0
AC=(-1-0,-2-2,-1-1)=(-1-4,-2) 1 4 2
Desarrollando por los elementos de la 1? fila:
n=-4x-2y+6z2-2=0 n=2x+y-3z+1=0

Conocida la ecuacién del plano, se calculan los puntos de corte del plano con los ejes
coordenados. La forma mas sencilla es pasar la ecuacidn general a ecuacién candnica.
2x y 3z -1
- - + -

n=2x+y-3z+1=0 @w=2x+y-3z=-1 T=—01+ —_— =
-1 -1 -1 -1
= y  z
AR TE
A(=1/2,0,0) %% |¢
Los puntos de corte son: B(O, -1, 0) , y por tanto, el tetraedro queda
C(0,0,1/3)
a(-1/2,0,0) oY
determinado por los vectores: 5(0, -1, O) y su volumen es: - .
¢(0,0,1/3) ox
-1/2 0 0
V=la§o(6><6]=l 0 -1 0=21u3
6 6 36
0 0 1/3

Ejercicio 4. Calificacién méxima 2 puntos
Dado el plano = 3x + 3y + z—- 9 =0, se pide:
a) (1 punto) Determinar la ecuacién del plano perpendicular a T que contiene al eje OX.
b) (1 punto) Determinar el punto del plano T mds cercano al origen de coordenadas.
Solucién.
a. El plano que se pide G, se obtiene con dos vectores paralelos al plano linealmente independientes
y un punto del plano.

Como el plano ¢ contiene al eje OX, cualquier punto del eje estard contenido en el plano, el mas
sencillo (0(0,0,0)), y el vector representante del eje (f(l, 0, O) , también estard contenido en el plano. El
otro vector se obtiene del normal al plano T (ﬁn(3, 3, 1)) , porque si r G y T son perpendiculares, n, es
paralelo a G.

0(0,0,0) |x-0 y-0 z-0
o={i(,0,00:6=[ 1 0 0 |=0
i.(3.3,1) 3 3 1

Desarrollando el determinante y simplificando se obtiene la ecuacién de ¢
c=y-32=0

b. Se pide lo que se conoce como el pie de la perpendicular al plano trazada desde el origen, es
decir el punto de interseccion del plano 7 con la recta perpendicular al plano que pasa por el origen.
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La recta r, perpendicular al plano que pasa por el origen tiene por determinacién lineal:

X =3\
Punto O(0,0,0)
r= R r=qy=3AVAeR
Vector nn(3, 3, 1) N
7=

El punto M del plano mas préximo al origen (pie de la perpendicular) es la interseccién de r con
el plano T.

X =3A
M={"" y=3}3‘ Sustituyendorenn 3-34+3-3A+A—-9=0
7=
n=3x+3y+z-9=0
392
19 19
19 1919 19°19°19
9
z=—
19

10





