INFERENCIA ESTADISTICA.
MUESTREO.
DISTRIBUCIONES MUESTRALES

0. - Introduccion

Para comenzar el tema es conveniente recordar el significado de algunos términos:

» Poblacion es el conjunto de elementos sobre los que se hace un determinado
estudio.

» Muestra es la parte de la poblacion que tomamos para hacer el estudio.

Frecuentemente no es posible estudiar todos los elementos de una poblacion por
razones de tiempo, economia (si hacemos un estudio sobre la fecha de caducidad de todos los
productos, ;qué vendemos luego?), inexistencia real o porque el estudio requiere su
destruccion, por esto lo que nos interesa es tomar una muestra y deducir o inferir las
caracteristicas de la poblacion a partir de las de la muestra.

La Estadistica Inferencial se ocupa de deducir o inferir las caracteristicas de la

poblacion a partir de las de la muestra.

Que la muestra de estudio sea lo mas pequena posible es una exigencia de tiempo y de
costes; ademas, el aumento de datos no siempre acarrea una certeza considerablemente
mayor, pues mas importante que muchos datos es que estén bien elegidos: que sean
representativos de la poblacion que se desea estudiar.

Para que una muestra se considere valida debe cumplir que su tamario sea
proporcionado al tamafio de la poblacién; que no haya distorsion en la eleccion de los
elementos de la muestra y que sea representativa. Para elegir estas muestras utilizamos el
muestreo y las técnicas de muestreo.

Al trabajar con muestras, hay que diferenciar los pardmetros observados en la muestra
(parametros estadisticos o simplemente estadisticos) de los parametros reales
correspondientes a la poblacion (parametros poblacionales o simplemente pardametros).
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1.- Muestreo aleatorio. Tipos

Es evidente que para que el estudio a realizar sea fiable, hay que cuidar mucho la
eleccion de la muestra, para que represente en la medida de lo posible a la poblacion de la que

se extrae. Si la muestra esta mal elegida, diremos que no es representativa.

En este caso, se pueden producir errores imprevistos e incontrolados. Dichos errores se

denominan sesgos y diremos que la muestra esta sesgada.

La manera mas eficaz de conseguir que una muestra sea representativa es elegirla al
azar, de esta forma, todos los individuos de la poblacion tienen la misma probabilidad de ser
elegidos. En este caso decimos que se ha obtenido mediante muestreo _aleatorio.

Los tipos fundamentales de muestreos aleatorios son: m. a. simple, m. a. sistematico,

m. a. estratificado con afijacion proporcional y m. a. por conglomerados.

a) Muestreo aleatorio simple

Consiste en enumerar todos individuos de la poblacion desde 1 hasta N y seleccionar

aleatoriamente los n individuos que han de formar la muestra.

La eleccion se puede hacer asignando un nimero a cada elemento de la poblacion e
introduciendo éstos en una urna, y luego extraer los n elementos. La eleccioén de un individuo
no debe afectar a la probabilidad de que sea seleccionado otro cualquiera. Esto implica que la
eleccion deberia hacerse con reemplazamiento; aunque ello comporte que algiin alumno

pueda ser elegido mas de una vez.

Este procedimiento, aunque simple, requiere tener unos medios materiales: urna, etc.,
por lo que a veces se emplean en su lugar otras alternativas como generar niumeros aleatorios
mediante un ordenador o una calculadora utilizando la funcion RAN que genera niimeros
aleatorios de tres cifras decimales entre 0 y 0,999. Si el nimero generado lo multiplicamos
por N (n° de elementos de la poblacion), conseguiremos un nimero comprendido entre 0 y N
— [. Por tanto, no tenemos mas que sumarle 1 al nimero obtenido y tendremos un valor
comprendido entre 1 y N. De cada valor obtenido nos quedaremos con la parte entera.

P.e.,para N =45: RAN# =0,126 x45+1=6,67 > 6

Otra alternativa es el uso de tablas de numeros aleatorios que estan formadas por
grupos de digitos obtenidos al azar y ordenados por filas y columnas.

Ejemplo resuelto

1.- Escoger mediante m. a. simple una muestra de 20 alumnos de entre los de un
instituto de 600.

Elegiriamos un alumno al azar (probabilidad de elegirlo 1/600). Lo devolvemos a la
poblacion y se elige otro (probabilidad de elegirlo 1/600), y asi hasta 20. Notemos que
si no devolviésemos al alumno, entonces, la probabilidad de escoger al 2° alumno seria
1/599, y ya no todos tendrian la misma probabilidad de ser elegidos. El problema es
que entonces permitimos que se puedan repetir individuos.
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b) Muestreo aleatorio sistemdtico
Consiste en seleccionar los n individuos de la muestra eligiendo al azar el primer
N

individuo entre los k primeros, siendo |k =—/| el coeficiente de elevacidn, y los restantes de
n

k en k, hasta completar todos los elementos que componen la muestra.

Este procedimiento exige, para que se pueda aplicar correctamente, que la poblacion
no presente ninguna ordenacion por la variable objeto de estudio (sexo, estatura, peso, etc.) y,
si la hay, previamente habra que desordenarla.

Ejemplo resuelto

2.- Escoger mediante m. a. sistemdtico una muestra de 20 alumnos de entre los
de un instituto de 600.

Calculamos el coeficiente de elevacion, k=600/20=30, se sortea un numero del 1 al 30,
sale por ejemplo el alumno 27, y después a dicho numero se le suma 30 hasta tener 20
alumnos .Elegiriamos por tanto a los alumnos.

27,57, 87,117, 147, 177, 207, 237, 267, 297, 327, 357, 387, 417, 447, 477,
507, 537, 567, 597

Ejemplo

3.- Disponemos del censo electoral de una poblacién. Consta de 27800
electores. Deseamos extraer una muestra de 200 individuos:

a) Mediante muestreo aleatorio simple.
b) Mediante muestreo aleatorio sistemdtico.

|Ei'er'cicio

4.- En un centro escolar hay 1300 alumnos. Explicar cémo se elige una muestra
de tamaiio 100:

a) Mediante muestreo aleatorio simple.
b) Mediante muestreo aleatorio sistemdtico.
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€) Muestreo aleat. estratificado con afijacién proporcional

Consiste en dividir la poblacion en grupos homogéneos, llamados estratos, por
ejemplo, por grupos de edades, por sexo, por numero de habitantes de las distintas
poblaciones. Hecho esto, la muestra se escoge aleatoriamente (mediante m. a. simple o m. a.

sistematico) en numero proporcional al de los componentes de cada estrato.

Estratos E; | E, | E; | Total n_n _n, n
N° de indiv. en la poblacion | N; | N, |[N;| N N N, N, N,
N° de indiv. en la muestra | n; | n, | n; n

Se procede a un m. a. estratificado con afijacion proporcional cuando se supone que la
pertenencia a uno u otro estrato influye en la variable que estamos analizando. Por ejemplo:

- Laedad influye en las opiniones sobre aspectos sociologicos.

- La pertenencia a una u otra comunidad auténoma puede influir en la “renta per
capita”, o en el precio de la vivienda, ...

Ejemplo resuelto

5.- Escoger mediante m. a. estratificado con afijacion proporcional una muestra
de 20 alumnos de entre los de un instituto de 600.
Si queremos que la muestra sea representativa, lo mejor serd conocer cuantos alumnos

de cada curso hay, es decir, si hay 200 alumnos de 3° ESO, 150 de 4° ESO, 150 de 1°
Bachillerato y 100 de 2° Bachillerato, procederiamos:

Como de 600 en total hemos de elegir a 20, de 200 de 3° de ESO hemos de elegir x:
20 n, 4000

— = = n=——
600 200 600

De igual manera podemos calcular los alumnos correspondientes a los demds cursos,
resultando: 5 alumnos de 4°, 5 alumnos de 1° 3 alumnos de 2°. Para la eleccion de cada
alumno dentro de cada curso, utilizamos el muestreo aleatorio simple.

=6,6~7 alumnos de 3°

Ejemplo
6.- Los 1300 alumnos de un centro se reparten asi: 426 de 1°, 359 de 2°, 267

de 3° 133 de 4° 115 de 5° ¢{Cémo se elegird una muestra de 100 alumnos
mediante muestreo estratificado con afijacién proporcional?

|Ei'er'cicio
7.- Una ganaderia tiene 2000 vacas. Son de distintas razas: 853 de A, 512 de
B, 321 de €, 204 de Dy 110 de E. Queremos extraer una muestra de 120:
a) ¢Cudntas hay que elegir de cada raza para que el muestreo sea

estratificado con afijacion proporcional?
b) ¢Cémo ha de ser la eleccién dentro de cada estrato?
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2.- Distribuciones muestrales

Una vez obtenida la muestra de la poblacion, y realizado el estudio sobre ella, llega la
fase en que hay que obtener conclusiones sobre la poblacion. Nosotros vamos a centrarnos en
el caso de que queramos estimar la media de la poblaciéon (por ejemplo, el peso medio de
jovenes de 20 afios), o la proporcion de individuos de esa poblacién que tienen una
determinada caracteristica (por ejemplo, la proporcion de familias que usan Internet).

Es necesario el conocimiento de las relaciones existentes entre los estadisticos
muestrales y los pardmetros de la poblacion. Como estos ultimos se infieren de los
estadisticos es necesario conocer la distribucion muestral de estos estadisticos.

Distinguiremos, por tanto, entre:

1. Pardametros _poblacionales: Que son los indices centrales y de dispersion que

definen a una poblacion.

Representaremos la media poblacional por Wy la desviacion tipica por ©.

En el caso de proporciones, la proporcion de poblacién que tiene una determinada

caracteristica la denotaremos por p y la que no la cumple por ¢ =1 — p.

2. Estadisticos muestrales: Son los indices centrales y de dispersion que definen a una

muestra.

Representaremos la media muestral por X y la desviacion tipica por s.

En el caso de proporciones, la proporcion de muestra que tiene una determinada

caracteristica la denotaremos por p y la proporcién que no la cumple por g =1-p.
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3.- Distribuciones de las medias muestrales

Comenzamos con la situacion de obtener conclusiones sobre la media de la poblacion

a partir del estudio de las medias obtenidas de las muestras.

Imaginemos todas las posibles muestras de tamafio » de una cierta poblacion cuya

variable sea cuantitativa (numérica). Cada muestra tiene una media. Los diferentes valores de
la media dan lugar a una variable aleatoria que se representa por X . La distribucion de los

valores de X se llama distribucion de las medias muestrales.

Sea una poblacion de media W\ y desviacion tipica G, que sigue una distribucion

normal N(1, o), la distribucion_de las medias muestrales, X , de tamafio n, sigue también

una distribucion normal (independientemente del tamafo de la muestra) y tiene:

> Unamedia, | -, igual a p (la misma que la poblacion); es decir, la media de las

medias muestrales (X)) es igual a la poblacional:

. ey , . . o ) .
> Una desviacidn_tipica, o , igual a —: |0 ¢ =—=| por consiguiente,
Jn \n

disminuye al aumentar n. (Este resultado solo es valido para poblaciones infinitas
o para poblaciones finitas en las que el muestreo se ha hecho con

reemplazamiento)

Por tanto si X =~ N(u, ©), entonces | X ~ N(M, %) .
n

(3 Teorema Central del Limite

Si la poblacion de partida ne sigue una distribucion normal, la distribucion de las

medias muestrales, X , es practicamente normal cuando el tamafio de la muestra sea n > 30.

= c
Podemos considerar entonces que | X = N ( L, Tj .
n

Este teorema fue enunciado por primera vez por Laplace (1749-1827). Mas tarde
Lyapunov (1857-1918) realiz6 una demostracion rigurosa de este teorema.

Vamos a comprobar la veracidad de las aproximaciones anteriores con el siguiente

ejemplo.
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|§jemplo resuelto

8.- Consideremos la poblacién formada por tres bolas contenidas en una urna y
numeradas del 2 al 4. Vamos a estudiar la distribucién de las medias
muestrales cuando se realizan extracciones con reemplazamiento de famafio
2. A continuacion, comprobaremos la veracidad del Teorema Central del
Limite.

1.”" paso. Obtenemos las muestras de tamario 2, escogidas mediante m.a.s.:
(2,2),(2,3),(2,4), 3, 2), 3 3), (3 4), 4 2),43),(44)
2.° paso. Calculamos la media de cada muestra:
2 2,5 3 25 3 35 3 35 4

3 paso. Ordenamos y agrupamos los resultados obtenidos formando la tabla de
frecuencias:

X 2 2,5 3 35 4

1

fil 1| 23| 2|1]09

4. paso. Hallamos la media aritmética y la desviacion tipica de la distribucion de
medias muestrales:

2:142,5-243:343,5-2+4-1 _
9

3

Media de X : [V

1-2°+2-2,5°+3-3* +...
9

Por tanto, la distribucion de las medias muestrales sera: N(3; 0,58)

-3 =0,58

Desviacion tipicade X : o :\/

5. paso. Para comprobar el Teorema Central del Limite calculamos la media y la
desviacion tipica poblacional:

(2,3, 4)
Media: n= g+3+4 =3
3
2 2 2
Desviacion tipica: ¢ = J% -3 =0,82

Por tanto, si la poblacion sigue una N(W, o), entonces la distribucion de

. . c
medias muestrales sigue una N (p, —j

Jn
En nuestro caso:
La poblacion sigue una N (3;0,82)

La distribucion de medias muestrales sigue una N (3, 0\’/852j =N(3;0,58)

Luego queda comprobado el Teorema Central del Limite para esta poblacion y
estas muestras de tamaiio 2 obtenidas mediante m.a.s.
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|Ei'emélos

9.- Una poblacién estd formada por sélo cinco elementos, con valores 3,5, 7, 9
y 11. Consideramos todas las muestras posibles de tamafio 2 con
reemplazamiento que puedan extraerse de esta poblacién. Calcular:

a) Escribe las muestras de tamafio 2, escogidas mediante m.a.s.

b) La media de la poblacion.

¢) La desviacion tipica de la poblacién.

d) La media de la distribucién muestral de medias.

e) La desviacién tipica de la distribucién de las medias muestrales, es
decir, el error tipico de las medias.

f) Varianza de las medias muestrales.

10.-En el dltimo afio, el peso de los recién nacidos en una maternidad se ha
distribuido segln una ley normal de media p = 3100 g y desviacién tipica ¢ =
150 g.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que un recién nacido pese mds de 3130 g?

b) ¢Qué distribucién seguirdn las muestras de tamafio 100 de recién
nacidos?

¢) ¢Cudl serd la probabilidad de que la media de una muestra de 100 recién
nacidos sea superior a 3130 g?

11.-En una poblacion (3, 7, 9, k). ¢Cudnto debe valer k sabiendo que la media de
las medias muestrales de tamafio 3, obtenidas mediante m.a.s., es 8,5?

Ejercicios|

12.-En la poblacién P = (1, 3, B). Consideramos todas las muestras posibles de
tamafio 2 con reemplazamiento que puedan extraerse de esta poblacién. Se
pide calcular:

a) Escribe las muestras de tamafio 2, escogidas mediante m.a.s.

b) La media de la poblacion.

¢) La desviacion tipica de la poblacién.

d) La media de la distribucién de las medias muestrales.

e) La desviacién tipica de la distribucién de las medias muestrales, es
decir, el error tipico de las medias.

f) Varianza de las medias muestrales.

13.-Se sabe que el cociente intelectual de los alumnos de una universidad se
distribuye segln una ley normal de media 100 y varianza 729.

a) Halla la probabilidad de que una muestra de 81 alumnos tenga un
cociente intelectual medio inferior a 109.

b) Halla la probabilidad de que una muestra de 36 alumnos tenga un
cociente intelectual medio superior a 109.
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4.- Distribuciones de las  proporciones
muestrales

Cuando en una poblacion estudiamos una determinada caracteristica o variable que

solo puede tomar dos valores, éxito (E) o fracaso (F) (variables discretas), diremos que la
poblacion, objeto del estudio, sigue una distribucion binomial B(n, p), siendo p la
proporcion de individuos con esa caracteristica.

Vimos en el tema anterior que cuando la peblacion es grande, la distribucion

binomial B(n, p) se aproxima a una normal:

B(n,p)= N(np, \npq)

Consideremos fodas las muestras de tamafio n que pueden extraerse de esa poblacion,

en cada una de estas muestras habra una proporcién , p, de individuos con una caracteristica

dada. Todas las proporciones muestrales dan lugar a una variable aleatoria que se representa

por P. La distribucion de los valores de P se llama distribucion de las proporciones

muestrales, y tiene las siguientes caracteristicas:
» Una media, |\ Py igual a p (la misma que la proporcion poblacional); es decir, la

media de las proporciones muestrales ( p) es igual a la proporcion poblacional:

p,+p,+...+p —

Mp=T = > B =P
NPV 4, ' _ P4
> Unadesviacion tipica igual a: |G , =, [~
n

Si se toman muestras de tamafio # > 30 de una poblacion con una distribucion

binomial de parametros p y ¢, la distribucion_muestral de proporciones se aproxima a una

distribucion normal:

P~N P, P9
n

En la préctica:

- Sin-p>3yn-q>3 laaproximacion es buena.

- Sin-p=>5yn-q=>5 laaproximacion es exacta.
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|§jemplo resuelto

14.-Una poblacion estd formada por los elementos (5, 6, 9). Estudiar la
distribucion de las proporciones muestrales de mdltiplos de 3 cuando se
realizan extracciones con reemplazamiento de tamafio 2.

1.”" paso. Obtenemos las muestras de tamario 2, escogidas mediante m.a.s.:

(3,5), (5,6), (5,9), (6,5), (6, 6), (6,9), (95), (9, 6), (9,9)

2.° paso. Calculamos la proporcidon de multiplos de tres de cada muestra:

0 05 05 05 1 1 05 1 1

3 paso. Hallamos la media y la desviacion tipica de la distribucion de proporciones
muestrales:
~0+0,5+0,5+0,5+1+1+0,5+1+1

Media de P : w,= 5 =0,67

0°+0,5>+0,5"+...+1°
9

Desviacion tipica de P c 2\/ —-0,67* =0,33

Por tanto, la distribucion de las proporciones muestrales sera: N(0,67; 0,33)

4.° paso. Vamos a comprobar que se verifican las siguientes relaciones cuando la
poblacion es finita o las muestras se extraen con reemplazamiento en una
poblacion finita con proporcionesp y q:

Media: p ,=p

Desviacion tipica: G , = P9
n

La proporcion de multiplos de 3 en la poblacion es: p = 2/3 = 0,67= p ;

Ademas se verifica que: \/p 9 _ \/O’ 67;)’33 =0,33=0,
n

A partir de ahora, para calcular la media y la desviacion tipica de la
distribucion de proporciones muestrales utilizaremos las relaciones anteriores.
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15.-Una poblacion estd formada por los elementos 1, 2, 4y 6.

a) Escribe todas las muestras de tamafio 2, escogidas mediante m.a.s.

b) Calcular la proporcion p de cifras impares.

¢) Para cada una de las muestras con reemplazamiento de tamaiio dos,
calcula la proporcion de cifras impares.

d) Calcula la media y la desviacion tipica de la distribucién muestral de
proporciones.

16.-Una mdquina fabrica piezas de precisién. En su produccion habitual fabrica
un 3% de piezas defectuosas. Un cliente recibe una caja de 500 piezas
procedentes de la fdbrica.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que encuentre mds del 5% de piezas
defectuosas en la caja?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que encuentre menos de un 1% de piezas
defectuosas?

|Ei'er'cicios
17.-Dada la poblacion P = (1, 2, 3).
a) Escribe todas las muestras de tamafio 2, escogidas mediante m.a.s.
b) Calcular la proporcion p de cifras pares.

¢) Calcula la media y la varianza de la distribucion muestral de
proporciones.

18.-En una poblacion, la proporcion de individuos que tienen una cierta
caracteristica Ces 0,32,

a) Cémo se distribuyen las posibles proporciones de individuos que tienen la
caracteristica € en muestras de 200 individuos?

b) Calcula la probabilidad de que en una muestra la proporciéon sea menor
que 0,3.
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|§J‘ercicios finales

Muestreo aleatorio. Tipos

19.-De un colectivo de 500 personas, elige una muestra de 20 mediante:

a) Un muestreo aleatorio simple.
b) Un muestreo aleatorio sistemdtico.

20.-En cierta poblacién habitan 1500 nifios y jovenes, 7500 adultos y 1000
ancianos. Se desea realizar un estudio para conocer el tipo de actividades
de ocio que se desean incluir en el nuevo parque en construccién. Para ello,
van a ser encuestados 200 individuos elegidos al azar.

a) Explica qué procedimiento de seleccion seria mds adecuado utilizar:
muestreo con o sin reemplazamiento.

b) Si se utiliza muestreo estratificado con afijacién proporcional, ¢cudl
serd el famafio muestral correspondiente a cada estrato?

21.-En cierta provincia hay cuatro comarcas, Ci, Gz, C3 y Ca, con un total de
1500000 personas censadas. De ellas, 300000 residen en ¢;, 450000 en C;
y 550000 en Cs.

Se quiere realizar un estudio sobre las costumbres alimenticias en esa
provincia basado en una muestra de 3000 personas.

a) ¢Qué tipo de muestreo deberiamos realizar si queremos que en la
muestra resultante haya representacién de todas las comarcas?

b) ¢Qué nlimero de personas habria que seleccionar en cada comarca,
atendiendo a razones de proporcionalidad?

c) <Cémo seleccionarias las personas en cada comarca?

Justifica las respuestas.
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Distribucion de las medias muestrales

22.-Una poblacién estd formada por cuatro elementos: (2, 4, 6, 8). Consideramos
todas las muestras posibles de tamafio 2 con reemplazamiento que puedan
extraerse de esta poblacion. Se pide calcular:

a) Escribe las muestras de tamafio 2, escogidas mediante m.a.s.

b) La media de la poblacidn.

¢) La desviacion tipica de la poblacién.

d) La media de la distribucién de las medias muestrales.

e) La desviacién tipica de la distribucion de las medias muestrales, es
decir, el error tipico de las medias.

f) Varianza de las medias muestrales.

23.-En una distribucién N (20, 6), fomamos muestras de tamatio 64.

a) ¢Cudl es la distribucién de las medias de las muestras?
b) Cudl es la probabilidad de extraer una muestra cuya media esté
comprendida entre 19y 21?

24.-En una poblacidn (2, a, 11). ¢Cudnto debe valer a sabiendo que la media de las
medias muestrales de tamario 2, obtenidas mediante m.a.s., es 7,4?

Distribucion de las proporciones muestrales

25.-En un saco mezclamos judias blancas y judias pintas en la relacion de 14
blancas por cada pinta. Extraemos un pufiado de 100 judias.

a) ¢Cudl es la distribucion de las proporciones muestrales?
b) ¢Cudl es la probabilidad de que la proporcion de judias pintas esté entre
0,05y 0,1?

26.- En la eleccion para formar parte del consejo escolar, un alumno ha recibido
un 55% de votos desfavorables, si se elige una muestra de 40 alumnos que
han votado.

a) ¢Cudl es la distribucién que sigue la proporcion de votantes que le han
votado?

b) Halla la probabilidad de que mds del 40% de los votantes de la muestra
le votasen.
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