RESOLUCION
DE PROBLEMAS
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MOVIENDO NUMEROS

El primer digito de un niimero de seis cifras es 1. Si se mueve al otro extremo,
a la derecha, manteniendo el orden del resto de cifras, el nuevo niimero (tam-
bién de seis cifras) es tres veces el primero. ;Cudl es el niimero original?

Resolucion

e Habiamos llegado a:

A:LQQ_CSLYB: 5 7 1

A: 1 8 5 7 y B: § 5 7 1

A: 1 2 85 7 y B_ 28571

A1 4 2 8 5 7 y B:-4 2 8 5 7 1

Comprobamos que 3 - 142857 = 428 571.

e Por tanto, el nimero que buscamos es 142 857.

1. UN PROBLEMA MUY ANTIGUO

Los precios de un toro, un cordero y un pollo son 25 pr1a, 5 P1A ¥ 0,25 PTA, res-
pectivamente. Se compran 500 animales por 500 pra. ;Cuantos se han compra-
do de cada especie?

Resolucion

e Llamamos: n.° de pollos — x n.° de corderos — y n.° de toros — z
Tenemos que:
— Se compran 500 animales — x+y+z=500 — x=500-y—z

— Cuestan 500 pTA — 0,25x + 5y + 252 = 500 — x + 20y + 100z = 2 000

Sustituimos x en la 2.* ecuacion:

500 — y—z + 20y + 1002 =2000 — 19y +99z=1500 — 19y = 1500 — 99z

Resolucién de problemas




e Como X, Yy, z son nuimeros enteros, 1500 — 99z ha de ser mdultiplo de 19. Haga-
mos una tabla con todas las posibilidades:

| S | T | S B N A

[ 1500 — 99z ] [1:500] [1 401] [1 302] [1 203] [1 104] [1 005] | 906 | | 807 |

[an ]

T = J[sTolwf[ujle][Bl4[5]
[ 1500 - 99z | [ 708] [ 609 [510] [ 411] [ 312] | 213 [114]] 15 ]

| st |[no[wof[~o|[ro|[no|[no]]sf [[no]

El Gnico multiplo de 19 es 114 = 19 - 6, que corresponde a
z=14 - py=6 — x=500-06-14 =480

Por tanto, se han comprado 480 pollos, 6 corderos y 14 toros.

2. UN NOMERO MUY INTERESANTE

El matematico Hardy visité en el hospital al matematico indio Ramanujan.
Le coment6: “He venido en el taxi 1729, un nimero muy soso”. “De ninguna
manera” —contestd Ramanujan—. “Es un nimero muy interesante: es el
menor que se puede expresar como suma de dos cubos de dos maneras dife-
rentes”. Demuéstralo.

Resolucion
La raiz cdbica de 1729 es V1729 = 12,0023...

Por tanto, al expresar 1729 como suma de dos cubos, solo pueden intervenir los
cubos de 1 a 12.

1¥=1
3 -

=8 Advertimos que 123 + 13 = 1729,

3° =27

43 = 64 ¢Cudles son los otros dos cubos que, sumados, dan el nimero bus-
53 = 125 cado? Observando, vemos que 93 + 103 = 1729.

62 = 216 Ya hemos comprobado que 1729 se puede expresar como suma
7‘3 = 343 de dos cubos naturales de dos formas distintas.

8 = 512

93 = 729 Para ver que es el menor nimero que cumple esta propiedad, tan-
103 = 1000 | teamos con los cubos del 1 al 11 y comprobamos que no se puede
113 = 1331 obtener el mismo nimero mediante dos sumas distintas.
123 = 1728

Resolucién de problemas
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3. DiAS DEL ANO

Demuestra que el nimero 365 es el unico que es suma de los cuadrados de tres
numeros consecutivos y, también, suma de los cuadrados de los dos siguientes.

Resolucion

Empezamos tanteando:
La mitad del nimero es 182,5. Su raiz cuadrada es V1825 = 13,5...

Por tanto, suponemos que los dos niimeros consecutivos cuya suma de cuadrados es
365 son 13 y 14. Lo comprobamos: 132 + 142 = 365.

Pues bien, los tres anteriores, 10, 11 y 12, cumplen que la suma de sus cuadrados es,
también, 3065:

10% + 112 + 122 = 365
¢Es 365 el Gnico que cumple esto? Si nos vamos hacia atrds,
92+ 10% + 112 < 122 + 132

y cuanto mas hacia atrds nos vayamos, mas pequenos son los cuadrados de los tres
menores en comparacion con los cuadrados de los dos siguientes.

Y, al revés, si nos vamos hacia adelante,
112 + 122 + 132 > 14% + 157

y cuanto mayores los tomemos, mayor ventaja sacan los cuadrados de los tres meno-
res a los de los dos mayores.

Por tanto, 365 es el Unico.

Otra resolucion
El problema se resuelve muy facilmente por algebra:

nl+m+ D>+ m+2?2=m+372%+n+ 472
=

O d simplificando, se lleg: 2_81-20=0
perando y simplificando, se llega a n n < "=

Solucion: 102 + 112 + 122 = 132 + 142

Otra solucion: (=2)% + (=1)? + 02 = 12 + 22 = 5, evidentemente.

Si no nos gusta esta otra solucion (“el 5 es, también, un nimero que se puede obtener
sumando los cuadrados de tres nimeros consecutivos o bien los cuadrados de los dos
siguientes”), en el enunciado deberiamos poner “... tres nimeros naturales consecuti-

»

VOS...".

Resolucién de problemas 3
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LA SALA DE BAILE

En una sala de baile bay un cierto niimero de personas (chicos y chicas). Bailan
por parejas: en un cierto momento los 6/11 de los chicos bailan con los 4/5 de
las chicas.

sQué proporcion de personas bay sin bailar en ese momento? ;Qué proporcion bay
de chicos y de chicas?

Resolucion
P . L 13
Habiamos llegado a que hay sin bailar 37 del total.
Del mismo esquema se puede deducir el resto del problema:

22 1
Hay — de chicos y =) de chicas.
37 37

4, EMPAQUETANDO LAPICES

Disponemos de un nimero de lipices comprendido entre 300 y 400, y de un
cierto nimero de cajas. En cada caja caben 7 lapices.

En un cierto momento hemos llenado las 5/6 partes de las cajas con las 3/5 partes
de los lapices.

¢Cuantas cajas mas necesitamos para que se puedan guardar todos los lapices?

Resolucion
CAJAS LLENAS = 15k 3k
s . — —
:\ } /:\ } } )
Y Y
10 - 7 - k LAPICES 15 - 7 - k LAPICES

El nimero de lapices es 157 -k + 10 -7 - k= 175k en total. Como sabemos que es-
ta comprendido entre 300 y 400, habra 175 - 2 = 350 ldpices.

Asi, k=2.
Grupos de 7 lapices que quedan sin empaquetar: 10k = 20
Cajas que quedan vacias: 3k =06

Por tanto, 20 — 6 = 14 cajas que faltan.

Resolucién de problemas
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5. CUADRILLA DE SEGADORES

Una cuadrilla de segadores ha de segar dos prados. Uno tiene doble superficie
que el otro. Durante medio dia trabajan todos en el grande. El resto del dia tra-
baja la mitad en el grande y la otra mitad en el pequeiio. Al dia siguiente, lo
que quedaba del prado pequeiio lo segé un unico trabajador en jornada com-
pleta. ;Cuantos segadores tiene la cuadrilla?

Resolucion

Observando el esquema, deducimos que
1 trabajador siega 1/9 del total en una
jornada. Es decir, 1/18 del total en media
jornada.

PRIMER PRADO [ SEGUNDO PRADO
Asi, deducimos que, en total, son 8 segadores (pues la 1.* manana segaron entre todos

. 8
—; es decir 13 del total).

9
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6. GOLEADA

¢De cuantas formas se puede llegar al resultado 5-0? ;De cuantas al resultado
4-1? Por tanto, ;de cuantas a 5-1?

Resolucion
Al resultado 5-0 se podri llegar de 1 forma. Al 4-1, de 5 formas. Por tanto, al 5-1 de

1+ 5 = 6 formas.

7. CAMINO DEL EMPATE

Si ademas de saber que el partido terminé 4-4, sabemos que pasé por 3-1, ;de
cuantas formas pudo evolucionar el resultado?

Resolucion 3-1

El esquema ahora seria ast:

El resultado pudo evolucionar de 16 formas 4-2 3-3
distintas. \ / (1) \
® ®
\ /

4-4

Resolucién de problemas 5
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PASEO URBANO

Pochivade A a B siguiendo el itinerario marca-
do en rojo. Pero podria baber seguido otros mu-
chos. ;Cudntos?

2Y si quiere pasar, primero, por el quiosco Q
para comprar el diario?

Resolucion

1 70 itinerarios.

1 ‘ 3 ‘ 3 ‘ 1 e Si quiere pasar por Q:
Habra 30 itinerarios.

1 ‘ 1
' ' e Parairde A a B podria haber seguido

Otra resolucion

También se puede resolver por combinatoria:

Para irde A a B hay que dar 8 pasos (8 laterales de casa), 4 de los cuales son en esta

direccion /. ¢Cudles de los 8 son 7 y cudles son N7

8:7:6-5
ch=2"1 270
ST as21 Y
Para ir de A Ccz=24
A ee 49657 2 Parairde 4 a B pasando por O:
Parairde Q a B: C§=3—'22=3 10 -3 =30

Resolucién de problemas
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8. MUCHAS MATES

¢De cuantas formas se puede formar la pala- M
bra maTEs uniendo letras contiguas en la figu- A A
ra de la derecha? T T T
E E E E
S S S S S
E E E E
T T T
A A
M
Resolucion

Consideramos la mitad de la figura. Veamos de cudntas formas se puede llegar a la S,
formando la palabra MATEs.

/\
/\/\
/\/\/\
/\/\/\/\

Los nimeros puestos al lado de cada letra indican las formas de llegar a ella.
Sumamos las posibilidades:

1+4+6+4+1=16 formas
Multiplicamos por 2 para considerar la otra mitad de la figura.

Por tanto, hay 32 maneras de formar la palabra MATEs en la figura dada.

9. LLEGAR A UN 8-0

En un partido de baloncesto se va por el resultado 8-0. Si sabemos que no se ha
marcado ningun triple, ;de cuantas formas se ha podido llegar a ese resultado?
(Comprueba que son 34).

@ Baloncesto: solo canastas de 1y 2.

Resolucion

T T ey e e e N
0-0—>U-0—Q2-0—B-0—Ul=-0)—G-0—06-0—(T-0—(8-0)

® ® ® ® ® @

El nimero de formas que nos lleva a cada resultado se obtiene sumando los dos
anteriores.

Resolucién de problemas




10. soLo cON cANASTAS DE 1 Y 2

Averigua de cuantas formas se puede llegar al resultado 4-4 en un partido de
baloncesto sin triples. (Por asombroso que parezca hay 556 formas. Com-
pruébalo).

Resolucion

Hacemos un diagrama en el que aparezcan las distintas posibilidades de llegar a
cada resultado:

0-0
1
1-0 0-1
1 1
2-0 1-1 0-2
2 2 2
3-0 2-1 1-2 0-3
3 5 5 3
4-0 3-1 2-2 1-3 0-4
5 10 14 10 5
5-0 4-1 3-2 2-3 1 -4 0-5
8 20 32 32 20 8

5-1 3-3 0-6
38 84 13
6-1 5-2 2-5
71 149 149
8-0 7-1 6-2 5-3 d-4 3-5 2-6 1-7 0-8
34 130 304 478 556 478 304 130 34

Observa que cada resultado del diagrama lo obtenemos sumando los dos que tiene
encima hacia la derecha con los dos que tiene encima hacia la izquierda.

Vemos que al resultado 4-4, sin triples, se puede llegar de 556 formas.

Resolucién de problemas
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11. coN cANASTASDE1,2Y 3

Comprueba que, si en un partido de baloncesto se ha llegado en un cierto
momento al resultado 4-4, esto ha podido ser de 784 formas distintas
(teniendo en cuenta que se han podido marcar canastas de 1, 2 y 3 puntos).

Hacemos un diagrama en el que aparezcan las distintas posibilidades de llegar a
cada resultado:

-3 1
06
2-5 1-06 0-7
11 209 118 44
8-0 7-1 - 5-3 4-4 3-5 2-6 1-7 0-8
81 244 477 698 784 698 477 244 81
Observa que cada resultado del diagrama lo obtenemos sumando los tres que tiene

encima hacia la derecha con los tres que tiene encima hacia la izquierda. Asi, vemos
que al resultado 4-4 se ha podido llegar de 784 formas.

Pagina 14
12. ESCALERA MECANICA 2

En una cierta escalera mecanica, la velocidad de subida de Andrea es 10 ve-
ces la de su hermanita pequeiia, Marta. Andrea llega arriba subiendo 40 esca-
lones. Marta llega arriba subiendo 10 escalones. ;Cuantos escalones visibles
tiene ese tramo de escalera?

Velocidad de Andrea, 10a

Velocidad de Marta, a n—40
Velocidad de la escalera, b I
ANDREA - ESCALERA:
40 n—40 - b n-40
10a b a 4 0
MARTA - ESCALERA: 10
10 _n-10 _ b _n-10
a b a 1 0 ANDREA MARTA

n—-40 n-10
4 10

— 51 -200=21n-20 — 3n =180 — n =00

La escalera tiene 60 escalones visibles.

Resolucién de problemas
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13.

14.

ESCALERA MECANICA 4

Leticia tarda 10 s en bajar 50 escalones y completar, asi, un tramo de escalera
mecanica. Eva, mas pausada, tarda 20 s y baja 30 escalones en el mismo tramo.

¢Cuantos escalones tiene ese tramo de escalera? ;Cuanto tardaria cada una de
ellas en bajarla si estuviera estropeado el mecanismo?

Llamamos v a la velocidad (en escalones por segundo) del mecanismo de la escalera.

LETICIA: 50 esc en 10 s — n.° de escalones visibles = 50 + 10v
EVA: 30 esc en 20 s — n.° de escalones visibles = 30 + 20v

50+ 100 =30 +20v — 10v=20 — v=2esc/s

N.° de escalones visibles = 50 + 10 - 2 = 70

50 TARDA EN BAJAR 70
Velocidad de 1ET1C1A = — = 5 es¢/s ——— > — = 14 segundos
10 70 ESCALONES 5

30 TARDA EN BAJAR 70
Velocidad de EvA = — = 1,5 esc/s = 46,7 segundos
20 70 ESCALONES 1,5

ESCALERAS DE SUBIDA Y BAJADA

Mario sube por la escalera mecanica de subida recorriendo un total de 60 es-
calones. Pero si sube por la de bajada (!) recorre 120 escalones. ;Cuantos es-
calones visibles tienen esos tramos?

(Se supone que ambos tramos tienen la misma longitud y que sus velocida-
des son iguales).

ESCALERA sube
n — 60 esc.

Velocidad de Mario, a

HAY S MARIO sube Velocidad de la escalera, b
60 esc.

. 60 n-60 :>2_n—60
’ a b a 60
120 120 -n b 120 = n
—_— :> _— = —
a b a 120
n—060 120-n
ESCALERA baja MARIO sube 50 = 120 - 2(n—-060) =

120 — n esc. 120 esc.

=120-n = 3n =120+ 120 = n =280

La escalera tiene 80 escalones visibles.

Resolucién de problemas
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15. UN sISTEMA

3 5 _

-2 +1
Resuelve el sistema: { > 5 Y 2

+ =12
x-2 y+1
. ) 1
Hacemos un cambio de variable llamando: =X, =Y
X =2 y+1

Resolvemos el sistema que obtenemos:

3X-5Y=1 X=2
5X+2Y=12 Y=1
Deshacemos el cambio:

1
xX—2

=2 = 1=2x-4 — 5=2x — x=%

y+1=1 - 1l=y+1 — y=0

Solucion: x = %, y=0

16. UNA ECUACION
Resuelve la siguiente ecuacion, haciendo un cambio de variable adecuado:
(x2-2x+1)?-2(x-1)*-15=0
La ecuacion la expresamos ast:
[(x— D2 - 2(x-12-15=0
Hacemos el cambio de variable z = (x— 1)2 y obtenemos:
z2-22-15=0 - z,=-3, z,=5
Deshacemos el cambio:
z,=-3 — (x —D?=-3. Imposible
z,=5 - &-1D*=5 — x—1=+5 - x1=1+\/§, x2=1—\/§

Soluciones: x; =1+ \/g; x,=1- \/g

Resolucién de problemas
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17. Deduce, paso a paso, justificadamente, una féormula para despejar x en las
ecuaciones del tipo x*—mx + n=0.

xX2-mx+n=0

U
4x? — 4mx +4n =0
U
2x)2=2-2x-m+ m?>—m?+4n=0
U
Q2x—m)?=m?—4n
U
2x—m = \m? - 4n
U
oo Mt m? —4n
2

18. Demuestra que si x; y x, son las dos raices de la ecuaciéon ax?+ bx +c=0,
entonces x, +x,=-b/ay x,-x,=c/a.

Las dos raices de la ecuacién ax? + bx + ¢ =0 son:

N _ —b+\Nb?—4dac _ —b—\b*—4dac

1 2u v N 2a
i bt VDT dac b \b?dac _ 20 _ b
1 2 2a 2a 2a 4
b+ Vo b NP dac _
x]'xz_ 2a ' 2a -
-0 dacl | 0 (P-dad) _dac e
(2a)? 4a? 4a* a

19. Demuestra que n3—n es miiltiplo de 6.
w-n=n*-D=nn-Dn+1D=n-Dnn+1)

Es el producto de tres nimeros enteros consecutivos. Alguno de ellos es multiplo de
3, y alguno de ellos es multiplo de 2. Por tanto, el producto es multiplo de 6.

Resolucién de problemas
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demuestra

20. Si x es la media aritmética de #» mimeros x,, X,, X35 eees X
que:

n’

Mx;- X)) Ixp

n n

- Z(x; — X)? ~ I(xf - 22,8 + X2) -

n n

Ix}  X2xx) XxX? Zx} -2XXx; ZIX?
Lo+ + = Lo+ +
n n n n n n

Observamos que:
RE x, IR

— Z__
" —/en =kX

X k = nk, pues es el resultado de sumar 7 veces el nimero 4.

Zx? __ . nx* Ex}
—-2XxXx + = -X
n n n

Por tanto: A4 =

21. Demuestra que las tres medianas de un triangulo se cortan en un punto.

La mediana m, corta a m, en un punto
P tal que PB=2PB'

La mediana m_ corta a m, en un punto
Q tal que OB =20B’

Por tanto, P y Q son el mismo punto.

Es decir, las tres medianas se cortan en un punto.

22. Demuestra que la suma de los angulos de un triangulo es 180°.
Trazamos una recta que pasa por C y es paralela a AB.

por ser angulos alternos internos (la recta CB corta a un par de paralelas).

A
+ 3 = 180°, evidentemente.

AAA
Por tanto, B + C + A = 180°

Resolucién de problemas 13




23. Demuestra que un angulo inscrito en una semicircunferencia es, necesaria-
mente, recto.

Los triangulos AOB y BOC son isosceles, pues cada
uno de ellos tiene dos lados iguales a un radio de la cir-
cunferencia. Cada uno de ellos tiene un par de dngulos
iguales.

A
Observamos que el angulo B del triangulo ABC mide

o + B, lo mismo que la suma de los otros dos. Como
entre los tres suman 180°, B = 90°.

24, Demuestra que la suma de los angulos de un poligono de n lados es
180°(n — 2).

Es asi, pues un poligono de 7 lados se puede descomponer
en n — 2 tridngulos, la suma de cuyos dngulos coincide con
la suma de los angulos del poligono.

60°
25. Demuestra que cada angulo de un n-agono regular es 180° — 3 s

Si un poligono es regular, cada angulo mide:

— . o 4 o __ o 600
(n-2)-180° _ n-180°-360° _ ., 3
n n

Pagina 19

26. Demuestra las siguientes desigualdades:
) m2/(1 + mH <1/2
b)(m? + 3)/Nm?2 +2 > 2
a) Si m = 0, la desigualdad se cumple, evidentemente.

Si m # 0, podemos invertir en los dos miembros, cambiando el sentido de la

desigualdad:
2 1 1+ mt 1+ mt
<= om0 & —22 & —— 220 &
1+m 2 m m
S Y 2y2 _ 902 4
1m22m20<:>(m) 22m 1204:>
m m
2_1)2
=D 5
m2

La ultima desigualdad es cierta (un cociente de cuadrados es nulo si lo es el
numerador, o es positivo). Por tanto, es cierta la primera desigualdad, pues son
equivalentes.

14 Resolucién de problemas
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b) Puesto que tanto numerador como denominador son positivos, podemos elevar al
cuadrado sin que se produzcan alteraciones:

2 4 4+ 6m2 + 4+ 6m2 +
m—3>2 PN m—m9>4 PN m—m9_4>0 PN
m?+ 2 m*+ 2 m?+ 2
mt+ 6m2+9—-4m?2-8 mt+ 2m? + 1
S0 & —m—m >0 &
m2+ 2 m2+ 2
(Wl2+1)2

>0, lo cual es evidente.
m2+ 2

Por tanto, se cumple la primera desigualdad.

Pagina 20

PROBLEMAS PARA PRACTICAR

NUmeros
1. MAYOR ENTERO
Halla el mayor nimero entero n tal que: 72°0 < 5300
7200 £ 5300 oy (52100 < (53100 oy ;2 <33 o 2 <125

Como V125 = 11,18, tenemos que:

112 = 121 < 125

- n=11
122=144>125}

El niimero 11 es el mayor entero tal que 72200 < 5300,

2. ENTEROS CONSECUTIVOS

El producto de cuatro enteros consecutivos es igual a 7590 024. ;Cuales son
dichos nimeros?

Como 4\J7 590024 = 52,488, probamos con nimeros cercanos a 52.
Tanteando, obtenemos que: 51 - 52 - 53 - 54 = 7590024

Por tanto, los nimeros son 51, 52, 53 y 54.

Resolucién de problemas

15




16

3.

DIGITO DISTINTO DE CERO
El nimero 1-2-3-4- ... - 4849 - 50 es un nimero enormemente grande.

¢Qué lugar ocupa el primer digito distinto de cero empezando desde las uni-
dades?

Contamos el nimero de veces que aparece el factor 5 (el factor 2 aparecerd mis
veces):

10 + 2 = 12 veces
- N
5:1=5 5%-1=25
5:2=10  5%:2=50
5:3=15
510 =50

Por tanto, el nimero dado acaba en 12 ceros; y, asi, el primer digito distinto de cero
empezando desde las unidades es el que ocupa el lugar nimero 13.

¢QUE NUMEROS SON?

El niimero 2% — 1 es divisible exactamente por dos niimeros comprendidos
entre 60 y 70. ;Cuales son dichos niimeros?

@ Haz uso de la propiedad a®" —1 = (a" + 1) (a” -1).

Utilizando la propiedad a?” -1 = (a” + 1)(a”* — 1), tenemos que:
28 1=¥+DR¥-D =¥+ D2+ DR2-D =
=¥+ D-RE+D -+ D =D =¥+ D22+ 1D 6365

Por tanto, los nimeros buscados son 63 y 65.

NO TENIAN CALCULADORA, CLARO

En 1856 se publicé un libro (gordisimo) que contenia los cuadrados de los
niimeros desde el uno bhasta el mil millones. {Para qué? Para multiplicar. Te
toca a ti averiguar y explicar co6mo. Para ello, relaciona el producto de dos
numeros m - n con la diferencia de los cuadradosde m+n y m—n.

Explica como se usaria “el libro de los cuadrados” para efectuar el producto
de dos nimeros muy gordos (por ejemplo, 57839 - 8 756) mediante opera-
ciones mas sencillas.

(m+n)?2=—(m=-n)2=m2+2mn+n?—m?+2mn—-n?=4mn
Por tanto:

_ (m+n)?— (m—n)? (m + n)? vy (m - n)? se miran en
4 “el libro gordo de los cuadrados”.

mmn

Resolucién de problemas
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Por ejemplo:

(57839 + 8750)2 — (57839 — 8756)% _ 66595% — 49083% _

57839 - 8756 = 4 4

4434894025 — 2409 14088
_ 1451894025 4 2 7. 506438 284

CUESTA ARRIBA, CUESTA ABAJO

Un corredor asciende una colina a una velocidad de 4 km/h. ;A qué veloci-
dad habra de descender si pretende que la velocidad media final sea de
7 km/h?

Llamamos L a la longitud del camino (subida o bajada).

L
El tiempo de subida es: 7, = %
L
El tiempo de bajada es: ¢, = " (v es la velocidad de bajada)

El tiempo total es: # + 1, = —

JL_2 1
4

1 2
Por tanto: — —=— — pv=28km/h
v 7 v 7

NS

INOTA INTERESANTE

¢Qué relacion hay entre la velocidad media, 7 km/h, con las velocidades de subida,
4 km/h, y bajada, 28 km/h?

Evidentemente, no es la media aritmética de las velocidades. Es otra media. Se lla-
ma media armonica.

1 1
1 4 't38 La inversa de la media armonica es la media aritmética

7 2 de las inversas de los dos componentes.

Resolucién de problemas
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Ecuaciones

7. ¢CUANTO VALEN LOS VERTICES?

En este triangulo, el niimero encerrado en un circulo es la suma de los vérti-
ces correspondientes:

18

() @
14 (24) 10

a) Siguiendo esta misma ley, ¢cual es el valor de los vér-
tices en este otro triangulo? (38) 60)

&
b) ¢Cual es el valor de los vértices 5 _
en este cuadrado? @9 @D
@
. x+y=060 y=060-x
y+z=82;: 60-x+2z=82 — —x+z=22
X +z=38 X+z=38
@ @ Sumando estas dos ultimas:
2z=60 — z=30
- KSZ\ y x=38—-2=38-30=8 x=8, y=52, z=30
y=60—-x=060-8=52
x+y=38| py=38-x X @ Y

y+z=54| z=54-y=54-38+x=16+x
z+t=41| z=41-1t

f+x=25] x=25-1 25 (4

y=38-025-1)=13+1

z=16+x=16+25—t=41—1¢

Hay infinitas soluciones. Todas las de la forma:
x=25-L; py=13+LA; z=41-L; =LA

siendo A cualquier nimero real.

Resolucién de problemas
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RESUELVE

Halla las soluciones del siguiente sistema:

1 1

A1 el 0
21
x“+1 p-+1
1 1
T 1 2ag 03
xc+1 po+1
2 1
2 2 =09
x+1 pe+1
. . 1 1
Hacemos un cambio de variables: a = — ;o b=—
x>+ 1 ye+1

Asi, el sistema queda como sigue:

a—b=—0,5} a=b-0,3
2a + b =109 2b-03)+b=09 - 3b=15 - b=05 = a=05-03=0,2

Ahora es ficil obtener los valores de x e y:

1
61=x21+1 =02 - 1=02(*+1D - E=x2+1 -
- 5=x’+1 > 4=x> - x=xV4=42
1 1
b= =0 - 1=0 2+1 N 2+1 N
32+ 1 5 516 ) 03 y

+\1 = +1

- 2=)’+1 - 1=)> > y

Por tanto, hay cuatro soluciones para el sistema:
x, =2 X, =2 X3 =2 xy=2
yp=-1 yy=1 Yy =-1 yp=1

EL REMERO

Un remero va desde un punto A hasta otro B y vuelve otraveza B en 10
horas. La distancia entre 4 y B es de 20 km.

Halla la velocidad de la corriente del agua, sabiendo que rema 2 km aguas
arriba en el mismo tiempo que rema 3 km aguas abajo (se supone que su
efectividad en cada remada siempre es la misma).

e Llamamos x a la velocidad de subida; asi, la velocidad de bajada es %x

e La velocidad media de todo el viaje es:

40 km
v= 10 horas 4 km/h

Resolucién de problemas
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20
Tiempo invertido en la ida: 7, = ~

Ti i tid 1 lta: ¢ 20
iempo invertido en la vuelta: ¢, =
P Y R T G
Por tanto, la velocidad media se obtiene asi:
, B 40 km _ 40 40 120x _6_x
MEDIA 20 20 20 40 100 100 5

— + horas —+t— =
x  (3/2)x x  3x 3x

Igualamos la velocidad media a su valor y asi obtenemos el valor de x:

6Tx =4 — x= % = 333 km/h es la velocidad de subida.

Velocidad de bajada: %x = % - % =5 km/h

La velocidad de la corriente es: Ucormnts = Usaapa — Yrenero

o bien: Ycormente ~ Yremero ~ Ysumina

SllmandO: 2UCORR]EN’I‘E = UBA]ADA - USUB]DA

1 1 1
e Por tanto, v, ... = 5(5 - TO) =S8 % = % = (0,83 km/h.

Pagina 21

10. CAMPO TRIANGULAR

Un granjero tiene un campo triangular rodeado de tres campos cuadrados de
manera que cada uno de estos tiene un lado comiin con el triangulo. Las su-
perficies de los campos cuadrados son 4 225 m?, 1369 m? y 5594 m?. ;Qué su-
perficie tiene el campo triangular?

Hacemos un dibujo:

Observamos que:
5594 = 13069 + 4225; es decir, que:
5594 m? ct=a*+b?

Por tanto, el triangulo es rectangulo.

1 1369 m? $ Su area sera:
. : - A b a _ V4525 - V1369 _
' ' 2 2
4225 m? ! = 65237 =1202,5 m?

Resolucién de problemas
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BALON DE PLAYA

Un gran balon de playa de 100 cm de radio
esta apoyado sobre una pared que forma un
angulo recto con el suelo. ¢Cuil es el radio
de la pelota mas grande que puede situarse
entre la pared, el suelo y el balon de playa?

Hacemos un dibujo:

7C = 100 cm; CD = 100 cm

AB=r AT=r; OB=r

OC = V100% + 1002 = 100V2 cm
OA=r-\2

Por tanto, como: OC = OA + AT + TC

tenemos que: 100V2 = 7+ V2 + r+ 100

Despejamos  r:

_10002-1 _ 100(V2 - 1)2

= 10003 - 2V2) = 17,16 cm
W2+ 1) W2+ DA2-D

FIGURAS QUE CRECEN

Enuncia en los dos casos una regla para pasar de una figura a la siguiente.

a O O | | |

ST\

Después de 20 pasos:

— ¢Cuantos cuadraditos contendra la figura resultante en el caso a)?
— ¢Cuantos triangulitos contendra la figura resultante en el caso b)?

Intenta responder a estas mismas preguntas despues de n pasos.

Resolucién de problemas
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a) Sucesion con cuadrados:

Ay =1
b, = d, +4
dy = dy+8
d, = dy+ 12
Lo=L

a,=d, +4n-1

n

Sumando: a,=1+4+8+ 12+ ... +4(n-1)

an=1+4(1+2+3+...+(n—1))(2

1+ -Dln-1

=1+4. >

=1+2(n-Dn

) Es la suma de 7 — 1 elementos de una progresion aritmética en la que a, =1

y d=1.
Por tanto: a, =1+ 2n(n—1)

Al cabo de los 20 pasos habria 761 cuadraditos.

b) Sucesion con tridngulos:

dy =1
dy = d, +3
dy =y + 6
;= dy+9
L=

a, = d;z—l +3(n-1

Sumando: a,=1+3+6+9+ ... +3(n-1)

an=1+3(1+2+...+(n—1))(21+3~

T
—1+2n(n 1D

3
Por tanto: a, =1+ ?n(n— D

Al cabo de los 20 pasos habria 571 triangulitos.

22

0+ -Din-1 _

2

Resolucién de problemas
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13. VACACIONES LLUVIOSAS
David estuvo unos dias de vacaciones en el trépico.

Observo que llovié 14 veces por la mafiana o por la tarde, y que cuando llovia
por la mafiana, por la tarde estaba despejado, y viceversa. Durante su estancia,
hubo 12 maifianas totalmente despejadas y 10 tardes también despejadas.

¢Cuantos dias estuvo David de vacaciones?

Resolucion

Parece, en principio, que con los datos que tenemos no vamos a poder resolver el
problema. Pero organicemos la informacion en un grifico y veamos qué ocurre:

LLUEVE NO LLUEVE

LLUEVE :
POR LA MANANA @

WURVE o @ De acuerdo con las condiciones del problema,
POR LA TARDE planteamos las siguientes ecuaciones:

Llovi6 14 veces por la manana o por la tarde — x+yp =14
No llovié 12 mananas — )+ 2z =12
No llovi6 10 tardes — x+z =10

Sumando las tres ecuaciones, obtenemos 2x + 2y + 2z =36 — x+)y+z=18
Por tanto, David estuvo de vacaciones 18 dias.

También podriamos hallar los valores x =6, y=8 y z = 4.

14. miomas

En una empresa, todos los empleados hablan algin idioma de los siguientes:

a) El 5% habla los tres idiomas. b) El 9% habla francés y aleman.
c) El 25% habla francés e inglés. d) El 23% habla inglés y aleman.
e) El 78% habla inglés. f) El 41% habla francés.

¢Qué tanto por ciento de empleados habla solo un idioma?

Resolucion

FRANCES Hacemos un diagrama sobre el que

vamos anotando los datos.

% 12%

18%
N0 Awma

Resolucién de problemas 23

El tanto por ciento de empleados
que hablan solo un idioma es:

35+ 12 + 6 = 53%
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15. NADADORES

Dos avezados nadadores se colocan en los lados opuestos de una gran pisci-
na de 60 metros de longitud y comienzan a nadar a lo largo de ella. Uno de
los nadadores avanza 3 metros por segundo y el otro, 2,5 metros por segun-
do. Nadan sin parar durante 15 minutos.

Si suponemos que no pierden tiempo en dar la vuelta, ;cudntas veces se cru-
zaran?
Resolucion

En primer lugar, conviene entender en profundidad todos los datos y las condicio-
nes del problema.

Empezaremos calculando el tiempo que tarda cada nadador en recorrer los 60 m
que mide la piscina:

NADADOR 1 — 60 m :3 m/s =20 s
NADADOR 2 — 60m : 25 m/s =24 s

Hallemos ahora cudntas veces recorrerd la piscina cada uno de los nadadores en los
15 minutos en que estin nadando. Para esto tenemos en cuenta que los movimien-
tos de cada nadador son uniformes:

15 min = 15 - 60 s = 900 s
NADADOR 1 — 900 s : 20 s = 45. Recorre la piscina 45 veces.
NADADOR 2 — 900 s : 24 s = 37,5. Recorre la piscina 37 veces y media.

Con toda esta informacion, podemos realizar el siguiente grafico y razonar sobre €l

NADADOR 1 NADADOR 2

604 6.° encuentro
~
!
5 1.“" encuentro 11.° encuentro
Z
<
g 48 192
A

24 72 96.) 144168 216 \ TiEMPO (5)

T T T T T T T

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240

Observamos que:
e Antes de comenzar a nadar, la distancia entre ellos es de 60 metros.

e Después de 120 segundos, coinciden en uno de los bordes de la piscina (es su
sexto encuentro).

e Después de 240 segundos (4 minutos), los dos nadadores estan en sus posiciones
iniciales y, ademas, en ese tiempo, se han producido, exactamente, 11 encuentros.

Por tanto, en 15 minutos habran coincidido en este nimero de ocasiones:

11 + 11 + 11 + 8 (los tres ultimos minutos) = 41 encuentros

Resolucién de problemas
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16. canicas

Ana, Pepe y Ramon se reparten seis bolsas con las siguientes cantidades de
canicas: 18, 19, 21, 23, 25 y 34. Ana toma una bolsa. Entre Pepe y Ramon se
reparten las otras cinco. Después, cada uno de ellos saca las canicas de las
bolsas y las cuenta. Pepe tiene el doble de canicas que Ramoén. ;Cuantas ca-
nicas tiene Ana?

Resolucion

El nimero de canicas que se reparten es 18 + 19 + 21 + 23 + 25 + 34 = 140, que es
3 + 2 (“multiplo de 3” + 2).

» Como Pepe tiene doble nimero de canicas que Ramon, el nimero de canicas que
tienen entre los dos es 3.

* A partir del punto anterior, se concluye que el nimero de canicas que tiene Ana
es 3+ 2.
La Gnica bolsa que cumple esta condicién es la que tiene 23 canicas.

Concluimos, por tanto, que Ana se lleva la bolsa que tiene 23 canicas.

Podemos averiguar como se reparten Pepe y Ramon el resto de las bolsas (un grupo
de bolsas suma el doble de canicas que el otro grupo). La Gnica solucion es:

Ramon — 18 + 21 = 39 canicas Pepe — 19 + 25 + 34 = 78 canicas

Pagina 22

17. TRIANGULO RECTANGULO

En un tridngulo rectingulo, a y b son sus catetos y c¢ su hipotenusa. Lla-
mamos h a la altura correspondiente a la hipotenusa. Demuestra que el
triangulo con lados h, c+h y a+ b es rectangulo.

Resolucion

Sabemos que a?+ b? = ¢, pues nos dicen que el tridngulo de lados a, b y ¢ es
rectangulo.

Tenemos que probar que el triangulo de lados h,
c+h y a+b esrectingulo; es decir, que:

(a+ b?+h?=(c+h)?

C

Pero (a+ b)? + h? = a2+ b?+2ab+h? Q24 2ch+ 12 = (c+h)?, como querfa-

mos demostrar. T
c2
) Si consideramos como base el lado a, el drea del tridngulo es ; Yy si con-
sideramos como base el lado ¢, el area del tridngulo es
ab _ ch
Por tanto: — = — — ab=ch
2 2
Resolucién de problemas 25
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18. moOLTIPLO DE 12

Demuestra que si p es un niimero primo mayor que 3, entonces p?>—1 esun
muiltiplo de 12.

Resolucion

Podemos descomponer p?—1 de la siguiente forma:
prP-1=p-D@+D

e Como p es impar (pues p es primo mayor que 3), p—1 y p+ 1 son pares.
Al multiplicar dos ndmeros pares, necesariamente obtenemos un multiplo de 4.

Es decir, p?—1 es multiplo de 4.

e Ademids, como p no es multiplo de 3 (pues p es primo mayor que 3), o bien
p—1, obien p+ 1 ha de ser multiplo de 3 (pues p—1, p, p+1 son tres nui-
meros consecutivos; uno de ellos ha de ser multiplo de 3). Luego p?—1 es mul-
tiplo de 3.

e Como p?—1 es miliiplo de 4 y de 3, lo serd de 12, como querfamos probar.

19. DESIGUALDADES

Si a y b son dos nimeros distintos y ambos positivos, demuestra las
siguientes desigualdades:

a+b 2ab a+b a+b a? + b?
V <
DS b) 52— > Vab T

Resolucion

a)Como a y b son positivos, a+ b también lo es. Podemos establecer esta
cadena de equivalencias:

a+b 2ab
>

Z—= o (a+b)i>4ab & (a+b)?-4ab>0 o
2 a+b

S al+bi-2ab>0 & (a-b)?>0

Como a# b, (a—-b)? no es cero y nunca puede ser negativo. Es decir, la desi-
gualdad (a—b)? >0 es cierta. Por tanto, lo es la primera.

b) Como a+ b es positivo, por serlo a y b, podemos elevar al cuadrado en los
dos miembros de la desigualdad sin que esta cambie. Elevamos al cuadrado y
operamos:

ArD o ab o (a+b)?P>dab & a’+2ab+ b dab o

o at-2ab+b*>0 & (a-b)?2>0

Llegamos a la misma conclusiéon que en el apartado anterior; y, por tanto,

a;b >ANab.

Resolucién de problemas
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a+b
oComo a=20y b=20 = TZO y tenemos que:

2
Oi‘*'bS ,a + b2
2 2

2 a’+b? a’+b*+2ab _ a*+b?
< & < =
2 4 2

a+b
2

S al+ b+ 2ab<2a%+ 20 &

& 0<a?+b%-2ab<0<(a- b2 locual es cierto.

PALOMAS Y ORIFICIOS

Un conjunto de 40 palomas llegan volando y se introducen en el palomar
por los 36 orificios que hay. Explica por qué tendremos la seguridad de que
por alguno de los orificios han entrado al menos dos palomas.

La idea que sustenta esta situacion es la que permite resolver los siguientes
ejercicios.

Resolucion

Si las 36 primeras palomas entran, cada una, por un orificio, la siguiente ha de
entrar, necesariamente, por un orificio repetido. En este contexto, el razonamiento
es muy sencillo. Lo llamamos, en general, PRINCIPIO DEL PALOMAR.

CUMPLEANOS COINCIDENTE

En un instituto de 450 estudiantes, demuestra que hay, al menos, dos perso-
nas con la misma fecha de cumpleaiios.

Resolucion
Aplicamos el principio del palomar:

Hay 365 (o 3606) fechas posibles para el cumpleanos; si hay 450 personas, deben
coincidir, al menos, dos de ellas.

PIN DE CUATRO DIGITOS

Los “numeros secretos” de las tarjetas de crédito constan de cuatro digitos.
Por ejemplo, 2704, 0012, 9461 son posibles niimeros.

Demuestra que, con seguridad, hay dos tarjetas que tienen el mismo nimero.
Resolucion

El nimero de tarjetas de crédito existentes supera a 10000, que es el nimero de
posibles “nimeros secretos”.

Aplicando el principio del palomar, con seguridad, hay dos tarjetas que tienen el
mismo “nimero secreto”.

Resolucién de problemas
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23.

24,

25.

AUNQUE NO HAYA CALVOS

¢Podrias asegurar que en tu comunidad auténoma hay, al menos, dos perso-
nas con el mismo numero de pelos en la cabeza?

Resolucion

El ndmero de pelos en la cabeza de una persona no supera los 200000. El nimero
de habitantes en tu comunidad auténoma, si. Por el principio del palomar, habra, al
menos, dos personas con el mismo nimero de pelos en la cabeza.

NUMERO DE AMIGOS

En una fiesta hay 50 personas. Demuestra que, al menos, dos de ellas tienen
el mismo nimero de amigos en la fiesta.

Resolucion
Aplicaremos el principio del palomar.

Tenemos las siguientes posibilidades para el nimero de amigos de cada persona:
0,1, 2, ..., 49 (consideramos que si una persona es amiga de otra, la otra lo es de la
primera; y que uno no se cuenta como amigo suyo). Tendriamos 50 posibilidades,
pero todas a la vez no se pueden dar. Si hay una persona con 0 amigos, no puede
haber otra con 49 amigos, pues la de 0 amigos no seria amiga suya. Estas dos posibi-
lidades no se pueden dar a la vez.

Por tanto, como mucho, tenemos 49 posibilidades; y hay 50 personas. Si asociamos a
cada persona una posibilidad, necesariamente habrd dos personas (al menos) con la
misma posibilidad, es decir, con el mismo nimero de amigos.

PUNTOS EN UN TRIANGULO B

Sea ABC un triangulo equilatero de lado 2 cm.

Demuestra que si se eligen cinco puntos de su

interior, hay, como minimo, dos puntos que 2cm
distan menos de 1 cm.

Resolucion A c

Desde luego, podriamos dibujar cientos de configuraciones de cinco puntos interio-
res y comprobariamos que siempre se verifica. Pero esto no es suficiente.

Para demostrar lo que se nos pide, dividamos el
tridngulo en cuatro tridngulos equilateros, tal como
se indica en la figura.

Los lados de cada tridngulo tienen 1 cm de lado.
Si elegimos 5 puntos cualesquiera, necesariamente 2

en uno de los tridngulos pequenos habrd, al me- 1 4
nos, dos de los puntos. Por tanto, la distancia entre
ellos es menor que 1 cm.

Como puede verse, hemos aplicado el principio del palomar (5 puntos se debian
introducir en 4 triangulos).

Resolucién de problemas
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26. OVEJAS CERCANAS

En un campo cuadrado de 35 m de lado introducimos 26 ovejas para que
pasten. Demuestra que siempre hay, al menos, dos de ellas que estan a me-
nos de 10 m.

Resolucion

Dividimos el cuadrado de lado 35 m en 25 cuadradi- 7 m
tos de lado 7 m cada uno. 7 m

Al haber 26 ovejas, necesariamente han de estar, al
menos dos, en un mismo cuadradito. Y la distancia 35 m
maxima dentro del cuadradito es su diagonal, que
mide:

V777 =08 < 10m Hm

27. CUADRICULAS

En la cuadricula 4 X 6 que aparece a la derecha, hemos coloreado algunos de
los cuadrados y otros los hemos dejado en blanco.

Esto se puede hacer de muchas formas. Intenta en-
contrar una de ellas en la cual no se pueda hallar un
rectangulo con los cuatro vértices del mismo color
(en la que hemos dibujado no sucede esto, como se
ve con los cuatro cuadrados sefialados en rojo).

Sin embargo, si la cuadricula fuera 4 X 7 no seria posible encontrar una con-
figuracion en la que no hubiera un rectingulo con los cuatro vértices del
mismo color.

Resolucion

e Veamos una forma en la que no se puede hallar un rectingulo con los cuatro
vértices del mismo color:

Cuadricula 4 x 6

e Hay 6 formas distintas de colorear dos cuadrados en una columna de 4. Si la
cuadricula fuese de 4 x 7, tendriamos 7 columnas para solo 6 posibilidades; por
tanto, al menos una tendra que repetirse.

e Si coloredramos solo un cuadrado, tendriamos 4 formas distintas; y colorear
3 cuadrados es equivalente a colorear solo uno.

e Si coloreamos un nimero distinto de cuadrados en cada columna, aumentamos las
posibilidades de coincidencia.

Resolucién de problemas 20




SISTEMAS DE ECUACIONES.
METODO DE GAUSS
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Ecuaciones e incognitas. Sistemas de ecuaciones

1. ;Podemos decir que las dos ecuaciones siguientes son dos “datos distintos”?
¢No es cierto que la segunda dice lo mismo que la primera?

2x+ y=5
4x+2y=10

B Represéntalas graficamente y obser-
va que se trata de la misma recta.

Se trata de la misma recta.

uny

B Escribe otro sistema de dos ecuacio-
nes con dos incognitas en el que la
segunda ecuacion sea, en esencia,
igual que la primera. Interprétalo
graficamente.

x+ y=1 \
3x+3y=3

Graficamente son la misma recta.

x+y=1

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss




2. Observa las ecuaciones siguientes:

2x+ y=5
x— y=1
x+2y=4

B Represéntalas graficamente y observa
que las dos primeras rectas determi-
nan un punto (con esos dos datos se
responde a las dos preguntas: x = 2,
y =1). Comprueba que la tercera rec-
ta también pasa por ese punto.

B Da otra ecuacion que también sea
“consecuencia” de las dos primeras.

Por ejemplo:
2-(AH+3-(29
Represéntala y observa que también

pasapor x=2, y=1.

2:-12+3:22 -5 Tx-y=13

3. Considera ahora estas ecuaciones:

2x+y=5
2x+y=7

Observa que lo que dice la segunda
ecuacion es contradictorio con lo que
dice la primera.

B Represéntalas y observa que se trata
de dos rectas paralelas, es decir, no
tienen soluciéon comiin, pues las rec-
tas no se cortan en ningdn punto.

—y=n
X +2yF4 *y
1 2] 1
2x+ =5
—y=l
X +2y 4 *
1 @, 1
2x+y=5
7x—-yl=1
|
2%+ =7
2x Hy =5

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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B Modifica el término independiente de la segunda ecuacion del sistema que in-
ventaste en el ejercicio 1y representa de nuevo las dos rectas.

Observa que lo que dicen ambas ecuaciones es ahora contradictorio y que se
representan mediante rectas paralelas.

x+ y=1
3x+3y=0

iy

} Rectas paralelas:

Pagina 29
1. Sin resolverlos, explica por qué son equivalentes los siguientes pares de siste-
mas:
x+y=5 x+y—z=5
a 7 p{* Y
2x—y=7 x+y =7
x+y= 5 z=2
3x =12 x+y =7
+ —_~ =
xry-z=5 x+ y—z=11
Oy x+ y = 7 d)
x+2y—z= 7
2x +2y—z=12
z=2 x+y—z=11
x+y =7 y =-4
a) Hemos sustituido la segunda ecuacion por el resultado de sumar las dos que tenia-
mos.

b) Hemos sustituido la primera ecuacion por el resultado de restarle a la segunda
ecuacion la primera.

©) En el primer sistema, la tercera ecuacion se obtiene sumando las dos primeras. El
resto es igual que en b).

d) Hemos sustituido la segunda ecuacion por el resultado de restarle a la segunda
ecuacion la primera.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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1. Resuelve e interpreta geométricamente los siguientes sistemas:

2x+ y=1 X+ y+z=6 xX+y+z=6 xX+y+z=6
a)3x+2y=4 b) y—z=1 o) x+y+z=0 d) y—z=1
x+ y=3 x + 2y =7 x -z=0 z=1

A2x+ y=1| - py=1-2x

3Ax+2y=4 1-2x=3-x - x=-2, yp=3-(-2)=5
x+ y=3| = py=3-x

Veamos si cumple la 2.2 ecuacion: 3-(=2)+2-5=-6+10=4

Solucion: x =-2, y=5. Son tres rectas que se cortan en el punto (=2, 5).

b)x+ y+2z=6
y-z=1 La 3.2 ecuacién se obtiene sumando las dos primeras;
X+ 2y - podemos prescindir de ella.

x+y=6—z} x=6-2z-y=6-2-1-2=5-2z

y=1l+z] y=1+=z2

Solucion: x=5-2\, y=1+ AL, z=A Son tres planos que se cortan en una recta.

+ + = . . . .
DX+ y+z=01 145 dos primeras ecuaciones son contradictorias.

x+y+z=0 El sistema es incompatible.
x —z=0| Los dos primeros planos son paralelos y el tercero los corta.

dDx+y+z=6| z=1
y—z=1p y=1+2z=2
z=1| x=6-y-2z=6-2-1=3

Solucion: x =3, y=2 z=1. Son tres planos que se cortan en el punto (3, 2, 1.

x+2y=3

2. a) Resuelve este sistema: {
x— y=4

b) Afiade una tercera ecuacion de modo que siga siendo compatible.
c) Afiade una tercera ecuacion de modo que sea incompatible.

d) Interpreta geométricamente lo que has hecho en cada caso.

-1
a)X+2y=3} x=3-2y| 3-=d+y - -1=3y = y=—

.X'—y=4 .X'=4+y =4 =4_l=£
NEATyEATEEg
P 11 -1
Solucion: x=—, y=—
3 3

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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b) Por ejemplo: 2x + py =7 (suma de las dos anteriores).

¢) Por ejemplo: 2x+y=9

d) En a) - Son dos rectas que se cortan en (13—1, %)
. 11 -1
En b) - La nueva recta también pasa por 3 3)

En ¢) — La nueva recta no pasa por (E

-t
373

las tres rectas. Se cortan dos a dos.

—_—

No existe ningun punto comun a

Pagina 32
1. Reconoce como escalonados los siguientes sistemas y resuélvelos:
[2x =6
3x =7
a) x—2y=5 b))y x+y+3z=7
7 |5 - z=4
2x -2t=6 [ 2x +32=0
Oy x+y+ 3z = Dy x+3y- z=7
52 — z+il=4 | 4x =4
Lo
a) 3x =7 3 Solucion: x=1, y=_—4
x—-2y=5 _x-5_4 3 3
YT 3
b) 2x =0 2x =6| x=3
x+y+3z=7 ¢ 5x - z=4;, z=5x-4=11
5x - z=4 X+y+3z=7| y=7-x-32=7-3-33=-29

Solucion: x =3, y=-29, z=11

o) 2x -2t=06| 2« =0+2| x=3+1
xX+y+3z =7, 5x - z=4-t z=5x-4+1=11+0¢
5x - z+1=4 x+y+3z=7 y=7-x-3z=-29-19¢

Soluciones: x =3+ A, y=-29—-19\, z=11+06A, 1= A

=1
D2 +32=0| 4x — 4 x_—Zx_—Z
X+3y— z=7; 2x +3z=0\! 73 T3
4o =4 x+3y—- z=7 _7-x+z_16
y_—__
3 9
Solucion: x=1, y= 1—6, z= =2
9 3

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss




2. ;Son escalonados estos sistemas? Resuélvelos:

2y+ z=1
x+y+z=7 x+y+z=3
a) 2y =1 b) ©) d)
2x  —z=4 x—y =2
x+2y+2z=1
x

1

a) 2+ z=1 A
2y =1 2y+z=1 2=1-2y=0

x+2y+2z=1 x+2p+z=1 x=1-2y—2=0
Solucz’o’n:x=0,y=%,z=0
b) x+y+z=7} 2x  =4+z| XTLt5
2x —z=4 x+y=7-z y=7—z—x=5—2
Soluciones: x=2+A, y=5-3\ z=2L
ADx+y+z=3| x =2+y| x=2+y
x—Y =2 xX+z=3-y| z2=3-y-2-y=1-2

Soluciones: x =2+ A, y=A, z=1-2A

d) z+ t=3 2z =2 z=1
y+3z-2t=4 z+ t=3 1=3-2z=2
2z =2 Y+3z-2t=4| y=4-3z+2t=5
X - zZ+2=5 X = z+2=5] x=5+z-2t=2
Solucion: x=2, y=5 z=1, t=2
Pagina 33
3. Transforma en escalonados y resuelve:
2x -3y =21 5x—4y =23
a) b
3x+ y= 4 3x+ 2y =27
) 2x-3y=21| (u 2x-3y=21] x=3
3x + y=4 329 + (1.9 11x =33 _21—2.96'_ 5
Y TS

Solucion: x =3, y=-5

z+ t=3

y+3z-2t=4
2z =

— z+2t=5

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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b) Sx—4y=23 | (1 Sx—4y=23] x=7

3x + 2y =27 2-2H+0ay 11x =77 y:——25+5x=3
4
Solucion: x=7, y=3
4. Transforma en escalonados y resuelve:

(x— y+3z=—4

a)yx+ y+ z= 2
[ x+2y— 2= 6
[ x+y+z= 6

b))y x—y—z=-4
| 3x+y+z= 8

aA)x— y+3z=-4 as x— y+3z=-4 ) x—y+3z=—4
X+ p+ o z= 2, @H-09H 2p—2z= 6 ¢ 29:2 y— z=
x+2y— z= 6 GI70D 3y—4z=10] @7 3y—4z=10
1. X-yF3z=—4)| z=-l
@) y— z= 3¢ y=3+z=2
GH-3- @29 o= 1| w=shty-32=1
Solucion: x=1, y=2, z=-1

by x+y+z=6 as rryr E= 6 ) xX+y+z=0
X—y—z=-4; @9-019H -2y —-2z=-10 (2'3)'(2)

GH-3- 1 e yrz=>5

3x+y+z= 8 -2y -2z =-10
(Podemos prescindir de la 3.2, pues es igual que la 2.%).

x+y=6—z} x=6-z-y=6-2z-5+z=1

y=5-z] y=5-=z

Soluciones: x=1, y=5-A, z=1»A

Pagina 36

1. Resuelve estos sistemas de ecuaciones utilizando el método de Gauss:

x+ y+ z=2 3x—4y+2z=1 x—2y =-3
a)y 3x—-2y— z=4 b)|2x-3y+ =z=2 o)y 2x+3y+ z= 4
2x+ y+2z=2 5x— y+ z=5 2x+ y—5z= 4

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss




A x+ Y+ z=2| (1 1 1|2 a5 11 1|2
3x—2y— z=4 3 2 -1] 4] - @v-3-09 0 -5 -4 |2 —>
2x+ p+2z=2 -2 1 2 2 GH+2-0AH 0 3 4 6
a.s 112 Xt ywoz= 2 Z=32—4z
- @9 D 05 4|2 Spy+4z= 2, y= 5 =-2
.a . 2.3 . —_
B -5+ @223 0 0 8|24 22_244 x=2—y—z=
Solucion: x=1, y=-2, z=3
b) S‘X_ 4y +2z=1 3 —4 2 1 1.H-2- 33 -7 -2 0 —9
2x-3y+ z=2¢ (-2 -3 1|2 -5 @v-69 -7 =2 0|3
5 -1 115 (€] 5 -1 115

5x— y+ z=5

Las dos primeras ecuaciones son contradictorias. El sistema es incompatible.

O x-2 =3 (1 2 0 -3 s 1 2 0] -3
2x+3y+ z= 4 2 3 14| - @v+2-a 0 -1 1| =2 —»
2x+ y—5z= 4 2 1 5] 4 GH-2-0.9 0 5 =5] 10

a.s 1 -2 0| =3 x_2 -3 - 3+2
- @9 0 -1 1 2| - Y } B Y
BH+5-2H 0O 0 0 0 —Yt+z=-2| z==2+ Yy
Soluciones: x=-3+2\, y=A z=-2+A
2. Resuelve mediante el método de Gauss:
2x — + w=0 2x — + w=
X— y+2z=2 Y y 9
x-2y+z =0 x—-2y+z =11
aA){—x+3y+ z=3 b) J)
5x— y+z+ w=0 S5x— y+z+ w=24
x+ y+5z=7
5x-2y—z+2w=0 5x-2y—z+2w= 0

A x— y+22=21 11 1 22 s 1 -1 2] 2
—-x+3y+ z=3¢ (-1 3 1| 3] 5 @y+ad 0 2 3| 5| >
X+ p+5z=7 1 1 5|7 3B.H-0d 0 2 3 5

3z

x—y+22=2} X—y=2-2z| X=2-2z+y
2

2y +32=5 >-52

2y=5=-3z | y= 5

_2_
2

5 3z 9 7z
—2_2z4 2 32 _2 7%
X S T R T

Soluciones: x = %—77», y = %— 3\, z =2\

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



x-2y+z =0 1 -2 1
Sx— y+z+ w=0 5 -1 1
Sx—=2y—z+2w=0 5 2 -1
2 -1 0 110 s
1 -2 1 0] 0 A
30 1 0/]O0 (GH+EH
1 0 -1 010 “.H
2x—y +w=0]| x=0
xX—2y+z =0 z=0
_)
4x =0| =0
X -z =0 w=0

Solucion: x=0, y=0, z=0, w=0

Q2x—y + w= 9 2 1

0 1
x=2y+z =11 {]1 2 1 0
Sx— y+z+ w=24 5 -1 1 1
Sx_Zy_Z+2w= 0 5 =2 -1 2
2 -1 0 119 s
1 2 1 0] 11 29
30 1 0| 15] 7 Go+an
1 0 -1 01-18 4.9
2x—y +w= 9
xX—-2y+z = 11
%
4x = 3
X -z =-18
x=_73; z=x+18=679
_x+tz-11 _ 11
2
w=9—2x+y=z
4
Solucion: x = _T’ y = 14_1, z= 679’ w

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss

NN = O =
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_ 53

4
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()

@3

(CDE )
@ =203

S O O
[N eNeNe)
l

1.

(62 )
(EH)=(AEH)
@) =2 - (L)

11
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1. Discute, en funcion del parametro &, estos sistemas de ecuaciones:

4x+2y =k 4x + 2y =k
a) X+ y—z=2 b) x+ y—z =2
kx+ y+z=1 kx+ y+z=0

a) 4x + 2y =k
X+ y—z=2

k a.m 4 2 0
21 - @9 1 1 -1
1 3BH+@2YH k+1 2 0

=
—_ =N
|
—

kx + y+z=1

" 4 20
- @29 1 1 -1
GH-0a.5 k-3 0 O

e Si k=3, queda:

f ? 01 ]; X+ y—z=2} x—z=2—y}
00 ol o0 4x + 2y = 4x =3-2y
_3- _3 )
YT T d T2

Z=x—2+y=—3_42y —2+y=Z=
Sistema compatible indeterminado.

Soluciones: x = % -\, y=2\, z= % +

e Si k#3, es compatible determinado. Lo resolvemos:

X+ y—z=2

4x + 2y =k
(k—3)x =3-5k
_3-k__
R
pokodx _krd_, k
2 2 2
k k

Z=x+y—2=—1+2+?—2=—1+?

Solucion: x = -1, y=2+§, z=—l+§

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



b dx +2y  =k| (4 2 0 | & s 4 2 0
X+ y—z=2 1 1-1] 2 > @ 1 1 -1
kx + y+z=0 k1 1 0 B.H+@2H k+1 2 0
- QY 1 1 -1 2

3.9 -A.9 k-3 0 O 2—F
e Si k=3, queda:
4 2 0] 3
1 1 -1 | 2| Elsistema es incompatible.
00 0]~

* Si k#3, es compatible determinado. Lo resolvemos:

X+ y—z=2

4o + 2y =k

(k- 3)x =2-4k
w2k

k-3
_k—4x _ R*+k-8
VT 2% -6

2—k R2+k-8 k?>—5k+8

c=x+yp—2-= + _2=RZORTS
Ty k-3  2(k-3) 2%k—6

g 2—k R+ k-8 k> —5k+8
Sol s x= = =
olucion: x =3 y ST z h -6

UNIDAD | 1

2. Discute estos sistemas de ecuaciones en funcion del parametro k:

kx+y—z=8 x+ y+ z=1
a)y x+y+z=0 b) y+tkz=1
2x tz=k x+ 2y =k
a)kX+y_Z=8 k1 -1 8 1.5 — (2.9 k-1 0
x+y+z=0¢ (1 1 1 0] - @» 11
2 +z=kh 2 0 1 k (GH 2 0
A +2- Gy k+ 30 O 8+ 2k
- @29 11 0
E) 2 0 1 k

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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e Si k=-3, queda:

0 0 O 2
111 0 | Sistema incompatible.
20 1] -3
e Si k+#-3, es compatible determinado. Lo resolvemos:
(k+ 3)x =8+ 2k
x+y+z=0
2x +z=k
oo S 2R
k+3
z=k—2x= K —k=16
k+3
—k*—k+8
= _x ju— =
Y k+3
2 2
Solucio’n:x=8+2l€, -k —/e+8’ k?— k- 16
k+3 k+3 k+3
PDx+ y+ z=11 /1 1 1|1 Y 0 11 1 1
y+hkz=1 01 &k 1] - @9 01 & 1 -
X+ 2y -k 1 2 01| &k GH-a1 01 -1 | k=1
as 11 1 1
- @9 01 & 1
3.H-2H 0 0 -1-Fk | k=2
e Si k=-1, queda:
1 1 1 1
0 1 1| 1| Sistema incompatible.
0 0 0]-=3

o Si k#-1, es compatible determinado. Lo resolvemos:

x+y + z=1
y +kz=1
(-l1-kz=k-2
k-2 _2-k
-1-k 1+k
y+k(£:£)=l S oy 2k=k_ltk-2kr ke _ 1k
1+k 1+k 1+k 1+ £k

1—k+k? 2-kR _1+k-1+k-—k*-2+k _ -2+3k-—k

=]l—p—2z=1-—
v y-% 1+k 1+k 1+k 1+k
2 2 _
Solucién:x=_2+3k_k,y=1_k+k,Z=2 k
1+k 1+k 1+k

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Resolucion e interpretacion geométrica de sistemas lineales

Resuelve e interpreta geométricamente los siguientes sistemas:

-x+2y= 0 x+2y=5

Ay 2x+ y=-5 b) | 3x- y=1

| 3/2)x-3y= 0 2x+4y=0
-1 20 R -1 210 P 1 200
a) 2 1 -5 - Q2H+2-0H 0 5 |5 —» 2.5 0 5 |-5
32 310 @2/3) - (3.9 1 =21]0 G+ 19 0 00

—x+2y=0 | x=2p==2
5y =-5 =-1

Solucion: (=2, -1)

Geométricamente, son tres rectas que se cortan en el punto (-2, —1).

b)| x+2y=5
3x— y=1
2x + 4y =20

Si dividimos la 3.2 ecuacion entre 2, obtenemos: x + 2y = 0. La 1.? ecuacion es
x + 2y =5. Son contradictorias, luego el sistema es incompatible.

La 1.* y la 3.* ecuacion representan dos rectas paralelas; la 2.2 las corta.

Halla, si existe, la solucion de los siguientes sistemas e interprétalos geo-
métricamente:

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones.

3x + =2
Y x+2y=-1
x— y=1
a) b)y 2x— y= 3
S5x— y=4
5+ y= 8
2x+2y=1
Los resolvemos por el método de Gauss:
a3 1 |2 A5 3 @29 0 4 | -1
1 -1 |1 2.9 1 -1/ 1
5 -1 | 4|7 Ga-5-@n 0 4 | -1
2 2 11 “H-2-29 0 4 | -1

Método de Gauss

13
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Podemos prescindir de las dos ultimas filas, pues coinciden con la primera.
Quedaria:

4p=-1 > y=—

(3 —1)
Solucion: ( 4

. -1
El sistema representa cuatro rectas que se cortan en el punto (%, T)

b (1 2| -1 a 1 2 |-

2 -1 3] > @v-2-09 0 51| 5

5 1| 8 BH-5-0Y 0 9113
De la 2.% ecuacion, obtenemos y = —1; de la 3.* ecuacion, obtenemos y = _;—3

Luego el sistema es incompatible.

El sistema representa tres rectas que se cortan dos a dos, pero no hay ningin
punto comun a las tres.

Resuelve e interpreta geométricamente los siguientes sistemas:

x+ty—z=2 2x +y =3
a)y 2x +z=2 b) x—y+z=1
x—y =0 3x +z=4

2 | X+y—z=2
2x +z=2

| x—-y =0
Lo resolvemos por el método de Gauss:

1 1 -1 2 ams 1 1 -1
2 0 1 2 - @ev-2-a» 0 -2 3

1 -1 010 G- 0 2 1

2
2| -

-2

1.9 1 1 -1 2
— @9 0 -2 3 |2
(3.5 =(22) 0O 0 =2 0

X+y— z= 2 x+y- z= 2 x+ y= 2| x=2-y=1
=2y +3z=-2 -2y + 3z =-2 2y==2¢ y=1
—2z= 0 z= 0 z= 0] z=0

Solucion: (1, 1, 0)

Geométricamente, son tres planos que se cortan en el punto (1, 1, 0).

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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b) | 2x+y =3
x—-y+z=1
3x  +tz=4

Observamos que la 3.* ecuacion es la suma de la 1.* y la 2.%: podemos prescin-
dir de ella.

2x +y =3| 2x=3-y
_)
x-y+z=1] x+z=1+y

==Y
R 2
3—-y 1 3y
=l+y—x=1+yp—— < =_— +2
o yo-x Y 2 2 2
s

Hacemos A = 5

1
Solucion: x=%—k, y =2, Z=_?+37\,

Geométricamente, se trata de tres planos que se cortan en una recta que pasa por

(27 07

1
> -5 con direccion (-1, 2, 3).

Resuelve e interpreta geométricamente estos sistemas:

x+y—z=5 2x+y—z=1

a)y x—y+z=3 b){2x+y—-=z=3

2x =0 y—z=0
A x+ty-z=5 y—-z=5
X—-)y+z=3; > -y+z=3
2x =0 X =0

La 2.2 ecuacién contradice la opuesta de la 1.2. No tiene solucion.
Geométricamente, se trata de tres planos que se cortan dos a dos.

b)|2x+y-z=1
2x+y—z=3
y—z=0

La 1.2y la 2.* ecuacion son contradictorias. No tiene solucion.

Geométricamente, se trata de dos planos paralelos que son cortados por un ter-
cero.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Razona si estos sistemas tienen solucion e interprétalos geométricamente:

x+2y- z=3 ) —x+3y+6z=3
2x +4y—-2z=1 Q2/3)x—2y—4z=2

A x+2p— z=3 o ) By
Si dividimos la 2.2 ecuacion entre 2, obtenemos:
2x+4y—2z=1

x+2y—z= %, que contradice la 1.2,

El sistema es incompatible. Son dos planos paralelos.

b))  —x+3y+6z=3 2 )
Si multiplicamos por — = la 1.* ecuacion, obtenemos:
(2/3)x -2y —4z=2 3

Ex — 2y — 4z = -2, que contradice la 2.* ecuacion.

3

El sistema es incompatible. Son dos planos paralelos.

Sistemas escalonados

Resuelve los siguientes sistemas reconociendo previamente que son escalo-
nados:

-y+ z=1
) 2x— y= 7 b 9z =2
a =
23y =—69
| 3x—y+ z=3
—2x =0 [2x—3y+2=0
) x+ty—z=9 D 3x— y =
x —-z=2 | 2y =
A2x- y= 7]|ry=-3
23_]/:—69 x=7+y=2
Solucion: (2, -3)
b —y+ z=1
_ 2 —7 3+y—z _ 2
2 =2 = —z-1=_L =27)7= o 2
? =79 Yoz 9 o 3 3
3x-y+ z=3
Solucion: (E, i, E)
3°9°9
) —2x =0
X+y—z=9¢r x=0 z=x—-2=-2 y=9+z-x=7
X —z=2

Solucion: (0, 7, —2)

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



d2x-3y+2=0

1 Yy 1 7
_ =0 =4 =2 =2 = _ =L
3x— y V=5 X=3 =% z=-2x+3y ¢
2y =1
Solucion: (%, %, %)
7 |Resuelve los siguientes sistemas:
xX—y+z=2 2x+ty+z=4
a){ y b){ y
y =5 y+z=2
xX+y—z+ t=4 x+y—t =2
o) y+tz— t=3 d y +z=4
z+2t=1 y+it—-z=1

A x-—y+z=2| y=5
y =5| x=2-z+y=7-%2

Soluciones: (7 —\, 5, L)
y+tz=2

y=2-z| x

_4d-z-y 4d-z-2+z _

b)2x+y+z=4} 2x+y=4—z} y=2-z
2 2
Soluciones: (1,2 =\, L)

Ox+y—z+ t=4| x+y—-z=4— 1t
y+z— t=3 y+z=3+ 1
z+2t=1 z=1-21

z=1-2t yp=3+t-2z=2+3t x=4-1+z—-y=3-061
Soluciones: (3 — 6\, 2 + 3\, 1 — 2\, A)

dDx+y-t =2 y=4-z
Yy tz=4, t=1l-y+z=1-A-2)+2=-3+22

Soluciones: (=5 + 3\, 4—A, A, =3 + 2L)

8 | Transforma en escalonados y resuelve los sistemas siguientes:

3x-2y=5 x+2y=1
a)y x+ y=0 b))y x+ y=0
x— y=2 2x+ y=3

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss

y+ril—z=1] x=2-y+t=2-(4—-2)-3+2z=-5+3z

_

UNIDAD F
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A 3x-2y=5| (3 2 |5 2 1 110
x+ =0 1 1 0] - a» 3 25| >
x— y=2| |1 -1 ]2 35 1 -1 2
s 1 110 s 1 10
- @H-3-09 0 5|5 > @:5 0 -1| 1| -
3.9 -0.9 0 -2 2 3.H:2 0 -1 1
D) 1 10 x+y=0
- @9 0O -1 1) - B }y=—1 x=-y=1
3GH -2 0 010 =1
Solucion: (1, -1)
by x+2y=11 /1 2 |1 @s 1 21
x+ y=0 1 1 O » @v-a» 0 -1 1|-1
2x+ p=3| \2 113 GH=-2-1.9 0 3|1

La 2.2y 3.2 filas son contradictorias. No tiene solucion.

Transforma en escalonados y resuelve los siguientes sistemas:

—_ y+z=1
2x— y= 7
b))y x—2y—=z=2
5x + 3y =-10
3x— y+z=3
) 2x- y= 7 (2 -1‘ 7 as (z -1‘ 7)
- -
Sx+3y=-10|\5 3 1-10 @y+3-an  \11 0 | 11
=7 AN -1 =2-7=-5
e =11 Y7 Yol

Solucion: (1, -5)

b) —)/ +z=1 0O -1 1 1 2.9 1 2 -1 2
x—-2y—z=2 1 =2 1| 2| - a» 0 -1 1 1] -
3x— y+z=3 3 -1 1 3 39 3 -1 1 3
1. 1 -2 1] 2 (1.9 1 -2 -1 |2
- @9 0 -1 1 1]1—= @ 0o -1 1 11—
GBH-3-0Y 0 5 4 | -3 (BH+5-@2 0 0 9 |2
xX—-2y—z=2
2 -7 2
- -y +z= z== =z-1=— XxX=2+2p+z= =
Y 9 Y 9 Y 3
9z =2

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Método de Gauss
s10 |Resuelve aplicando el método de Gauss:
—x+_y =1 [ x+ y+ z=0

a) y+z=-2 b))y x+3y+2z=0
| x +z=3 |2x+4y+32=0

x+ y—z=1 [(3x+4y— z= 3

O 3x+ 2y+ z=1 d) § 6x—06y +2z=-16
[ 5x+3y+3z=1 | x— y+2z=-6

Dx+y =111 1 01 @s 1 1 01

y+z=-2 0 1 1 |=2|-> @ 0 1 1 |=2|->
X +z= 3 1 0 13 G = () 0 -1 11| 2
s 1 1 01 x+y = 1
- @9 0O 1 1|=2] - y+ z=-2
B+ @29 0 0 210 2= 0
z=0 y=-2-z=-2 x=1-yp=3
Solucion: (3, -2, 0)

by x+ y+ z=0] /1 1 1]0 as 1 1 10
x+3y+2z=0 1 3 2|0 » @ev-a» 0O 2 1|0 —
2x+4y+3z=0] \2 4 310 ERS S 0 2 1710

0 111]0 X+ y+z=0 . .
- QY 0 2 1 0 — o y=_— _x:_y_Zz__
3G - @ 00 0/0 y+z=0 2 2
A A
Soluciones: |——, ——, A
oluciones > )

QO x+ y—z=1| 11 1 11 s 11 -1 1
3x+ 2+ z=1 3 2 1 1| - ev-3-a» 0 -1 4 | 2] —
Sx+3p+3z=1) (5 3 3 11 easan o 2 8| -4

s 11 -1 1 ety a= ]
- @9 0 -1 4 | 2| = Y B }
3GH-2-29Y 00 010 4z =2
y=4dz+2
x=1-y+z=1-Uz+2)+z=-1-32
z=A
Soluciones: (=1 — 3\, 2 + 4\, A)

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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6x—06y+2z=-16; (6 -6 2

d3x+4y- z= 3 (3 4 -1
x— y+2z=-6| \1 -1 2

1.9 -1 2

- @9H-3-09 0 0 -5

(BH-3-0 0 7 -7
X—y+2z=—
- z=-
y— z= 3

Solucion: (-1, 1, =2)

2z=1

Solucion: (%, -2, l)

3 (3.2 1 -1 2 -6
16| - @9:2 3 -3 1 -8 =

_6 1.

-6 ) 1 -1 2 -6
10 - @9: 0o 0 1 2] =

21 B 7

y=3+z=3-2=1
Xx=-6+y-2z=-06+1+4=-1

Resuelve aplicando el método de Gauss:

2x + 5y =16 3x+2y+ z=1
a)y x+3y—2z=-2 b) {5x+3y+3z=3
x + z= 4 x+ p+ z=0
A2x+5y  =16| 5 5 o |16 o) 25 016
X+3y—2z=-2 1 3 22|22 5 @9+2-GH 33006 —
¥ o+ 2= 4| \1 0 114 3 101/ 4
s 250 |16 a9-5- @23 30 06
- @29:3 1 1 0 21 = @ 11 0| 2| —>
3.9 1 0 1 4 3.9 1 0 1 4
—3x = =-2
- Xty = y=2-x=4
x +z=4| z=4-x=6
Solucion: (=2, 4, 6)
b)3x+2y+ z=1 32 111 ) 11 110
Sx+3y+3z=3 53 33> @9 53 3|3 >
x+ pt+ oz=0| \1 1 10 a 3211
) 1 1 1 0 1 1 1 1 0
— @H-5-03 0 -2 =2 3] > @ 0o -2 2 3 =
3H-3-0Y 0 -1 =2 1 -2-39H+2» 0 0 2 1
x+y+ z=0
1 3+ 2z 3
2y — 2> = = L - - _ = p_z=2
- y—2z=13 z > v > 2 X=—y-z >

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



UNIDAD | 1
s12 |Resuelve, si es posible, los siguientes sistemas:
x+2y+z=
Y ? x+2y+z= 3
ay x— y—z=-10 b)
2x— y+z=-1
| 2x— y+z= 5
>—x+2y— z=1 2x-3y+z=0
)2x—4y+2z=3 d){3x— y =0
| x+ y+ z=2 4x+ y—z=0
) x+2p+z= 911 2 1|9 ) 1 2 119
x— y—z=-10¢|1 -1 -1 | -10|—> -@H+a» 0 3 2|19 |—>
2x — y + z = 5 2 -1 1 5 BH-2-09 0 -5 —-1|-13
a 12 119 A D 4
- @ 0 3 2 19 —» 3y +2z=19
@9+2- 3 0 -7 0 | -7 7y -7
y=1 z=19;3y=8 x=9-2y—z=-1
Solucion: (-1, 1, 8)
b)) x+2y+z= 3 (1 2 1 3) .9 (1 2 1‘3)
- -
2x— y+z=-1 2 -1 1 |- =27 % 2= @A) 05 117
_I1_Z
_, X+2y=3-2z V=575
Sy=7-z 14 2z 1 3z
= — — 2y = — —— e = =
X=3-z-ly=3-z-g o T
Si hacemos z = 5\, las soluciones son: (— 3\, % A, 57»)
O—x+2y- z=1 -1 2 -1 ] 1 (3.9 11 1 |2
2x —4y + 2z =3 2 -4 2 3] = @y 2 -4 2 31 =
x+ y+ z=2 11 1|2 s -1 2 -1 |1
1. 1 1 1 2 1. 1 1 112
- @9-2-09 0 -6 0 |-1] - @v+2-69 00 0|5
B.H+ A 0 3 0 3 3.5 03 013
La segunda ecuacion es imposible: Ox + 0y + 0z =5
El sistema es incompatible.
Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss 21




d) Zx - 3y +z= O 2 _3 1 O (1.%) 2 —3 1 0
3x— y =0 3 -1 0|0 —»> @ 3 -1 0|0 -
4 + y—z= 0 4 1 -1 0 3.9+ 6 -2 0 0

a 23110 2x =3y +z2=0
- @9 3 -1 00| — B
GH-2-@2Y 0 0 010 -y =0
y=3x
Z=-2x+3y=-2x+9x="7x
x=»A
Soluciones: (A, 3\, 7N)
Pagina 43
s13 |Estudia y resuelve por el método de Gauss:
[—x + y+3z=-2 [ y+ z=-1

a)y4x+2y— z= 5 b)ix— y =1
[2x+4y—Tz= 1 | x+2y+3z=-2
[5x+2y+32= 4 [ x— y+3z—14t=0

c)2x+2y+ z= 3 d) {2x—-2y+3z+ t=0
| x-2y+2z=-3 [3x—3y+5z+ 6t=0

a)-x+ y+3z=-2 11 3 | = a9 -11 3| =2
4x+2y— z= 5 4 2 -1 5| -> @u+i-ad 0 6 11| 3| -
2x+4y—-7z= 1 2 4711 GH+2-A9 0 6 -1|-3

a.s -11 3 | -2
- @9 0 6 11 | =3 | — Sistema compatible determinado.
3H-a"H 0 0-12| O
Lo resolvemos:
X +y+ 3z=-2
6y + 11z =-3 y=—% x=y+52+2=%
z= 0
Solucion: (é, —l, O)
2 2

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



b) Y+ z=-1 0 1 1
x— )y =1 (

-1 @
1 — Ay

) 3.9

X+ 2y+3z=-2 r 2 3

x=1+y
X =y =1
t =] z=~-1-y

Soluciones: (1 + A, A, -1 -NL)

Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

t=0

X—y+3z—14t=0
z=0

-3z +29t=0
28r=0] ¥ 77
y=>

Soluciones: (A, A, 0, 0)

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss

. 1 -1 01 .
- 2 0 1 1 -1 = @»
B9 -1 0 3 3| -3 BH-3- 29

Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

UNIDAD | 1

OS5x+2y+3z= 4 5 2 3| 4 G5 -2 21| 3
2x+ 2+ z= 3 2 2 1 31 = @9 2 1 31 =
X—2p+2z=-3 1 -2 213 i 2 3] 4
. 1 -2 2|3 (1.9 1 -2 2|3
- @2H-2-09 0 6 3| 9] = @9:3 0 2 -1| 3
3G5-5-18 0 12 7|19 35-2-@9 0 0171
Sistema compatible determinado. Lo resolvemos:
xX—2y+2z=-3| z=-1
2y— z= 3, py=1
—=z= 1] x=-3+2y-2z=1
Solucion: (1,1, -1)
d x—- py+3z2-14t=0 1 -1 3 -14]0
2x—-2y+3z+ =0 (2 -2 3 1 O)%
3x—3y+5z+ 6t=0|\3 35 60
) 1 -13 -14|0 . 1 -13-14]0
- 2H-2-09 0 0-32 |0]> @» 0 0-32 |0
3H-3-0YH 0 0 -4 48 |0 -4-2H+3-GYH 0O 0 0 2810

23
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24

Clasifica los siguientes sistemas en compatibles o incompatibles:

x+y+z=3 x+y+z=3

aAyx+y—=z=3 b){2x—-y+z=2
z=0 x—y+z=1
ADx+y+z=3| x+y =3
x+y—z=3p x+y =3¢ Compatible indeterminado.
z=0 z=0
by x+y+z=3 111 1 13 a 11 1
2x—y+z=2 2 -1 1|2 > @9-2-a9 0 -3 -1
x—y+z=1 1 -1 111 3H-0a9 07=21,.0

— Compatible determinado.

Estudia y resuelve por el método de Gauss:

x+ y+ z= 2 2x-3y+z=0
a){2x+3y+5z=11 b){ x+2y—-z=0
x—5y+6z=29 4x+ y—z=0
a) x+ y+ z= 2 1 1 1 2
2x + 3y +5z=11 (2 3 5 11) —
X -5y +6z=29 1 -5 6129
as 11 12 as 111
- 2H-2-1» O 1 3|7 —= @ 01 3
3BH-0 0 -6 5|27 BH+6- 25 0 0 23
x+y+ z= 2| z=3
- Y+ 3z= 7 ¢ y=7-3z=-2

222=09 | x=2-y-z=1

El sistema es compatible determinado, con solucion (1, -2, 3).

b) 2x — 3_)/ +z=0 2 3 1 0 1.9 2 -3 1
X+2y—-2z=0 1 2 -1]0| » @v+ad 3 -1 0 -
4dx+ y—2z=0 4 1 -110 BH+aH 6 =2 0
a. 2 =3 1/]0
- @9 3 -1 0 | 0| — Sistema compatible indeterminado.
GBH-2-@2H 00 010
= Sx
2x=3y+z=0 Y
Lo resolvemos: Zz==2x+3y=-2x+9%="Tx
X — ) =0 A
x =

Soluciones: (A, 3\, 7\)

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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UNIDAD | 1
Discusion de sistemas de ecuaciones
Discute los siguientes sistemas seguin los valores del parametro m:
>x+2y=3 [ x—-2y+ z=3
a) y=1 b) y+22=0
2y=m-2 | 3y+7z=m
[+ y— z=1 [ x—=y =0
©) —2y+8z=3 d) 4 3x +z=0
mz =1 | (m—-5)z=0
aAx+2y=3 1 2 3 (1.9 145 3
y=1 0 1 1 - @3 0 1 1
2p=m -2 0 2 Im=-2 GBGH-2-2%H 0 0l m-4
e Si m =4 — Sistema compatible determinado.
e Si m#4 — Sistema incompatible.
b) x-2y+ z=3 1 =2 1 3 1.9 1 -2 1 3
y+2z=0 0 1 2 o] » @» 0 1 0
3p+7z=m | \0 3 7 I m 3H-3-1Y 00 11lm

Sistema compatible determinado para todo m.

D+ y—z=11 (1 1 1|1
2y+82=3: |0 -2 8 |3
mz=1| \0 0 m |1

eSi m=0 — Sistema incompatible.

eSi m#0 — Sistema compatible determinado.

D x-y =0 (1 1 0
Jx +z2=0 3 0 1

0
0
m-35z=0] \0 0 m=510

eSi m=5 — Sistema compatible indeterminado.

eSi m#5 — Sistema compatible determinado con solucion (0, 0, 0).

Discute los siguientes sistemas y resuélvelos cuando sea posible:

2x—y = 4 2x+ y— z=1
a)y—x+y/2=-2 b))y x-2y+ z=3
x+RkRy = 2 5x-5y+2z=m

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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A2x-y = 4 2 -1 | 4 as 2 -1 | 4
X+ y/2==2 -1 1/2 | 22| - 2-@»+ad 0 0 0
xthky = 2 1 k|2 2-3H-1 02k+1] 0
°Si k=- % —  Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:
y=2x-4

2x—y=4 — { N
x:

Soluciones: (A, 2\ — 4)

o Si k#-— > —  Sistema compatible determinado.

2x— y=4| y=0
x =2

Qk+1Dy=0

Solucion: (2, 0)

b)2x+ y- z=1 2 1 -1 1 @ 12 113
x-2y+ z=3 ¢ |1 2 1|3 |- a» 21 11—
Sx—5Sy+2z=m | \5 5 2 | m ot 5 5 2 0m

a 1 -2 1 3
- @29-2-09 0 5 3 -5 —

BH-5-01 0 5 -3 | m-15
a.s 1 -2 1 3

- 29 0o 5 3 -5
3.9 - 2% 0O 0 0 m — 10

eSi m=10 — Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

-5+ 3z 3z
x=2y+ z= 3V~ 5 __1+?
y—32=-5 x=3+2y—z=3—2+@—2'=1+E

5 5
Hacemos z = SA.
Soluciones: (1 + A, =1 + 3\, SL)

eSi m#10 — Incompatible.

Resuelve cada uno de los siguientes sistemas para los valores de m que lo
hacen compatible:

x— y—2z=2

x+2y=3
Yy 2x+ y+3z=1
a){2x— y=1 b)
3x + z=3
4x+3y=m

x+2y+5z=m

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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eSi m=-1 — Sistema compatible indeterminado.

X— y—2z= 2 3 = 3

3y+7z=-3 x=z+y+zz=2—1_%z+2z=1—%

Haciendo z = 3A:

Soluciones: (1 — Ak, =1 — 7k, 30)

eSi m#-1 — Sistema incompatible.

PARA RESOLVER

Discute estos sistemas y resuélvelos cuando sea posible:

2x-3y+ z=0 3x+2y— z=1
a)y x—ky—-3z=0 b) x - z=1
56x+2y— z=0 2x+2y+kz=0

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss

UNIDAD
a) ,X‘+2_)/=3 1 2 3 (1.9 1 2 3
20— y=1 2-1 1] > @v-2-0» 0 -5 -5 -
4+ 3y =m 4 3 |'m BGH-4-09 0 -5 | m-12
.9 T2 3
- 29H:3 0 1 1
3GH-29 00 |m-7
eSi m=7 — Sistema compatible determinacdo.
x+2y=3
Y } x=3-2y=1
y=1
Solucion: (1, 1)
eSi m#7 — Sistema incompatible.
b) x— y-2z=2 1 21 212
2x+ py+3z=1 2 1 3 1
%
3x + z=3 3 0 1 3
X+2y+5z=m 12 5 1m
o) 1 -1 -2 2 s 1 -1 =2 2
@H-2-09 0 3 7 -3 2.9 0o 3 7 -3
~ 3H-3-an 03 7| =3 |7 6n-e 0 0 0 0
@5 -5 03 7 |m-2 @9 -9 0 0 0 |m+1

27
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A)2x-3y+ z=0 12 3 1 | 0
x—ky-3z=0; (1 -k =3 | 0| —

sx+2y— z=0] \5 2 -1 10
a» 2 3 1 0

— 2-Q2H-01.9 0 2k+3 -7 0] —
2-39H-5-09 0 19 —7 0
a.m 2 -3 1 0

- 2H-3YH 0 —2k-16 0 0| - 2k-16=0 = k=-8
3.9 0 19 -7 0

e Si k#-8: el sistema es compatible determinado; como es un sistema ho-
mogéneo, solo tiene la solucion trivial: x=0, y=0, z=0.

e Si k=-8: el sistema es compatible indeterminado. Eliminamos la 2.* ecua-
cion y lo resolvemos en funcion de z = A:

2x— 3y =-z 1
4 — Solucion: x=—»\, y= l?&, z=A
19y =7z 19 19

b) 3x+2y— z=1
X — z=1p — Cambiamos el orden de las dos primeras ecuaciones:
2x+ 2y +hkz=0

1 0 -1 |1 1% 1 0 -1 1
3 2 -1 1] - e»-3-a» 0 2 2 2| -
2 2k 0 BH-2-00H 0 2 k+2 -2
1.9 1 0 -1 1
) 0o 2 2 2| > k=0
B.H - @Y 0O 0 &k 0

e Si k#0: el sistema es compatible determinado. Lo resolvemos:
X — z= 1| z=0

20+2z=-2¢p y=-1
kz= 0| x=1

e Si k=0: el sistema es compatible indeterminado. Eliminamos la 3.2 ecua-
cion para resolverlo:

X — z= 1} x=1+z2

29+ 2z = -2 =-1-z

Solucion: (1 +A, =1 —A, A)

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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UNIDAD | 1

Discute los siguientes sistemas de ecuaciones:

[ x-y- z=k [ x+ y- z=0
a)y x—y+2z=1 b) x+3y+ z=0
[2x+y+kz=0 |3x+ay+4z=0

x-2y+ z=1 '3x+2y+az=1
coymx+ y— z=1 d){5x+3y+3z=2
| 3x+4y—-2z=-3 | x+ y— z=1

A x-y— z=~k

—

-1 -1
-1 2
k

ke s 1
1| - en-a» 0
0 GH-2-019 0

—

xX—y+2z=1

N}
—_

2x+y+hkz=0
Sistema compatible determinado para todo k.

b x+ y—- z=0| |1 1
x+3y+ z=0 1 3
3x+ay+4z=0| \3 4

0 » e»v-as 0o 2
0

0 B3H-3-1

1
4
-1 0 a.m 1
0] - @ 0
0 BH-7-@2H 0

. 1
- @2YH:2 0
3.9 0

1
a—-3 7

e Si a=10 — Sistema compatible indeterminado.

e Si a#10 — Sistema compatible determinado.
1 . 1 -2 1
11 - 69 3 4 -2
-3 @9 m 1 -1
1
-1
2

Compatible determinado para todo m.

mx+ y— z= 1 m 1 -1

C) x—2y+ z= 1 1 =2 1
(3 4 =2

3x + 4y —2z=-3

- @9H+2-05H 5 0 0

a 1 -2 1
(G5 + (1Y m+1 -1 0

D3x+2y+az=1{ (3 2 4
Sx+3y+3z=2: 1|5 3 3
x+ y—- z=1 11

1 3.9
21 - @»
1 .

W N =
[SSRRONI
Q W

a.® 1 1 -1 1 (.2 1 1 -1
- @2H5-5-05 0 =2 8 3= @ 0 -2 8
BGH-3-01» 0 -1 a+3| =2 239+ @2 0 0 2-2a

1
=3
1

2-2a=0 — a=1

e Si a=1 — Sistema incompatible.

e Si a#1 — Sistema compatible determinado.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Discute y resuelve en funcion del parametro:

—Xx+my+ z= 2 x+ y+ z=0
a)y 2x— y+2z= 0 b) {3x+2y+az=5
—x —3z=-2 2x+ y+ z=3
A =xtmy+ 2= 20 1 gy 1 | 2 60 1 0 3 2
2x— y+2z= 0 2 -1 2 0] - @» 2 -1 2 0] —»
—x —3z=-2 -1 0 3| =2 as -1 m 1 2
a.m 1 0 3 2 (1.2 1 0 3 2
- @H-2-09H 0 -1 4| 4] » -@» 0 1 41| 4
3.9+ @Y 0 m 4 4 G35 +2H 0 m—1 0 0
eSi m=1 — Sistema compatible indeterminado.
x=2-3z
X +3z=2
y=4-4z
y+idz=4
z=A
Soluciones: (2 — 3\, 4 — 4\, )
eSi m#1 — Sistema compatible determinado.
X +3z=21y=0
ytiz=4;z=1
(m -1y =0 x=2-3z=-1
Solucion: (-1, 0, 1)
by x+ y+ z=01 11 1 10 s 11 1]0
3x +2y+az=5 3 2 a |5 > G 2 1 1 3| -
2x+ y+ z=3] \2 1 113 @9 52 als
) 1 1 1 0 (1.2 1 1 1 0
- @v-2-a3 0 -1 -1 3] = -@o 0 1 1 -3
BH-3-0.Y 0 -1 a-3 5 (CHEICD) 0 0 a-2 2
eSi a=2 — Sistema incompatible.
eSi a#2 — Sistema compatible determinado. Lo resolvemos:
xX+y+ z= 0
2 2 4-3a
+ - _ - Cy=_3_>=_3_ =
Y Sl a-2" S a-2 a-2
(a-—2z= 2

_ —4+3a 2 3a-6

a—2 a—2 a—2

X=-y—z

3a -6 4-3a 2
a-2"a-2"a-2

Solucion:

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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UNIDAD F

s22 | Discute los siguientes sistemas segun los valores de o e interprétalos geo-

métricamente:
x—y = 1
ax— y= 1
a){ b) § 2x +3y—5z=-16
x—oy=20-1

x+toy— z= 0

ADox— y= 1}(& =

1 ) as ((x -1
x—oay=20-1|'1 -a

at1)
200-1 @Y-a-a9 \0 1-0?|20%-a-1

a#0
eSi au# 1, queda:

(1 -1

1 . . . . L
0 0 O) Sistema compatible indeterminado. Son dos rectas coincidentes.

eSi a=-1, queda:

(—1 -1

1
0 0 2) Sistema incompatible. Son dos rectas paralelas.

oSi a#1 y a#-1 — Sistema compatible determinado. Son dos rectas se-

cantes.
by x—y = 1|11 0 |1 a5 1 1 ol 1
2x + 3y —5z=-16 (2 3 =5 —16) - @2H-2-09 (O 5 -5 —18) -
x+oy— z= 0 1 o -1 |0 GH -1y Oo+1 -1/ -1
as 1-1 0 | 1
- @9 0 5 -5 | -18
5-3H-23 0 s 0 13

e Si o0 — Sistema compatible determinado. Son tres planos que se cortan
en un punto.

e Si =0 — Sistema incompatible. Los planos se cortan dos a dos, pero no
hay ningin punto comun a los tres.

23 |A, By C son tres amigos. A le dice a B: si te doy la tercera parte de mi dine-
ro, los tres tendremos la misma cantidad.

Calcula lo que tiene cada uno si entre los tres tienen 60 €.

Llamamos: x — dinero que tiene A

y — dinero que tiene B

z — dinero que tiene C

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss 31
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Con los datos planteamos el siguiente sistema:

2x X

s X2 -—=0
VT3 T3 Y73 —x+3y =0
2x 2 2x -3z= 0
—=z —x—-z2=0

3 3 X+ y+ z=060

xX+y+z=060 | x+y+z=060

Solucion: x =30, y=10, z= 20
Atiene 30 €; B, 10 €,y C, 20 €.
Un almacenista dispone de tres tipos de café: el A, de 9,80 €/kg; el B, de

8,75 €/kg, y el C, de 9,50 €/kg. Desea hacer una mezcla con los tres tipos de
10,5 kg a 9,40 €/kg.

¢Cuantos kilos de cada tipo debe mezclar si tiene que poner del tipo C el do-
ble de lo que ponga del A y del B?
Llamamos: x — cantidad de A
y — ladeB
z — ladeC
Planteamos el sistema:
x+y+z=10,5
z=2x+y)
9,8x + 8,75y + 9,52 = 10,5 - 9,4 = 98,7
Solucion: x=15, y=2; z=7

Debe mezclar 1,5 kg de A, 2 kg de By 7 kg de C.

Halla un nimero de tres cifras sabiendo que estas suman 9; que si al niimero
dado se le resta el que resulta de invertir el orden de sus cifras, la diferencia
es 198, y que la cifra de las decenas es media aritmética de las otras dos.

@ Si x es lacifrade las unidades; y, la de las decenas, y z, la de las centenas, el nii-
mero serd x + 10y + 100z.

Llamamos: x — cifra de las unidades
y — la de las decenas
z — lade las centenas
zyx — n°=x+10y+ 100z
Tenemos que:
xX+p+z=9
x + 10y + 100z — (z + 10y + 100x) = 198

Xtz
2

X+y+z=9
—99x + 99z = 198
y=x+z

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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X+ y+rz=91 111 1] 9 o) -10 1| 2 "

—-X +z=2 (—1 0 1 2) - ay (1 11 9) - @H+0ay
x—2y+z=0 1 21 0 3.9 1 -2 1 0 BH+as
-1 0 1| 2 1. 10 1| 2 as 10 1| 2
(01 211)%(2.3) (012 11)—)(2.3) (012 11)
0 -2 2| 2 B2 0-11]|1 GH+2H 0 0 3|12

-x + z= 2| z=4
y+2z=11; y=11-22=11-8=3
3z=12| x=2z-2=2

Solucion: El namero es el 432.

Pagina 44

526 | Dos amigos invierten 20 000 € cada uno. El primero coloca una cantidad A al
4% de interés; una cantidad B, al 5%, y el resto, al 6%, ganando 1050 € de in-
tereses. El otro invierte la misma cantidad A al 5%; la B, al 6%, y el resto, al 4%,
ganando 950 €.

Determina las cantidades A, By C.
A+ B+ C =20000 A+ B+ C= 20000

0,044 + 0,058 + 0,06C = 1050 ¢ 44 + 5B + 6C = 105000
0,054 + 0,068 + 0,04C = 950 | 54+ 6B+ 4C= 95000

1 11 20000 (1.2 1 11 20000 )
(4 56 105000) > @H-4-a9 (o 1 2 zsooo) > @y
5 6 4 | 95000 GBH-5-19 0 1 -1 -5000 -3+ @Y
11 11 20000 A+ B+ C=20000] C=10000
(o 1 2 | 25000| - B+2C=25000¢ B= 5000
0 3 1 30000 3C=30000| A= 5000

Solucion: A =5000€; B=5000€; C=10000 €

527 |Una tienda ha vendido 600 ejemplares de un videojuego por un total de
6384 €. El precio original era de 12 €, pero también ha vendido copias de-
fectuosas con descuentos del 30% y del 40%.

Sabiendo que el nimero de copias defectuosas vendidas fue la mitad que el
de copias en buen estado, ¢a cuiantas copias se les aplicé el 30% de des-
cuento?

Llamamos x al n.° de copias vendidas al precio original, 12 €; y al n.° de copias
vendidas con un 30% de descuento, 0,7 - 12 =84 €;y z al n.° de copias vendi-
das con un 40% de descuento, 0,6 - 12 =72 €.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Asi:

X +y+z=0600 Xty z =600

120+ 84y + 7,22 = 6384 | 154 g4+ 722 = 6384

y+z=% x—-2y—-2z2=0
1 1 1 600 D) 1 1 1 | 600 )
128472 6384 | > —@v+12-09 03648816 » @
1 -2 =2 0 3.5+ 1.9 0 3 3 | 600 (BY:3
11 1 600 as 1 1 1 (600
03648 816 | —» G 0 1 1 |200
0 1 1 200 BH-36- (3B 0 0 12196

x+y+ z=0600| z= 80
y+ z=200, y=120
12z= 96 | x=400

Solucion: El 30% de descuento se le aplico a 120 copias.

Para fabricar collares con 50, 75 y 85 perlas, se utilizan en total 17500
perlas y 240 cierres.

a) ¢Cuantos collares de cada tamano se han de fabricar si se desean tantos

collares de tamafio mediano como la media aritmética del namero de
collares grandes y pequefios?

b) Sin la condicion anterior, ¢es posible fabricar el mismo nimero de colla-
res de cada tamafio?

a) Sean: x — numero de collares de 50 perlas
7y — numero de collares de 75 perlas
z — numero de collares de 85 perlas

50x + 75y + 852 = 17500 — 10x + 15y + 17z = 3500
x+y+z=240
X+z

2

y= - x-2+z2=0

Colocamos las ecuaciones y resolvemos por el método de Gauss:

x+ y+ z= 240 1 1 1

240
x— 2y+ =z= 0 1 -2 1 0 -
10x + 15y + 17z = 3500] |10 15 17 1 3500
as 11 1 | 240
- 2H-a9 0 -3 0 —240
3H-10- 1Y 0o 5 7 1100

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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UNIDAD | 1

-3y = 240 — y=280
S5p+7z=1100 — 400 +7z=1100 — =z =100
x+ y+ z= 240 — x+80+ 100 =240 — x=060

Se fabricardn 60 collares pequenos, 80 medianos y 100 grandes.

- 250
b) 10x + 15y + 172 = 3500 | 10x + 15x + 17x=3500 — 42x=3500 — X=T
x+y+z=240 3x =240 — x=80
X=y=z

2
Como = # 80, no es posible fabricar el mismo nimero de collares de cada

tamano.

Nos cobran 200 € por dos chaquetas y una blusa. Si compramos una chaque-
ta y un pantalén y devolvemos la blusa, nos cobran 100 €. ;Cuanto nos co-
braran por cinco chaquetas, un pantalén y una blusa?

@ Expresa el precio de los pantalones y las blusas en funcion del de las chaquetas.
Llamamos:

x — precio de una chaqueta

y — precio de una blusa

z — precio de un pantalén

2x + y = 200 }y=200—2x €))

X+z—y=100 | z=100-x+y (2

Sustituyendo (1) en (2), z =100 —x + 200 — 2x — 2z =300 — 3x
En la tercera visita a la tienda nos cobrarian:

S5x +z + ) =5x+ 300 - 3x + 200 — 2x = 500 euros

Se utilizan tres ingredientes, A, B y C, en la elaboracion de tres tipos de
pizzas, P, P, yP..La P, se elabora con 1 unidad de A,2de By 2deC;laP,
se elabora con 2 unidades de A, 1 de B y 1 de C; y la P; se
elabora con 2 unidades de A, 1 de By 2 de C. El precio de venta es de 4,80 €
por la P, 4,10 € por la P, y 4,90 € por la P. Si el beneficio es de 1,60 € en
cada una, ¢cuanto cuesta cada unidad de A, By C?

Construimos una tabla en la que agrupamos los datos:

A [ B || C [] precio b venta [| eeNericio [| cosTE = PRECIO DE VENTA — BENEFICIO

P 1 2 2 4,80 1,60 32
P 2 1 1 4,10 1,60 2,5
Pl 2 1 2 4,90 1,60 33

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Llamamos:
x — coste de una unidad de A4
y — coste de una unidad de B
z — coste de una unidad de C
X+ 2)+2z=32
26+ y+ z=125
2x+ y+2z=33

Resolvemos por el método de Gauss:

12 2132} am 1 2 2 132) ay

2 1 1 (25| @v-2-09 0 -3 -3 (-39 -1/3-2»
2 1 2 i33] GH-2-09 0 -3 -2 {-3,1] 69

1 2 2132\ ao 1 2 2 132

0 1 1 13| @ 0 1 1 {13

0 -3 =2 {-31] G9+3-@H 0 0 1 (08

Asi:

z=08%€

y+z=13 - y+08=13 - yp=05€
X+2p+2z=32 -5 x+1+1,6=32 - x=006€
La unidad de A cuesta 0,6 €; la unidad de B, 0,5 €, y la unidad de C, 0,8 €.

Una persona ha obtenido 6 000 € de beneficio por invertir un total de 60 000 €
en tres empresas: A, B y C. La suma del dinero invertido en A y B fue m
veces el invertido en C, y los beneficios fueron el 5% en A, el 10% en B y el
20% en C.

a) Plantea un sistema de ecuaciones para averiguar la cantidad invertida en
cada empresa.

b) Prueba que si m > 0, el sistema es compatible determinado y resuélvelo
para m=>5.

a) Sean x, Y, z las cantidades invertidas en A, B y C, respectivamente. Plantea-
mos el sistema:

x+ y+ z=060000 x+ y+  z=060000
x+ =  mz x+ Y- mz= 0
0,05x + 0,1y + 0,2z = 6000| 0,05x + 0,1y + 0,2z = 6000

1 1 1 | 60000 e 111 60000
bl 1 1 -m 0 - @H-09 0 0 —-m-1 | —60000
0,05 0,1 0,2 6000 3.9 -0,05- (1.5 0 0,05 0,15 3000

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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UNIDAD | 1

e Si m = -1: El sistema es incompatible.
e Si m # —1: El sistema es compatible determinado.
Por tanto, si m > 0, el sistema es compatible determinado.

e Si m =5, solucion: x=20000<€, y=30000€, z=10000 €.

Las edades de un hijo, su padre y su abuelo cumplen las siguientes condi-
ciones: La suma de las edades del padre, del hijo y el doble de la del abuelo
es 182 afos.

El doble de la edad del hijo mas la del abuelo es 100 afios, y la del padre es
o veces la de su hijo.

a) Halla sus edades suponiendo que o = 2.
b) ¢Es posible que o = 3?

c¢)Si a=3 yen la primera condiciéon la suma es 200, ;qué ocurre con el pro-
blema?

Sean x, y, z las edades del hijo, del padre y del abuelo.
Planteamos el sistema:
xX+y+2z=182

2x + z=100
y = o

a) Si o= 2: solucion: x =18, y =30, y=064
El hijo tiene 18 anos; el padre, 36 anos, y el abuelo, 64 anos.

b)Si o = 3: el sistema es incompatible. Por tanto, no es posible que o = 3.

x+y+ 2z =200
) 2x + z=100; —

%+h=m%
y = 3x

2x + z =100

El sistema es compatible indeterminado, hay infinitas soluciones.

CUESTIONES TEORICAS

¢Es posible convertir este sistema en compatible indeterminado cambiando
un signo?

x+y+z=1

x—y+z=1

x+y—z=1

Si. Si cambiamos la 2.4 ecuacion por x + y + z =1, o bien, si cambiamos la 3.2
ecuacion por x + y + z =1, el sistema resultante serd compatible indeterminado

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Define cuando dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes. Justi-
fica si son equivalentes o no los siguientes sistemas:

x= 2
xX+y+z=2

y=1
x+y—z=4

z=-1

Dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes cuando todas las soluciones
del 1.°" sistema lo son también del 2.°, y al revés.

Los dos sistemas dados no son equivalentes, puesto que el 1.° es compatible indeter-
minado (tiene infinitas soluciones) y el 2.° es determinado (solo tiene una solucion).

Si tenemos un sistema compatible indeterminado de dos ecuaciones linea-
les con dos incégnitas, ;se puede conseguir un sistema incompatible afa-
diendo una tercera ecuacion?

Si. Por ejemplo:

xX+2y=3 } Compatible indeterminado
Incompatible | 2x + 4y =0

x+2=1

Si a un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas incompatible le agrega-
mos otra ecuacion, ;podriamos lograr que fuera compatible indeterminado?
¢Y determinado? Justifica las respuestas.

No. Si el sistema es incompatible, las dos ecuaciones iniciales son contradictorias.
Anadiendo otra ecuacién, no podemos cambiar este hecho; el sistema seguird
siendo incompatible.

Sean S y S’ dos sistemas equivalentes con solucion tinica que tienen igua-
les los términos independientes. ;Podemos asegurar que tienen iguales los
coeficientes de las incognitas?

No. Por ejemplo, los sistemas:

+9= 2x— =
S:{xyﬁ S’-{x y=3

x—y=1 l2x-3y=1

son equivalentes, con solucién unica (2, 1), tienen iguales los términos indepen-
dientes, pero no los coeficientes de las incognitas.

Encuentra razonadamente un valor de a para el cual el siguiente sistema
es incompatible:

x+y+ 2z=0

(a-Dx =1
X + 3z=2
(a-2)z=0

¢Puede ser compatible indeterminado para el valor a = 2?

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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x+y+ 2z=0
(a - Dx =1
X + 3z=2
(a-2)z=0

eSi a=1, la2®ecuacion es Ox = 1. El sistema es incompatible.

e Si a=2, la4.?ecuacion es trivial, el sistema es compatible determinado. Luego

no puede ser compatible indeterminado.

Pagina 45
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PARA PROFUNDIZAR

Discute los siguientes sistemas en funcion del parametro a vy resuélvelos
en el caso en que sean compatibles indeterminados:

x+ y+ z=a-1 ax+ y—z=0
a)y2x+ y+az= a b) | 2x+ay =2
x+tay+ z= 1 —x +z=1

a) x+ y+ z=a-1 1 1 1 a—1 1
2x+ y+taz=a 2 1 a a - 2H-2-0
x+ay+ z=1 1 a 1 1 BH-1
1 1 1 a-1
0O -1 a-2 —a+ 2
0 a-1 0 2—a
eSi a=1, queda:
1 1 1 0
0 -1 -1 1 —  Sistema incompatible.
0 0 O 1

eSi a=2 queda:

11 1)1 as 111
0-10| 0] » @v+G9 000
0100 39 010

— Sistema compatible indeterminado.

1
of —

0

Lo resolvemos en este caso:

x+y+z=1| x+ z=1 = x=1-=z
y =0 y =0
z=2A
Soluciones: (1 — A, 0, &)

eSi a1l y a#2 — Sistema compatible determinado.
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bax+ y-z=01 /14 1 170\ go  (-10 11\ a»
2x + ay =2 2 a 02> @ 2 a 0] 2= @
—x +>=1|\-1 0 1|1 a» a1 -1]0 (3.9 + 1Y
-1 0 1|1 ) -1 0 1 1
2 a 0] 2[— @9 2 a 0 2
a-11 0] 1 —a- (39 + @29 —a*+a+2 0 0| 2-a
a#0
-1+V1+8 -1%3 a=-1
2 - = -
—a‘+a+2=0 > a-= > - <a= 5
e Si a=-1, queda:
-1 0 1 1
2 -1 0 2 —  Sistema incompatible.
0 0 0 3
eSi a=2, queda:
= 1 +
-10 11 as -10 1|1\ . 4.1 X
22 0| 2] -5 @9:2 1 1 0|1 . _1 1-x
0000 39 0000 X"V = .y

Sistema compatible indeterminado.

Soluciones: (A, 1 —A, 1+ L)

eSi az-1y a#2 — Sistema compatible determinado.

Encuentra razonadamente dos valores del parametro a para los cuales el
siguiente sistema sea incompatible:

x+y+2z=0
ax+y+2z=1
x +3z=2

2x +az=3

xrywzEs0ln 20 as 1 1210
ax + y +2z=1 a 1 2 1 N 2.5 = (1.5 a-1 0 0 1 o
x  +3z=2( |1 03 2 G 1 0 3| 2
2x  +az=3| ‘2 0 al3 &) 2 0 al 3
s 1 1 2 0
g; ¢ I ! 8 g ; Si a=1 o a=0, elsistema es incom-
“H-2-GY 0 a6 -1 patible.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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41 |Resuelve el siguiente sistema:

x+ty+z+t =17
x+y+z +w=16
x+y tt+w=15
x  tz+t+tw=14

y+z+it+w=14

@ Si sumas las cinco igualdades, obtendrds otra con la que se te pueden simplifi-
car mucho los cdlculos.

x+y+z+1t =17
x+y+z +w=16
x+y +r+w=15
x tz+t+w=14
yrz+t+rw=14
Sumando las cinco igualdades, obtenemos:
4o + 4y + 4z + 41 + 4w = 706, es decir:
4+y+z+1t+w =76, obien:

xX+y+z+i+w=19

Por tanto: (+y+z+D+w=17+w=19 — w=2
x+y+z+w+1=16+1t =19 — (=3
x+y+t+rw+z=15+2=19 — z=4
(x+z+t+w+y=14+y=19 — yp=5
t+tz+t+tw+x=14+x=19 — x=5

42 | Una cuadrilla de cinco jardineros debia podar una plantacion trabajando de
lunes a viernes. Cada dia, cuatro podaban y el otro les ayudaba. Cada jardi-
nero podo el mismo nimero de arboles cada dia.

Los resultados de la poda fueron: lunes, 35 arboles podados; martes, 36;
miércoles, 38; jueves, 39, y el viernes no sabemos si fueron 36 6 38.

Calcula cuantos arboles diarios pod6 cada uno, sabiendo que fueron nime-
ros enteros y que ninguno podé los cinco dias.

Llamamos:

w = n.° de arboles diarios que poda el jardinero que descansa el lunes.

t = n.° de drboles diarios que poda el jardinero que descansa el martes.

z = n.° de drboles diarios que poda el jardinero que descansa el miércoles.
» =n.° de arboles diarios que poda el jardinero que descansa el jueves.

x =n.° de arboles diarios que poda el jardinero que descansa el viernes.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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X+y+z+t =35 |
x+y+z +w=306
x+y +1+w=38
X tz+r+w=39

yrz+t+tw==k

Sumando las cinco igualdades, obtenemos:
4x + 4y + 4z + 41 + 4w = 148 + k, es decir:
4x+y+z+1+w) =148 + k, o bien:

k

x+y+z+t+w=37+Z

Si x, ¥, z, t, w son nimeros enteros, su suma también lo serd; luego, k& debe
ser multiplo de 4. Como nos dicen que vale 36 6 38, tenemos que ha de ser
k=36 (pues 38 no es multiplo de 4).

Resolvemos el sistema, ahora que sabemos que & = 30:
La suma de las cinco igualdades dara lugar a:

x+y+z+t+w=37+%=37+9=46

Portanto: (x+y+z+D+w=35+w=46 - w=11
x+y+z+w +1t=36+1 =46 — =10
x+y+t+w)+z=38+z=46 — z=38
(x+z+t+w)+y=39+y=46 — y=7

+z+t+w+x=36+x=46 — x=10

Asi, el jardinero que descansa el lunes poda 11 arboles; el que descansa el martes,
10; el que descansa el miércoles, 8; el que descansa el jueves, 7, y el que descan-
sa el viernes, 10.

Pagina 45
AUTOEVALUACION
1. Resuelve e interpreta geométricamente los sistemas siguientes:
2x+6y= 0
ry 2x—y =5
3x—-2y=11 b)
y—z=3
—-x+3y=0
A2x+06y= 0
3x_ 2y =11 .9 2x+6y= 0 Sumando la 12 fila
Y 3-29 9x — 6y = 33 con 3 veces la 2.*
X +3y= 0 - -
11x =33 - x=3 = y=-1

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



Comprobamos en la 3.2 ecuacion:
-3 +3-D#0

El sistema es incompatible. Son tres rectas que se cortan dos a dos.

b2x-—y =5 2x=5+7»—>x=i+£
o Hacemos y =\ 22
y-z=3 z=A-3
El sistema es compatible indeterminado.
5 A
Solucion: |—+—, A, -3 + A
olucion Stk 3
Representa dos planos que se cortan en una recta.
2. Resuelve por el método de Gauss el siguiente sistema:
5x + 10y + 50z = 950
y=z+9
y_x
3 4
Resolucion
Ordenamos y simplificamos la 1.2 ecuacion:
x + 2y + 10z = 190 1 2 10 190
y— z= 9 0o 1 -1 9 RN
xtdy = o)\ 4 0 |0
as 1 2 10 | 190 0 1 10
- @9 0 1 -1 9 - @9 0 1 -1
BH+3-1H 0 10 30 570 (34:10 0 1 3
@ 1 2 10 190 x + 2y + 10z =190
- @9 01 -1 | 9] - y— 2= 9} -
GRS@D) 0 0 4 48 4z = 48
z=12

- {y=9+12=21
x =190 — 42 — 120 = 28
Solucion: x =128, y=21, z=12
Comprobacion:
5-28+10-21+50-12 =950

21=12+9
2>
3 7

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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3. Una compaiiia tiene tres camiones (P, Q y R), en los que caben exactamente
un cierto namero de contenedores de tres tipos (A, B y C), de acuerdo con la
siguiente tabla:

Si se han de transportar 45 contenedores del tipo A, 44 del tipo B y 58 del tipo
C, ¢cuantos viajes ha de hacer cada camion si todos los viajes los efectiian to-
talmente llenos?

Sean x, y, z el nimero de viajes que hacen los camiones P, Q y R, respectiva-
mente.

5x+ 2y + 4z =45 52 445\ as 52 4 |45
3x+5y+3z=44 — |3 5 3|44 s-@H-3-ad 019 3 |85
45 6|58/ 5-B39-4-09 0 17 14 |110

4x + 5y + 6z = 58

as 5 2 4 | 45 Sx+ 2+ 4z =45
@9 ( 019 3 |85 ) - 199+ 32z=285
19-3H-17 29 0 0 215|645 2152 = 645

Resolvemos este sistema escalonado:

z=3

y= 85-3z _ 8-9 — 4
19 19

y = 45-2y—4z _ 45-8-12

5 5 =

Por tanto, el camion P debe hacer 5 viajes, el camion Q debe hacer 4 viajes y el ca-
mién R debe hacer 3 viajes.

3x-2y+z= 5

Sean las ecuaciones:
2x-3y+z=-4

a) Ailade una ecuacion para que el sistema sea incompatible.

b) Afiade una ecuacion para que el sistema sea compatible determinado.
Justifica en cada caso el procedimiento seguido.

a) Para que sea incompatible, la ecuacion que anadamos ha de ser de la forma:

aBx -2y +2) +bQRx—-3y+2) =k con k#5a-4b.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Si tomamos, por ejemplo, a=1, b=0, k=1, queda:
3x—2p+z=1

Anadiendo esta ecuacion, el sistema seria incompatible.
b) Por ejemplo, anadiendo y =0, queda:

3x-2y+z= 5| 3x +z= 5(x= 9
2x=3y+z=—4 ¢ 2x +z=-4, y= 0 Compatible determinado
y =0 y = 0| z=-22

5. Se considera el sistema de ecuaciones lineales:

x + 2y +3z=1
x+ ay+3z=2
2x+(2+a)y+6z=3

a) Encuentra un valor de a para el cual el sistema sea incompatible.

b) Discute si existe algiin valor de a para el cual el sistema sea compatible de-
terminado.

c) Resuelve el sistema para a = 0.

X+ 2p+3z=1

r 2 3|1 a.s 1 2 3|1
X+ ay+3z=2 1 a 3 2) - 2H-1d (O a-2 0 1) -
2x+Q+ay+6z=3| \2Q+a)6]3 GH-2-an 0a-2 01
as 1 2 311
- Q9 (O a—-2 0 1)
BGH-2d o o o01lo0

a)Si a =2, la 2.2 ecuacion no tiene solucion: 0y = 1. El sistema es incompatible.

b) No existe ningin valor de a para el cual el sistema sea compatible determinado,
porque la 3.2 ecuacion se puede suprimir (Ox + 0y + 0z = 0) y el sistema queda con
dos ecuaciones y tres incognitas.

©) Si a =0, queda:

y=-1/2
X+ 20+ 3z =
x—-1+3z=1 — x=2-3z
_Zy =1
z=A
Soluciones: |2 — 3\, —%, k)

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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6. Discute este sistema segiin los valores de a. Interprétalo geométricamente:
ax+ y+z—4=0
x+ y+z+1=0
x—ay+z—-1=0

ax+ y+z—-4=0| ax+ y+z= 4 a 1 1 4 29
x+ y+z+1=0 x+ y+z=-1 (1 1 1 —1) - an
x-—ay+z-1=0] x-ay+z= 1] \1 —a 1] 1 G
11 1 -1 @ 1 1 1| -
(a 1 1 4)—) @H-09 (a—l 0 0 5)
1 —a 1|1 3G5-a9 0 -a-10 | 2

e Si a=1, queda:
1 1 1| -1
0 0 0| 5 —  Sistema incompatible.
0 -2 0 2

Los dos primeros planos son paralelos y el tercero los corta.

eSi a=-1, queda:
1 1111
-2 0 0 | 5| — Sistema incompatible.
0 0 0 2

Los dos ultimos planos son paralelos y el primero los corta.

eSi a#1 y a#-1 — Sistema compatible determinado. Son tres planos que se
cortan en un punto.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Calculo matematico de la probabilidad

B Calcula matematicamente cudl es la probabilidad de que un botéon de 1 cm de
diametro “no toque raya” en la cuadricula de 3 cm X 3 cm.

B ;De qué tamaifio debe ser un disco para que la probabilidad de que “no toque
raya” en una cuadricula de 4 cm X 4 cm sea de 0,2?

E En una cuadricula de 4 cm X 4 cm dejamos caer 5000 veces una moneda y conta-
bilizamos que “no toca raya” en 1341. Estima cudl es el didmetro de la moneda.

H Sobre un suelo de losetas hexagonales regulares de 12 cm de lado se deja caer
un disco de 10 cm de diametro.

¢Cual es la probabilidad de que “no toque raya”?

B Area del cuadrado grande = 3% = 9 cm?
Area del cuadrado pequefo = (3 — 1)? = 4 cm?

4
P=— =044
9

B Area del cuadrado grande = 4% = 16 cm?

Area del cuadrado pequeno = (4 — d)?

2
P=(4;—g{)=0,2 S (hodP =32 — d-d=1+18

4-d=18 = d=22cm
4—-d=-18 - d=58cm — No vale

Ha de tener un didmetro de 2,2 cm.

Unidad 10. Cdlculo de probabilidades




B Area del cuadrado grande = 4% = 16 cm?
Area del cuadrado pequefio = (4 — d)?

_ 1341 _ _ (4—d)?
P=So00 = 02082 16

(4-—d)*=42912 - d=193cm

72 - 10,4

B Area del hexdgono grande = = 374,4 cm?

Perimetro = 72 cm

a=v122-62 =10,4 cm

12 cm

Area del hexdgono pequefo =

37,44 - 54
2

a'=a-r=104-5=54cm

= 101,088 cm?

2 2
% - ZT = (a"?% % =2916 — [=624cm — Perimetro = 37,44 cm

T 101,088
p=200058 5
3744 0%
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1. Numeramos con 1, 2, 3 y 4 las cuatro caras alargadas de una regleta. Dejamos
caer la regleta y anotamos el nimero de la cara superior.
a) ¢Cual es el espacio muestral?

b) Escribe un suceso elemental y tres que sean no ele-
mentales.

c) ¢Cuantos sucesos tiene esta experiencia?

a) E=11, 2, 3,4}
b) Elementales — {1}, {2}, {3}, {4}

No elementales — {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, (3, 4}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4},
(2,3, 4}, {1, 2, 3, 4}, {9}

©) 24 = 16 sucesos
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2. Consideramos la experiencia “lanzar un dado”. A partir de los conjuntos
A=1{1,2,3,4}, B={1,3,5}, C={2, 4}
a) Obtén los conjuntos A U B, AN B, A', B.

Unidad 10. Célculo de probabilidades
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b) Obtén los conjuntos (4 U B)', (4 N B), A'U B, A'N B’, y comprueba que
se cumplen las leyes de Morgan.

c)Calcula BU C y BN C, yrazona los resultados.

AAUB=11,2 34,5, ANB=1{1,3}, A'=15, 06}, B' =12, 4, 6}

D) AUB) ={6}, ANB)=(24,50}, A'UB'={24,50}, A'N B ={0}
MA4UB)=A"NB
AnNnB'=4"Up

o BUC=1{l,2,3,4,5}
BNC=0

Al ser B y C conjuntos disjuntos, la interseccion es vacia.
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1. Conocemos las siguientes probabilidades:
P[A] = 0,4 P[B]=0,7 P[A'UB'1=0,8
Calcula P[(4 N B)'], P[A N B], P[A U B].
Pl(AN B)]=PAUBT=08 — Pl[AN B]l=0,2
P[A U Bl =PlAl + PIBl - P[AN Bl =04 +0,7-0,2=0,9

2. Sabemos que:
P[MUN]=0,6 P[MNN]=0,1 P[M]=0,7
Calcula P[M], P[N].
PMl=1-PM]=1-07=3
PIMU N]=PIM]+ PINl-PIMN NI — PIN]l=PIMUN]+PIMN NI|-PIM] =
=0,6+0,1-03=0,4
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1. Lanzamos un dado “chapucero” mil veces. Obtenemos f(1) = 117, f(2) = 302,
J(B) =38, f(4) =234, f(5) = 196, f(6) = 113. Estima las probabilidades de las
distintas caras. ;Cudles son las probabilidades de los sucesos PAR, MENOR QUE 6,

1, 2)?

Pl = 0117 PL2] = 0,302 PI3] = 0,038
1000 ’ )

Pl4] = 0,234 PI5] = 0,196 Pl6l = 0,113

Plpar] = 0,302 + 0,234 + 0,113 = 0,649

Unidad 10. Cdlculo de probabilidades




P[MENOR QUE 6] = 1 — P[6] =1 -0,113 = 0,887
Pli1, 2}]1 = 0,117 + 0,302 = 0,419

2. ;Cual es la probabilidad de obtener 12 al multiplicar los resultados de dos da-
dos correctos?

L2 s is ey
1 (2 '3 |4 5 |6
4 6 8 10 12 P2 = L

6 9 12 15 18
8 12 16 20 24
10 15 20 25 30

(<) NNV ) RSN G \V)

12 18 24 30 36

3. ¢Cuil es la probabilidad de que al lanzar dos dados correctos la diferencia de
sus puntuaciones sea 2?

123 flaflsIle]
3

0 1 2 4 5

1 0 1 2 3 P[2] =

%o
NN

F
1 0 1 2 S,
1 0 il 2

N W N
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1. Observa las bolas que hay en la urna.

a) Completa el cuadro de doble entrada en el que se re-
parten las bolas seguin el color (V, R, N) y el nimero
a, 2).

b) Calcula la probabilidad de rROjJO, NEGRO, VERDE, 1 y 2, sin
mas que observar la composicion de la urna.

Unidad 10. Célculo de probabilidades
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c) Comprueba que las probabilidades obtenidas en b) se pueden obtener su-
mando filas o columnas del cuadro formado en a).

d)Calcula las probabilidades condicionadas: P[1/rojo], P[1/VERDE],
P[1/nNEGRO], P[2/rOjO], P[2/VERDE], P[2/NEGRO], P[ROJO/1], P[VERDE/1].

e) Di si alguno de los caracteres ROJO, NEGRO, VERDE es independiente de 1 o de 2.

.6 _3_
P[] 05 0,6
-3 . _ A4 2
P[N] 10 0,3 Pl2] 0 5 0,4
p[V]=i=l=072
10
2 2
d) P[1/R] = g; Pl[1/V]l=1; P[1/N] = 3
_ 3 _ £
P[2/R] = 5 P[2/V]=0; P[2/N] = 3
_2_1 2.1
P[R/1] = A 3 PIV/1] G 3

e) No son independientes.
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1. Calcula la probabilidad de obtener TrRes cuaTROs al lanzar tres dados.

1.1 1=(1)3 1

P= — g = 2_16 = 0,0046

65 6 6

2. Calcula la probabilidad de NINGUN sErs al lanzar cuatro dados (cuatro veces NO
SEIS).

_5.5.5 .5 _(5)._
p=2 (6) 0.48

3. Calcula la probabilidad de obtener ALGON sEis al lanzar cuatro dados. (ALGUN SEIS
es el suceso contrario de NINGUN SEIS).

1 — P[NINGON 6] = 1 — 0,48 = 0,52

Unidad 10. Cdlculo de probabilidades




4, Calcula la probabilidad de obtener ALGUN skis al lanzar seis dados.

5 6
P[NINGUN 6] = (E) = 0,335

P[ALGUN 6] = 1 — P[NINGUN 6] = 1 — 0,335 = 0,665
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5. Tenemos un dado y las dos urnas descritas abajo.

Lanzamos el dado. Si sale 1 6 2, vamos a la urnal. Si sale 3, 4, 5 6 6, acudimos a la
urna II. Extraemos una bola de la urna correspondiente.

a) Completa las probabilidades en el diagrama en arbol.
b) Halla: P[{3,4,5,6}y @], P[@/1], P[Q/5] v Pl2y Q]
a)

2 1,2 |*
6

-
AAAAA

4 210 Q
6 » o %y
3,4,5,6 |2 ,t o —
MQ
b)PI3, 4,5, 6y @1 = O 2242
2OV TT0 T 60 s
_6_3
P[Q/l]—lO—S
_6 _3
P[Q/S]—lo—S
16 1

Unidad 10. Célculo de probabilidades
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1. Tenemos dos urnas:

olo'e Q
I II
00C
LANE AT
La experiencia consiste en extraer una bola de I, introducirla en II, removery

extraer, finalmente, una bola de II.

Calcula la probabilidad de que la segunda bola extraida sea:

a) roja
b) verde
c) negra
1 3 3
O — PQOYQ|=-F ==+
yr T OO g
(SY* Y™ 1/5 _1 1 _ 1
¢ | ve \"’ Ployel-% 33
I 1/5 1 1 1
¢ — rloyol-L -1
1/6
2 2 4
—> p =2 . 2=
W’“ [Oyel=535-3
2/6 (X %) 2/5 2 2 4
< Y eee —’V_’P[UYUFg'g:S—O
II Mg 2 1 _ 2
3/6 ©y®l-5 35 5
3 2 6
© — POV = =4
i s ©yQl-55-3
e 1/5 _3.1_3
00 > O — rleyel-Fr35;
I 2/5 2
¢ —rloyel-3- -5
DPRAQ@]= L+ A 3 8 4

30 30 30 30 15

a 1,2 . 6 _9_3
D PRE@I= 5+ 3535730 " 10

i@l . 4 6 _13
o PR QI 30+30+30 30

Unidad 10. Cdlculo de probabilidades
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1. En el ejercicio propuesto del apartado anterior, calcula:
a) Sabiendo que la segunda bola ha sido negra, ;cuil es la probabilidad de que

la primera también lo fuera? P[1.°@/2.*Q]
b) Sabiendo que la segunda bola ha sido roja, ¢cual es la probabilidad de que
la primera haya sido negra? P[1.*@/2.*Q]
©) ¢Cual es la probabilidad de que la primera fuera verde siendo verde la segun-
da? P[1.2Q/2.2Q]

a o - Pl@YQ@I _ 3/30 _ 3
VP21 = o g = 1350 T 13

@/2:0 - L@y _ 1/30 _ 1
b) PI1.:@/2: D] P22Q@] 830 8
c0/2:0]= POy _ 630 _ 6 _2
O Pl1:Q/2:Q] PR22Q1  9/30 9 3

Unidad 10. Célculo de probabilidades
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Espacio muestral. Operaciones con sucesos

1 | Di cual es el espacio muestral correspondiente a las siguientes experiencias
aleatorias. Si es finito y tiene pocos elementos, dilos todos, y si tiene mu-
chos, describelo y di el nimero total.

a) Extraemos una carta de una baraja espafola y anotamos el nimero.
b) Extraemos una carta de una baraja espafiola y anotamos el palo.

c) Extraemos dos cartas de una baraja espaifiola y anotamos el palo de cada
una.

d) Lanzamos seis monedas distintas y anotamos el resultado.

e) Lanzamos seis monedas distintas y anotamos el nimero de caras.
A E=11,2,34,5,6,7,10, 11, 12}
b) E = {OROS, COPAS, ESPADAS, BASTOS}

¢) Llamamos: O = 0rROS; C = COPAS; E = ESPADAS; B = BASTOS.

Si influye el orden:

E=1{(0, 0, (O, ), (O, b), (O, B), (C, O), (C, C), (C, E), (C, B), (E, 0), (£, O),
(£, B), (£, B), (B, O), (B, O), (B, E), (B, B)}

Si no influye el orden:

E=1{(0, 0), (0, ), (O, b), (O, B), (C, O), (C, E), (C, B), (E, E), (E, B), (B, B}

d) E tiene 2° = 64 sucesos elementales. Cada suceso elemental esti compuesto
por seis resultados que pueden ser cara o cruz:

(5}, x5, X3, X4, X5, Xg) donde x; puede ser cara o cruz.

Por ejemplo, (C, +, C, C, +, C) es uno de los 64 elementos de E.
e)E=1{0,1,2,3,4,5,06}
2 |Lanzamos un dado y una moneda. Los posibles resultados son (1, C), (1, +),
2, O)...
a) Describe el espacio muestral con los doce elementos de los que consta.

Sean los sucesos:

A = “Sacar uno o dos en el dado”

B = “Sacar + en la moneda”

D =11, 0), (2, +), (3, 0), 3, +), (6, M}

Unidad 10. Cdlculo de probabilidades
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b) Describe los sucesos A y B mediante todos los elementos.

c)Halla AUB, ANB, AUD'.

D E=1{1,0,0,+), 2, 0,12+, 3, 0,3, 4 0,4 ), 5 0, 5,4+, 6 0,
(6, )}

b A=1{1, O, d,+), (2, O, (2, +}
B=1{1,+),2,+),3,+), 4 +), 5, +), 6, )}
ADAUB={1,0,1,+), (20,2, 3+, 4+, 5, +), 6, )
AN B={,+), 2, H)
D'={1, +), (2, 0), (4, O), (4, V), (5, O), (5, +), (6, O}
AUD={1,0,d,+), 2,0, 2+, #, 0,4 +), 5,0, 5,+), 6 0}

En familias de tres hijos, se estudia la distribucion de sus sexos. Por ejem-
plo (V, M, M) significa que el mayor es varon y los otros dos mujeres. ¢Cuan-
tos elementos tiene el espacio muestral E?

Describe los siguientes sucesos: A = “La menor es mujer”, B = “El mayor es
varon”. ¢En qué consiste A U B?

E tiene 2% = 8 elementos.

A={V,V,M), (V, M, M), (M, V, M), (M, M, M)}

B=1{(V,V, V), (V,V, M), (V, M, V), (V, M, M)}

A U B =“O bien la menor es mujer, o bien el mayor es varéon” =
={V,V, M), (V, M, M), M, V, M), (M, M, M), (V, V, V), (V, M, V)}

A, B,y Cson tres sucesos de un mismo espacio muestral. Expresa en funcion de
ellos los sucesos:

a) Se realiza alguno de los tres.

b) No se realiza ninguno de los tres.
©) Se realizan los tres.

d) Se realizan dos de los tres.

e) Se realizan, al menos, dos de los tres.
AAUBUC

b)A'N B N '

OANBNC
dUAanNnBNCHOUUAUNBNOUMUA NBNCO)

eAaNBNHUUANBNOUUANBNCOUMUNBNC)

Unidad 10. Célculo de probabilidades
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a) Expresa (4 N B)' como union de dos sucesos.
b)Expresa (4 U B)' como interseccion de dos sucesos.
aA)ANB' =A"UB

b)(A4UB) =A"N B’

E={1,2,3,4,5,6}, AU B={2,3, 4,5}
¢Qué elementos formaran el suceso A'N B'?

A'NB =AUB =11, 6}

a) Expresa A U B como unién de tres sucesos disjuntos.
Puedes utilizar algunos de los siguientes:
A, B, A—-B, B—-A, ANB
b) A — B es igual a algunos de los siguientes sucesos. Di a cuales:
ANB ANB, AANB, A—(AN B)
DAUB=UAU-BUUNBUB-4
b)A-B=ANDB
A-B=A-ANDB

Propiedades de la probabilidad

Sea U= {al, a,, “3} el espacio de sucesos elementales de un experimento ale-
atorio. ¢;Cuales de estas funciones definen una funcion de probabilidad? Jus-
tifica la respuesta.

a) Pla,]=1/2 b) Pla,] = 3/4
Pla,] =1/3 Pla,) = 1/4
Plas] = 1/6 Pla,] = 1/4

o Pla]=1/2 d) Pla,] = 2/3
P[az] =0 P[az] =1/3
Plas] =1/2 Plas]=1/3

@ Plaj+ Plaj+ Plaj= 2 + 2 + ¢ =1

Si define una probabilidad, pues Pla,], Pla,] y Plas] son nimeros mayores o
iguales que cero, y su suma es 1.

Unidad 10. Cdlculo de probabilidades

11



10

12

3.1 1_5

b)P[ﬂl]+P[dz]+P[03]=Z Z+Z=Z>l

No define una probabilidad, pues la suma de los sucesos elementales no puede
ser mayor que 1.

1 1
o) Pla,] + Pla,] + Pla,] = > +0+ 5" 1

Si define una probabilidad, pues Pla,], Pla,] y Plas] son nimeros mayores o
iguales que cero, y su suma es 1.

d) Pla,] + Pla,) + Play] = % =+ = = % >1

L
3

Udl»—\

No define una probabilidad, pues la suma de los sucesos elementales no puede
ser mayor que 1.

De dos sucesos A y B conocemos:
P[A U B]=0,83; P[AN Bl=0,35 P[B]=0,6

Calcula P[B] y P[A]
PIBI=1-PIB1=1- 006 =04

PIAl = PIA U B] + P[A N Bl - PIB] = 0,83 + 0,35 — 0,4 = 0,78

Para ganar una mano de cartas debemos conseguir o bien As o bien oros.
¢Qué probabilidad tenemos de ganar?

: 1= PlAs 1 _ PlAs g 4 10 1 _ 13
P[As U Oros] = P[As] + P[Oros] — P[As N Oros] 0 + 0 0 %0

Determina si son compatibles o incompatibles los sucesos 4 y B:
P[A] = 1/4, P[B]l=1/2, P[AUB] =2/3
Dos sucesos A y B son incompatibles cuando P[4 N B] = 0.

Como:

P[A U B] = P[A] + P[B] - P[A N B]

1
4

+%—P[AHB] N P[Ar‘lB]=11—2¢O

2
3
los sucesos A y B son compatibles.

Unidad 10. Célculo de probabilidades
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12

13

14

15

16

Probabilidades en experiencias compuestas

Extraemos dos cartas de una baraja espafiola. Halla la probabilidad de que
ambas sean copas.

Pldos copas] = Plcora y copal = P[copa la 1.%] - Plcora la 2./copa la 1.7] =
_109 _3
40 39 52

(Son dos experiencias dependientes).

Tenemos dos barajas espafiolas y extraemos un naipe de cada una. ¢Cual es
la probabilidad de obtener dos copas?

Las dos experiencias son independientes.
10 1

10
Pldos coras] = Plcora] - Plcora] = %0 4016

Extraemos tres cartas de una baraja espaifiola. Halla la probabilidad de que
las tres sean figuras (S, C, R).

Si se consideran FIGURAS @ SOTA, CABALLO Y REY, en la baraja hay 12 FIGURAS.
Pltres FIGURas] = P[Fen 1. - P[Fen 23/Fen 1.%] - P[Fen 3.*/Fen 1.2y 2] =
12 11 10 11

Lanzamos cuatro monedas. Calcula la probabilidad de obtener:
a) Ninguna cara.
b) Alguna cara.

a) Plninguna caral = Plcuatro CRUCES] = P[+] - P[+] - P[+] - P[+] =

1 _15
16 16

b) Plalguna caral = 1 — P[ninguna caral = 1 —

Extraemos dos cartas de una baraja espafiola. ;Cual es la probabilidad de
que alguna de ellas sea As? ;Cual es la probabilidad de que solo una de las
dos sea As?

Plalgin as] = 1 — Plningtn as] = 1 — P[no as en 1.%] - P[no as en 2.%/no as en 1.4] =
_36 0% 25
40 39 26 26

Unidad 10. Cdlculo de probabilidades
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Plun as] = Plasen 1.2y no as en 2] + P[no asen 1.2 y as en 2.%] =

=Plasen 1.4 - Plno asen 23/asen 1.%] + P[no aAsen 1.%] - Plas en 2.%/no asen 1.4] =

436364£
40594059 65

17 |Lanzamos dos dados. ;Cual es la probabilidad de que se obtenga algin 5?
¢Cual es la probabilidad de que solo uno de los dos sea 5?

Plalgtin 5] = 1 — Plningin 5] =1 - Plno 5yno 5] =1-Plno 5> =1 - (2)2 v ;—é
Plun 5] = P[5] - P[no 5] + P[no 5] - P[5] =2 - (l : 2) S
6 6/ 18

18 | Tenemos dos bolsas con bolas y un dado:

@ -
290 00
S 1" 09

Lanzamos el dado. Si se obtiene 1 6 2, extraemos una bola de I. Si sale 3, 4, 5
0 6, extraemos una bola de II. Halla las siguientes probabilidades:

a) P[3 en el dado y Q]

b) Plextraer bola de I1 y que sea (J]
¢) Plextraer bola de 1y que sea Q]
d) Plextraer bola Q]

e) Plextraer bola Q)]

) Plextraer bola @]

Ve
/ . LA LA
{3, 4, 5, 6} UQU

1 2 1
) PBYRI = PI3l PIR/3I = 5= 1=
2 2 4
b) ULy Rl = PIIT - PIR/N = 5+ = = =

1 3 3 1

o PIy Rl =PIl PR/ = FRE i)

14 Unidad 10. Célculo de probabilidades
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20
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_ _1, 448
D PRI = PLy R+ Pllly Rl = —+ == 2=
e) PVl = Pl y V1 + PIIL y V] = Pl - PIV/I] + Pl - PIV/II] =

1z, 23 2 6 52

3 7 3 5 21 15 105

12 2 2

D PIN = PILy NI+ PITy NI =PI PN+ PO PINAT = - 24 =200 = o

Se puede comprobar que P[R] + P[V] + P[N] = 1.

Tomamos dos cajas: D@ Q| M| @|. Sacamos una bola de alguna de ellas.
a) Calcula la probabilidad de que la bola sea roja.

b) Sacamos la bola y vemos que es roja. Calcula la probabilidad de haberla
sacado de L

\
= ©© 1/2 ©

1 1
P[IyQ]=P[I]-P[Q/I]=E~1=E

Plily @ = Pl - PIQ/1T] = % . % 1

—_
o

, 1
0 PIQI=Plly @+ Plly @l = —+— ==

o Ply@l 12 2
b)P[I/Q]——P[Q] ey

PARA RESOLVER

En una caja hay seis bolas numeradas, tres de ellas con nimeros positivos y
las otras tres con nimeros negativos. Se extrae una bola y después otra, sin
reemplazamiento.

a) Calcula la probabilidad de que el producto de los niimeros obtenidos sea
positivo.

b) Calcula la probabilidad de que el producto de los niimeros obtenidos sea
negativo.

Hacemos un diagrama en arbol:

Unidad 10. Cdlculo de probabilidades
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S _1.3_3

1/2 —> Pl@e] 2 510

1/2 _1 3_ 3

63/5 @ —>P[9€-)]—?og—ﬁ

e —— 1.2 _ 4

Plog] 2 510

2 2 _ 4 _

a)PK'D@]"'P[@@]—E"’E 0 0,4
PO+ PIO@ =2 + 2 =0 o6
10 10 10 ’

Se lanza un dado dos veces. Calcula la probabilidad de que en la segunda ti-
rada se obtenga un valor mayor que en la primera.

En total hay 36 posibles resultados. De estos, en 6 casos los dos nimeros son
iguales; y, en los otros 30, bien el primero es mayor que el segundo, o bien el se-
gundo es mayor que el primero (con la misma probabilidad).

Luego, hay 15 casos en los que el resultado de la segunda tirada es mayor que el
de la primera.

Por tanto, la probabilidad pedida es:

Se elige al azar un nimero entre el 1000 y el 5000, ambos incluidos.

Calcula la probabilidad de que sea capicua (se lee igual de izquierda a dere-
cha que de derecha a izquierda). Razona la respuesta.

— Entre 1000 y 5000 hay 4 - 10 = 40 nimeros capictias (pues la primera cifra
puede ser 1, 2, 3 6 4; la segunda, cualquier nimero del 0 al 9; la tercera es
igual que la segunda; y la cuarta, igual que la primera).

— Entre 1000 y 5000 hay 4 001 ndmeros en total. Por tanto, la probabilidad pedi-
da es:

_ 40
P= 7001 0,009997

De los sucesos A y B se sabe que: P[A] = %, P[B] = % y P[A'NB'] = %
Halla P[AU Bly P[AN B].
e PIA'N Bl = P[(AU B)]=1-P[A U B]

%=1—P[AUB] N P[AUB]=%

Unidad 10. Célculo de probabilidades
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e Pl[A U B] = PlA] + PIB] - P[A N B]

= + — —-PlAN B]

IS

2 L
3 3

PIAN Bl = =
15

Sean A y B dos sucesos tales que:

_3 12 2 -1
P[AUB]= - PI[B] 3 P[ANB]= -,
Halla P[B], P[A], P[A' N B].
2 1
PIBl=1-P[B1=1- %=~
(B] (B] 3" 3
PIA U Bl = PIA] + PIB] - Pl4 N B]
3 _ 1i_1 -2
i P[A]+5 Z — P[A] 3
/ - _ 11 _ 1
PlA'N B] = P[B] - Pl4A N B] =" 712

Sean A y B dos sucesos de un espacio de probabilidad, de manera que
Pl[A] = 0,4, P[Bl=0,3 y P[ANB] = 0,1. Calcula razonadamente:

1) P[AUB] 2) P[4' UB] 3) P[A/B] 4) P[A'NB']
1D P[4 U Bl = PlA]l + PIB] = P[AN Bl = 0,4 +0,3-0,1 =06
2 PIA/UBI=P(ANB1=1-PlANBl=1-0,1=09

_PlANBl _01 _1
3) PlA/B] Pl 03 3

HPANBI=PAUB)I=1-PAUB]=1-0,6=04
Un estudiante hace dos pruebas en un mismo dia. La probabilidad de que

pase la primera prueba es 0,6. La probabilidad de que pase la segunda es 0,8
vy la de que pase ambas es 0,5. Se pide:

a) Probabilidad de que pase al menos una prueba.
b) Probabilidad de que no pase ninguna prueba.
©) ¢Son las pruebas sucesos independientes?

d) Probabilidad de que pase la segunda prueba en caso de no haber supera-
do la primera.

Tenemos que:

Plpase 1.4] = 0,6; Plpase 2.2] = 0,8; Plpase 1.2 N pase 2.4] = 0,5

Unidad 10. Cdlculo de probabilidades
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a) Plpase 1.* U pase 2.%] = P[pase 1.%] + P[pase 2.%] — P[pase 1.* N pase 2.9] =
=0,6+08-0,5=09
b) 1 — Plpase al menos unal] =1-10,9 = 0,1
©) Plpase 1.3] - P[pase 2.3 = 0,6 - 0,8 = 0,48
Plpase 1.2 N pase 2.4] = 0,5 # 0,48
No son independientes.

Plpase 2.2 N no pase 1.7]
Plno pase 1.9

d) Plpase 2.%/no pase 1.%] =

_ Plpase 2] — Plpase 1. N pase 2.%]
P[no pase 1.7

Pagina 259
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En una cierta ciudad, el 40% de la poblacion tiene cabellos castaiios, el 25%
tiene los ojos castaiios y el 15% tiene cabellos y ojos castafios. Se escoge una
persona al azar:

a) Si tiene cabellos castafos, ¢cual es la probabilidad de que también tenga
0jos castafos?

b) Si tiene ojos castaiios, ¢cudl es la probabilidad de que tenga cabellos cas-
tafios?

c) ¢Cual es la probabilidad de que no tenga cabellos ni ojos castafios?

@ Usa una tabla como la siguiente:

0JOS CAST. H 0JOS NO CAST.

CAB. CAST. 15 40

CAB. NO CAST.

25 100

Hacemos la tabla:

0JOS CAST. H 0JOS NO CAST.
15 25 40
10 50 60
25 75 100
15 3 50 1
L _3 o6 20 1y
25 5 T R

Unidad 10. Célculo de probabilidades
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En una comarca hay dos perioédicos: El Progresistay El Liberal. Se sabe que
el 55% de las personas de esa comarca lee El Progresista (Pr), el 40% lee El
Liberal (L) y el 25% no lee ninguno de ellos.

Expresa en funcion de Pr y L estos sucesos:

a) Leer los dos periodicos. b) Leer solo El Liberal.
c) Leer solo El Progresista. d) Leer alguno de los dos periodicos.
e) No leer ninguno de los dos. f) Leer solo uno de los dos.

g) Calcula las probabilidades de: Pr, L, PrNL, PrUL, Pr — L, L— Pr,
xuper), (LNPr).

h) Sabemos que una persona lee El Progresista. ;Qué probabilidad hay de
que, ademas, lea El Liberal? ;Y de que no lo lea?

Tenemos que:

P[Prl =055, PILI=04; P[PrNL]=0,25

) PlPrNLN=Pl(PryULl)]=1-P[Prul]
025=1-P[PrUl] — PIPrU’lLl=1-0,25=0,75
PlPrU L] =P[PrA+PIL]-PlPrN L]
0,75=055+04—-P[PrNL] — PPrNlL]l=0.2
Plleer los dosl = P[PrN L1 =0,2

b) PIL] - P[Pr N L] = 0,4 - 0,2 = 0,2

o P[Pl —-PIPrNL]1=0,55-02=0,35
dPlPryU Ll =0,75

e PlPr'NL1l=0,25

) P[PrN L1+ P[Pr'N L] =0,35+ 0,2 =0,55

@) PIPA =0,55; PIL] = 04; PlPr0L1=072; PPrULl=075
PlPr—1I]=PIPA-P[PrNIl=035
PIL—Pr =PIL] - P[PrO L] =02
PI(LU Pr'1=PIL'N Prl=0,.25
PLNPHI=1-PLNPA=1-02=08

PILONPA _ 02 _ 20 _ 4

h) PlL/Pr] = PP 055 "5 T =~ 0,36
, _PlL'nPA _ 035 _ 35 _ 7 _
PIL/PA = =50 02 T E= T 0,64
o bien: PIL/PA=1-PlL/PA=1- -2 = L
' 11 11

Unidad 10. Cdlculo de probabilidades
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Tenemos dos urnas con estas composiciones:

Extraemos una bola de cada urna. ;Cual es la probabilidad de que sean del
mismo color? ;Y la probabilidad de que sean de distinto color?

P[mismocolor]:i.i+i-£+i.l=
12 18 12 18 12 18

30 . 24 14 _ 68 _ 17

216 216 216 216 54

Pldistinto color] = 1 — Plmismo color] =1 — == = ==

Una clase se compone de veinte alumnos y diez alumnas. La mitad de las
alumnas y la mitad de los alumnos aprueban las matematicas. Calcula la pro-
babilidad de que, al elegir una persona al azar, resulte ser:

a) Alumna o que aprueba las matematicas.
b) Alumno que suspenda las matematicas.

c) Sabiendo que es alumno, ¢cual es la probabilidad de que apruebe las ma-
tematicas?

d) ;Son independientes los sucesos ALUMNO y APRUEBA MATEMATICAS?
@ Haz una tabla de contingencia.

Hacemos la tabla de contingencia:

AWUMNOS || AmNas [| TOTAL

APRUEBAN MAT. 10 5 15

20 10 30

a) Plalumna U aprueba mat.] = Plalumna] + P[aprueba mat.] +
— Plalumna N aprueba mat.] =

_10 .15 5 _20 _ 2

30 30 30 30 3

b) Plalumno N suspende mat.] = 10

1

1
P t./al = _— ==
¢) Plaprueba mat./alumno] 0" 2

Unidad 10. Célculo de probabilidades
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d) Hay que ver si:
Plalumno N aprueba mat.] = Plalumno] - Plaprueba mat.]

Calculamos cada una:

10 1
Plal N e ba mat.]= — = —
[alumno N aprueba mat.] 30 3
Plalumno] = % = %
Plalumno] - Plaprueba mat.] = 2. 1_1
Pl ba mat.] B_1 e
aprue Jl====
P 30 2

Por tanto, si son independientes.

Un avion tiene cinco bombas. Se desea destruir un puente. La probabilidad
de destruirlo de un bombazo es 1/5. ¢Cudl es la probabilidad de que se des-
truya el puente si se lanzan las cinco bombas?

5
P[no dé ninguna de las 5 bombas] = (%) = 0,8 = 0,32768
P[dé alguna de las 5] = 1 - 0,8 = 0,67232

Se sacan dos cartas de una baraja espaifiola y se tira un dado. ;Cual es la pro-
babilidad de que las cartas sean sotas y el nimero del dado sea par?

P[1.2 soTA y 2.2 sOTA y PAR en el dado] = 403 1 12 1

40 39 2 3120 260

Un producto esta formado de dos partes: A y B, que se fabrican indepen-
dientemente. La probabilidad de un defecto en A es 0,06 y la probabilidad
de un defecto en B es 0,07. ;Cual es la probabilidad de que el producto no
sea defectuoso?

Plningin defecto] = P[no defecto en A] - P[no defecto en B] =
=(1-0,06) - (1-0,07) =094 0,93 = 0,8742
Una urna A contiene 6 bolas blancas y 4 negras. Otra urna B tiene 5 blancas y

9 negras. Elegimos, a cara o cruz, una urnay extraemos dos bolas, que resul-
tan ser blancas. Halla la probabilidad de que la urna elegida haya sido la A.

Hacemos un diagrama en arbol:

) Al6b4n| 2225 2b — > PlAy2b] =

e
\ shon | 24135 op PBy2bl=L. 5 . 4 _5

Unidad 10. Cdlculo de probabilidades
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La probabilidad pedida sera:

_ PlAy2bl 16 _ 91
PIA/bI = =500 121546 121

= 0,752

Una caja A contiene dos bolas blancas y dos rojas, y otra caja B contiene tres
blancas y dos rojas. Se pasa una bola de A a B y después se extrae una bola
de B, que resulta blanca. Determina la probabilidad de que la bola traslada-
da haya sido blanca.

Bl4b2r] 5 b piiby2r b= 21

Al 2b2r

2/4\*r—>B 3b 3r i>b; P[l.aryZ.ab]=%-%=i—
apj= L+ 1o 7
P[22 Db] 3+4 12

Por tanto, la probabilidad pedida sera:

PllAby22b] _ 1/3

PR b/2: bl = oo .3

4
-

Una urna A contiene 5 bolas blancas y 3 negras. Otra urna B, 6 blancas y 4
negras. Elegimos una urna al azar y extraemos dos bolas, que resultan ser
negras. Halla la probabilidad de que la urna elegida haya sido la B.

o]

N
=

> _1 . 3 2_3
1/Z/YASbE;n 2n P[AyZn]—E 5 773
4 3
1/2 0 9 1. 4 3_1
B | 6b 4n 2n P[By 2n] >0 9" 1S
-3 .1 _ 100
Planl =52+ 35~ 300
Por tanto, la probabilidad pedida sera:
_PBy2n _ 1/15 _ 56
P8/ 20l = = 101/840 101

Pagina 260
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Lanzamos las dos monedas. Si salen 2 caras, extraemos una bola de la caja
A, y si no, la extraemos de B. Calcula:

Unidad 10. Célculo de probabilidades
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a) P[BLANCA/A] b) P[BrANCA/B] c) P[A y Branca]
d) P[B y BLANCA ] e) P[BrANcA ] ) P[NEGRA]

g) Sabiendo que la bola obtenida ha sido blanca, ¢cual es la probabilidad de
haber escogido la urna B?

%/v c,c@®
%\*nocc

3 9
a) P[BLANCA/A] = 1o 0,3 b) P[BLANCA/B] = 10~ 0,9

27

3.2
4 10 40
3 27 30 3

—_—t = — =
40 40 40 4

1 3
¢) P[A y BLANCA] % 10 40 d) P[By BLANCA] =

e) P[BLANCA] = P[A y BLANCA] + P[B y BLANCA] =

f) P[NEGRA] = 1 — P[BLANCA] = 1 —%=%
7 3 1 7 3 10 1

i 1 7.3 1 _7 3 _10_1
O bien: P[NEGRA]—4 10+4 T 40+4O 07

_ PIByBiancal _ 27/40 27 9 _
&) PIB/manca] = Pleiancal  30/40 30 10 0.9

Tenemos las mismas urnas del ejercicio anterior. Sacamos una bola de Ay
la echamos en B y, a continuacion, sacamos una bola de B.

a) ¢Cual es la probabilidad de que la segunda bola sea negra?

b) Sabiendo que la segunda bola ha sido negra, ;cual es la probabilidad de
que también la primera fuese negra?

a) P[2.2 NEGRA] = P[1.2 BLANCA y 2.* NEGRA] + P[1.* NEGRA y 2.% NEGRA] =

1 72_5+14_17

4+ .2 = =

_ 3
10 11 10 11 110 110 110

b) P14 NEGRA/2.2 NEGRA] = P[1.* NEGRA y 2.% NEGRA] _ 7/10 - 2/11 _

P[2.2 NEGRA] 17/110
_14/110 _ 14
17/110 17

En cierto pais donde la enfermedad X es endémica, se sabe que un 12% de
la poblacion padece dicha enfermedad. Se dispone de una prueba para de-
tectar la enfermedad, pero no es totalmente fiable, ya que:

Unidad 10. Cdlculo de probabilidades
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¢ da positiva en el 90% de los casos de personas realmente enfermas;
¢ da positiva en el 5% de personas sanas.

¢Cual es la probabilidad de que esté sana una persona a la que la prueba le
ha dado positiva?

W ENFERMO i» POSITIVO —> P [ENF. y POSITIVO] = 0,12 - 0,9 = 0,108
m NO ENFERMO ﬂ» POSITIVO —> P [NO ENF. y POSITIVO] = 0,88 - 0,05 = 0,044

Plrositivol = 0,108 + 0,044 = 0,152
La probabilidad pedida sera:

PI[NO ENF. Y pOSITIVO]  _ 0,044

= 0,28
P[rosiTivo] 0,152 ,289

P[NO ENF./POSITIVO] =

En tres maquinas, A, By C, se fabrican piezas de la misma naturaleza. El por-
centaje de piezas que resultan defectuosas en cada maquina es, respectiva-
mente, 1%, 2% y 3%. Se mezclan 300 piezas, 100 de cada maquina, y se eli-
ge una pieza al azar, que resulta ser defectuosa. ;Cual es la probabilidad de
que haya sido fabricada en la maquina A?

A 290, peppcruosa —— PIA y DEF.] = 1.1 1
3 100 300

1/3
13 , g 219, perecruosa —> PIB y DEF.] = 1.2 _2
3 100 300

1/3
c 2%, perectuosa —> PIC y DEF.] = 1.3 .3
3 100 300

P[DEF.]=L+L+ 3 _ 6
300 300 300 300

La probabilidad pedida sera:
P[A ypEr] _ 1/300 1

PlA/DEr] = Plper]  6/300 "%

OO O @ Q| Extraemos sucesivamente tres bolas sin reemplazamiento. Las
dos tltimas son blancas. ;Cual es la probabilidad de que la primera fuera
blanca?

Pllas dos ultimas blancas] = P[1.% blancal] - P[2 Gltimas blancas/1.2 blanca/] +

31 2 1 3
a . 1111 < a = — . — —_——=
+ P[1.% negra] - P[2 Gltimas blancas/1.* negral 5% + 5 210

Unidad 10. Célculo de probabilidades
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Pl1A0OyQRay 320 5) - (1 1
Pia Oz y 3: 01 = PRICY @2y 3200 G/5) 4/6) _ 1

P22y 3201 3/10 3
OTRA RESOLUCION
2 1 1
PIOyOyOI=2. 2. Lo
5 4 3 0 I Oy Ol 1 1 3
-yOyQOl=—+_—-=—
_23.2_1 105 10
P[QyOyQ]—S 373

. Y PIOyOyOl 1/10 1
P12 24 a — - -
12028y 38 Ol= 5 a5 a7 =~ 310 3

CUESTIONES TEORICAS

Sean A y B dos sucesos tales que P[A] = 0,40; P[B/A] = 0,25 y P[B]l = b. Ha-
1la:

a) P[ANB]

b) P[AUB] si b=0,5.

c) El menor valor posible de b.

d) El mayor valor posible de b.

a) PlA N B] = PlA] - P[B/A] = 0,40 - 0,25 = 0,1

b) PIA U B] = P[A] + P[B] - PI[A N B] = 0,40 + 0,5-0,1 = 0,8

¢) El menor valor posible de b es P[B] = P[4 N Bl, es decir, 0,1.

d) El mayor valor posible de b es: 1 - (P[4l -P[ANBD=1-00,4-0,1)=0,7

Si la probabilidad de que ocurran dos sucesos a lavez es p, ¢cual es la pro-
babilidad de que al menos uno de los dos no ocurra? Razénalo.

Si P[4 N B] =p, entonces:
PAAUBT=P[ANB)1=1-P[ANB]=1-p

Razona la siguiente afirmacion: si la probabilidad de que ocurran dos suce-
sos a la vez es menor que 1/2, la suma de las probabilidades de ambos (por
separado), no puede exceder de 3/2.

P[A]+P[B]=P[AUB]+P[AOB]<1+% %

pues P[AU B]<1 yP[AﬂB]<%.

Unidad 10. Cdlculo de probabilidades
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Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio.
1

¢Es posible que p sea una probabilidad si P[A] = %, P[B] = 5 y
"AB= 3.7
Pl[a'NB'] 10
PlA'N Bl=Pl(AU B)] = l—P[AUB]=% - P[AUB]=%

Por otra parte:

PlA U B] = P[A] + P[B] - P[A N B]

_PlANB] > P[AﬂB]=I—(1)

+

VIIN)
U1|>—=

A
10

Es imposible, pues una probabilidad no puede ser negativa.

Sea A un suceso con 0 < P[A] <1.
a) ¢Puede ser 4 independiente de su contrario A'?
b) Sea B otro suceso tal que BcC A. ;Seran A y B independientes?
c) Sea C un suceso independiente de A. ¢Seran 4 y C' independientes?
Justifica las respuestas.
A PlAl=p+#0; PlA1=1-p#0

PlAl- PIAT=p-p)#0

PlANAT=PID]l=0

No son independientes, porque P[4 N A'l # P[A] - P[A’].
b) P[A N B] = P[B]

¢P[A] - P[B] = P[B]? Esto solo seria cierto si:

e P[A] = 1, lo cual no ocurre, pues P[A] < 1.

e P[B] = 0. Por tanto, solo son independientes si P[B] = 0.
¢) A independiente de ¢ — P[4 N C] = P[A] - P[C]

PANCTI=PA-ANCO]=PlA-PlANC]=
= P[A] — P[A] - PIC]1 = PlA]l (1 — PICD = PlA] - P[C]

Por tanto, A y C' son independientes.

Unidad 10. Célculo de probabilidades
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47 | Al tirar tres dados, podemos obtener suma 9 de seis formas distintas:
126, 135, 144, 225, 234, 333

y otras seis de obtener suma 10:
1306, 145, 226, 235, 244, 334

Sin embargo, la experiencia nos dice que es mas facil obtener suma 10 que
suma 9. ;Por qué?

1,2,6; 1,3,5; 2,3, 4 — cada uno da lugar a 3! formas distintas. Es decir:
3:3=3-6=18
1,4,4; 2,2,5 — cada uno da lugar a 3 formas distintas. Es decir: 2-3 =06

18 + 6 + 1 = 25 formas distintas de obtener suma 9.

1,3,6; 1,4,5; 2,3,5 — 6-3 =18 formas
2,2,6, 2,4,4;, 3,3, 4 — 3-3=09 formas
18 + 9 = 27 formas distintas de obtener suma 10.

27

Pls 10] = —=—
[suma 10] 216

Esta claro, asi, que P[suma 10] > P[suma 9].

48 |Demuestra la propiedad
P[A U B] = P[A] + P[B]-P[A N B]

descomponiendo el suceso A U B en tres sucesos disjuntos.

A-(ANB ' B—(AN B

PIAUB =PIA-ANB)]+PIANBl+PB-(ANB)=
= PlA] - Pl[AN B+ PlAN Bl +P[B] - PI[A N Bl =
= PlA] + PI[B] - PlA N Bl

Pagina 261

PARA PROFUNDIZAR

49 | Un hombre tiene tiempo para jugar a la ruleta 5 veces, a lo sumo. Cada
apuesta es de 1 euro. El hombre empieza con 1 euro y dejara de jugar cuan-
do pierda el euro o gane 3 euros.

Unidad 10. Cdlculo de probabilidades

27



28

s50

a) Halla el espacio muestral de los resultados posibles.

b) Si la probabilidad de ganar o perder es la misma en cada apuesta, jcual
es la probabilidad de que gane 3 euros?

a) Hacemos un esquema:

/ 1(3) FIN > GGG
1(2) 2 — 1(3) FIN = GGPGG
7 > —1(1) FIN - GGPGP

~1(D)
\ i — 1(1) FIN = GGPPG
T _1(=1) FIN = GGPPP

1
oy — 1(3) FIN = GPGGG
7 > —1(D) FIN - GPGGP
1(D)
/ ~, ) — 1(1) FIN — GPGPG
-1(0) \ > _1(=1) FIN — GPGPP
~1(-1) FIN > GPP
~1(-=1) FIN P

El espacio muestral seria:

E = |GGG, GGPGG, GGPGP, GGPPG, GGPPP, GPGGG, GPGGP, GPGPG,
GPGPP, GPP, P}

donde G significa que gana esa partida y P que la pierde.

b) Por el esquema anterior, vemos que gana 3 euros con:

1 1_1

2 2238

[ =

GGG — probabilidad =

| =
(i)

GGPGG - probabilz’dad=(

)5

1 1
P = - +
[gane 3 euros]

) - L
32
1
32

GPGGG — probabz’lidad=(

o=

Por tanto:

-3 .
+ 16 0,1875

1
32

En una baraja de 40 cartas, se toman tres cartas distintas. Calcula la proba-
bilidad de que las tres sean nimeros distintos.

P[3 nimeros distintos] = 1 - P[2.* dist. de la 1.%] - P[3.* dist. de la 1.2 y de la 2.%] =

.36 32 _ 192

39 38 247

Unidad 10. Célculo de probabilidades
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Escogidas cinco personas al azar, ¢cual es la probabilidad de que al menos
dos de ellas hayan nacido en el mismo dia de la semana (es decir, en lunes,
martes, etc.)?

Plninguna coincidencial = 1 - P[2. en distinto dia que la 1.9] - ...
... - P[5.% en distinto dia que 1.2, 2.2, 3.2y 4.%] =

6. 5. 4 3 360
=1.-2.2. 2.2 29 _1
7 7 7 7 2401 0.15

Plalguna coincidencial = 1 — P[ninguna coincidencial = 1 — 0,15 = 0,85

Una moneda se arroja repetidamente hasta que sale dos veces consecutivas
el mismo lado. Calcula la probabilidad de los siguientes sucesos:

a) El experimento consta exactamente de 4 lanzamientos.
b) El experimento consta exactamente de »n lanzamientos, con 2 <n < IN.
c) El experimento consta, como maximo, de 10 lanzamientos.
a) Consta de cuatro lanzamientos si ocurre:
C+CC obien +C++
Por tanto:

4 4 4 3
Plcuatro lanzamientos] = (l) Rl (l) =2 (l) = (l) -1
2 2 8
1\?- 1
b) P[n lanzamientos) = (—)

¢) P[10 o menos lanzamientos] = P[2 lanzamientos] + P[3 lanzamientos] +

. 1 1\ (1) 1\9
+ P[4 lanzamientos] + ... + P[10 lanzamientos] = > +=] +|=| +...+ >

2 2

Nos queda la suma de 9 términos de una progresion geométrica con:

P T
1= ¥ 2
Por tanto:
‘ (1 12 (1) 1\
P[10 o menos lanzamientos] = [ = |+ [=| +[=| + ... +[=]| =
2 2 2 2
_ 9. _ 9 9 S
_1/2-1/2°-1/2 _ 120 -1/2) =1_(;) 1L 51 5908
1-1/2 1/2 2 512 12

Tenemos dos urnas:

@0 ®09

A cara o cruz se elige una. Se extrae una bola, se mira y se devuelve. Se ex-
trae otra bola. Ambas extracciones son la bola blanca.

¢Cual es la probabilidad de, en la siguiente extraccion, volver a sacar bola
blanca?

Unidad 10. Cdlculo de probabilidades
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Han salido dos bolas blancas. Empecemos por calcular la probabilidad de que la
urna sea A y la probabilidad de que sea B:

1 A@IHP[O}/Q]= 1
< PIOYO)
™~

1
S0Py O1-1 11 e piny0y01- L. 1o

l\)|»—l

+
0| =
@ [

Ha salido dos veces bola blanca. ;Qué probabilidad hay de que estemos en A?
;Y en B?:

PAYOYQl _1/2 _4

POy Ol 5/8 5

PIB/2 blancas] = ZBYOY Ol 1/8 1

PIO YOI 5/8 5

P[A/2 blancas] =

Ha salido bola blanca dos veces:

g/yLaurnaesA%P[otravezO]=1—>P[AyQ]=%-1=%
p)

4,19
N . L1 PIOI=3+ 36"
5 LaurnaesBﬂP[otravezO]=EﬂP[ByO]=§'E=E
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AUTOEVALUACION

1. Después de una partida de cartas quedan varias de ellas sobre la mesa. Hace-
mos con estas un montoncito en el cual se cumple que:

Plcoras] = 0,3; Pl[as] = 0,2; P[ni copas ni as] = 0,6

a) ¢Esta entre estas cartas el as de coras? En caso afirmativo, ¢cual es su proba-
bilidad?

b) ¢Cuantas cartas hay en ese montoncito?
El As de copas es COPAS y As. Por tanto: AS de COPAS = AS N COPAS
Plas N coras| = Plas] + Plcoras] — Plas U coras] = 0,2 + 0,3 + P[as U coras]
Calculemos Plas U copas]:
a) 0,6 = P[ni copras ni as] = Pcoras' N as'] = P[(coras U as)'] = 1 — Plcoras U as]
Plas U coras] =1 -0,6=0,4
Por tanto, Plas N corasl=0,2+0,3-0,4=0,1>0

Si esta el As de copras y su probabilidad es 0,1.

30 Unidad 10. Célculo de probabilidades
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1
b) Si la probabilidad de que salga el as de coras es 0,1 = 10 entonces es que que-
dan solo 10 cartas.

Q[ Q[ [[rom

contenido de la urna de la izquierda. Di el
valor de las siguientes probabilidades y ex-
plica su significado donde se pida:

Pasa a una tabla como la de la derecha el “

a) P[Q], PIO], PIQ], Pl1], PI2]
b)) P[Q N 1], P[D/1], P[1/Q]. Significado.
o) PlO/1], PI@/1]

d)El suceso “1” es independiente con @, @ o @. ¢Con cual de ellos? Explica
por qué.

Q[ D[] [{roma]]
(1] 3 1 2 6
2| 2 1 1 4

TOTAL| 5 2 3 10

|
i
o]
©
I
|

a-> .1 pai_2 -
D PIQI= 15 =7 PlOI=75=3 10

_6_3 _
PM—lO—S,Pm—

b)e Pl N 1]= % Significa P[bola roja con el nimero 1].

1

3.1
< PO/ =-C-

Sabemos que la bola tiene un 1. ;Cudl es la probabilidad de que sea roja?

.« Pl/Q] = %

Sabemos que la bola es roja. ;Cual es la probabilidad de que tenga un 1?
2 1

) _1 _
c)P[O/l]—6, Pl@/1] 6”3

1
d) El suceso 1 es independiente respecto a @ porque Pl@/1] = P[] = >

No es independiente respecto a @ porque P[@/1] # PlQ], ni es independiente
respecto a @ porque Pl@/1]# P(@].

Unidad 10. Cdlculo de probabilidades
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3.

P[R] = 0,27; P[S']1=0,82; P[RU S]=0,4. Halla P[S], P[RNS], PIRUS)] vy
P[R' U S'].

PISI=1-PIS]=1-0,82=0,18

PIR N S] = P[RI+ PIS] — P[R U S = 0,27 + 0,18 = 0,4 = 0,05
PIRUS)T=1-P[RUSI=1-04=006
PIRUSI=PIRNS))=1-P[RNSI=1-005=095

4. ;Podemos asegurar que P[{1, 2}] < P[{1, 2, 7}]]? Razona la respuesta.

5.

Podemos asegurar que P[{1, 2}] < P[{1, 2, 7}].
Pero podria ser que P[7] =0, en cuyo caso P[{1, 2l] = P[{1, 2, 7}].

Por tanto, no podemos asegurar que P[{1, 2}] < P[(1, 2, 7}I.

® 7\ 7N
JID DD

Sacamos una bola de A y la metemos en B. Removemos. Sacamos una bola de
B. Halla:

A P[1.°Qy2"Q] P[2°0/1."Q]
b)P[1.: @y 2." Q] P[2."@/1.°Q], P[2."Q]

o P[2.Q], P[1.,@/2.2Q]

2,9 . ca o 2.2 4

/’/——-\AQ / Pl[1. Q y 2. Q] 3 3 =

2 ° 2 2 4

/ RQ P[130y230]=g2=ﬁ
229 :

1 , 11

® x« AQ yg Pl1* @y 2. g]zg.zzE

' 0 / \ 1 3 3

® 3 Pl1*@Qy2Ql=— —=—

N 3 4 12
: iyl 241
DP12Qy2 Q]_5 =

Unidad 10. Célculo de probabilidades
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i 1
3 4 12
Ve

P22 Q/1° Q) =%

b PI1:Q@y2*Q]=

a g _ a a a4 a =i L=i
P27 Q1=P12Qy 27 QI+ P17 @y 21 Q=+ 5= 5

—_
1\>|\'

4
OPR*QI=PI1*Dy 27 Q] +p[1agy2ag]__+%=

i e PLAQY20Q@] 112 1
P11 @/2* Q] A0 ST

6. Berta ha ido al cine, al teatro o al concierto con probabilidades 0,5; 0,2; 0,3,
respectivamente. E1 60% de las veces que va al cine se encuentra con amigos y
se va de marcha con ellos. Lo mismo le ocurre el 10% de las veces que va al
teatro y el 90% de las que va al concierto.

a) ¢Qué probabilidad hay de que se quede de marcha con amigos?

b) Después del espectaculo ha vuelto a casa. ;Qué probabilidad hay de que haya
ido al teatro?

yAMIGOS PlcNe y aml = 0,5 - 0,6 = 0,30
CINE
05 ml\]o AMIGOS P[CINE Y no AM] = 0,5 ' 0,4 = 0,20
02 yAMIGos PITEATRO Y AM] = 0,2 - 0,1 = 0,02

— = TEATRO

\NO AMIGOS P[TEATRO Y NO AM] = 0,2 - 0,9 = 0,18

0.3 AMIGOS P[concierTOo v AM] = 0,3 - 0,9 = 0,27

/
CONCIERTO
\

NO AMIGOS  P[cONCIERTO ¥ no am] = 0,3 - 0,1 = 0,03

a) Plam] = P[cINE y aM] + P[TEATRO y AM] + P[cONCIERTO y aM] = 0,30 + 0,02 + 0,27 = 0,59

P[TEATRO Yy NnO AM]
P[no am]

b) P[TEATRO/NO AM] = . Calculemos:

P[1EATRO/NO AM] = 0,18
Plno am] =1 - Plam] = 1 - 0,59 = 0,41
(También se podria haber calculado sumando P[CINE y no AM] + P[TEATRO y no AM] +

+ P[CONCIERTO y nO AM].)

0,18
P[TEATRO/NO AM] = 0, o = 0,44

Esto significa, dicho de forma ingenua, que de cada 100 veces que vuelva a casa
pronto, en 44 de ellas ha ido al TEATRO.

Unidad 10. Cdlculo de probabilidades
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LAS MUESTRAS
ESTADISTICAS

Pagina 266

1. Una ganaderia tiene 3 000 vacas. Se quiere extraer una muestra de 120. Explica
como se obtiene la muestra:

a) Mediante muestreo aleatorio simple.

b) Mediante muestreo aleatorio sistematico.

a) — Se numeran las vacas del 1 al 3000.
— Se sortean 120 nimeros de entre los 3 000.

— La muestra estard formada por las 120 vacas a las que correspondan los nime-
ros obtenidos.

000
b) Coeficiente de elevacion: h = 5170 =25

— Se sortea un nimero del 1 al 25. Supongamos que sale el 9.

— Las vacas seleccionadas para la muestra serian las que correspondieran a los
nameros 9, 34, 59, 84, 109, ..., 2984.

Pagina 267

2. Una ganaderia tiene 2 000 vacas. Son de distintas razas: 853 de A, 512 de B, 321
de C, 204 de Dy 110 de E.
Queremos extraer una muestra de 120:

a) ¢Cuantas hay que elegir de cada raza para que el muestreo sea estratificado
con reparto proporcional?

b) ¢Como ha de ser la eleccion dentro de cada estrato?
a) Llamamos 7, al nimero de vacas que debemos elegir de la raza A, 7, al de
raza B, n; alde C, ny alde Dy ng aldeE.
Ha de cumplirse que:
120  nmy  ny, Ny Ny N
2000 853 512 321 204 110

Asi, obtenemos:
ny =5L18 n,=30,72 ny;=19,26 n,=1224 ng=06,6
La parte entera de estos nimeros suma:

51 +30 + 19 + 12 + 6 = 118. Faltan 2 para llegar a 120.

Unidad 11. Las muestras estadisticas




Por tanto, debemos elegir:
51 vacas de raza A, 31 vacas de B, 19 de C, 12 de Dy 7 de E.

b) Dentro de cada estrato, la elecciéon ha de ser aleatoria.

Pagina 268

1. Obtén aleatoriamente cuatro nimeros enteros comprendidos entre 1y 95.
Por ejemplo:
028X 95 W 13 22.91 > 22
5 95 () 1 (=) -5
£ 95 () 1 (=) -
N

(90 8.842)095® 1= 80.99)

27
80
O mejor:

95 ) ()

MEC 2y - 22

M e 458 - 5

Hemos obtenido los nimeros 22, 5, 27 y 80.

2. Obtén cinco niimeros enteros elegidos aleatoriamente entre 1y 800.

Por ejemplo:
(9 T I0YX800® 13 849.2) - 84
5 8.088)080® 13 189 - 79
(9 0835800 ® 13 5683) — 669
(5 8448080 ® 1= ([ 368.2) - 360
™9 08.6822)9800® 1= _488.5) — 498
O mejor:
800 ) )
M ®[ 83.2) - 8
M@ 384 > 79

Hemos obtenido los numeros 84, 79, 669, 360 y 498.

Unidad 11. Las muestras estadisticas
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3. De una poblacion de N =856 elementos, deseamos extraer una muestra de ta-
maifo n=10. Mediante el uso de nimeros aleatorios, designa cuales son los

10 individuos que componen la muestra.

Para multiplicar por 856 los niimeros que aparezcan en pantalla, introducimos:

856 (factor constante)

Ahora recurrimos a los nimeros aleatorios. Por ejemplo, podemos obtener:

[

0.835)3 [

[=x]

)

)

" 8.418)= [ 358.664
" 8.5S9E[_4314.224
S §.58%=[ 4a85.352
" (__08.530)®(___453.68
" 8.0sVYE[ 4a.19e
" ( 0.993)=( 8s0.008
™ 58.388)= [ 338.916
™ 8.8i3)=( ii.iz2s
9 ( 0.636)®(  S544.4!6

%

@A 1 1L 1]

715
359
475
480
454
49

851
339

Los individuos elegidos para la muestra serfan los correspondientes a los nimeros
715, 359, 475, 4806, 454, 49, 851, 339, 12y 545.

4. De una poblacion de 543 individuos, queremos extraer una muestra de tamafio
40 mediante numeros aleatorios. Obtén los cinco primeros elementos de di-

cha muestra.

Para multipicar por 543 los ndmeros que aparezcan en pantalla, introducimos:

543 (factor constante)

Ahora recurrimos a los nimeros aleatorios. Por ejemplo, podemos obtener:

[%[ ]

)

)

5.23VE [ 128.63!
" 0.039E [ 38.5573
-t ( 0.6/ Y®( 333.40¢
(9 0.4IVE ([ 265,87
M 8HIs)E( 25i.82s

%

%

%

%

%

129
39

334
270

258

Los cinco primeros elementos de la muestra serfan los correspondientes a los nime-

ros 129, 39, 334, 270 y 258.

Unidad 11. Las muestras estadisticas
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA RESOLVER

1 |En cada uno de los siguientes casos, di si el colectivo es poblacion o es
muestra:

a) En una floristeria, afiaden al riego de todas las macetas unas gotas de un
cierto producto para probar su eficacia.

b)En un gran invernadero, se seleccionan 200 plantas que seran regadas
con unas gotas de un producto para analizar su eficacia.

a) Es poblacion, porque riega con el producto todas las macetas.

b) Es muestra, porque no riega con el producto todas las macetas, sino una parte
de ellas.

2 | Un fabricante de elasticos quiere estudiar su resistencia a la rotura. Para ello,
los estira hasta que se rompen y anota el grado de estiramiento que alcan-
zan sin romperse.

¢Puede realizar dicho estiramiento sobre la poblacion o es imprescindible
realizarlo sobre una muestra? ;Por qué?

Es imprescindible hacerlo sobre una muestra, porque interesa romper la menor
cantidad de elasticos posible.

3 | Solo uno de los siguientes procedimientos nos permite obtener una mues-
tra representativa. Di cual es y, en los otros, estudia el sentido del sesgo y su
importancia:

a) Para estudiar las frecuencias relativas de las letras, se toman al azar 20 li-
bros de la biblioteca de un centro escolar y se cuenta las veces que apa-
rece cada letra en la pagina 20 de los libros seleccionados.

b) Para conocer la opinion de sus clientes sobre el servicio ofrecido por
unos grandes almacenes de cierta ciudad, se selecciona al azar, entre los
que poseen tarjeta de compra, a 100 personas entre las que han gastado
menos de 1 000 € el ultimo afio, otras 100 entre las que han gastado en-
tre 1 000 € y 5 000 €, y 100 mas entre las que han gastado mas de 5 000 €.

c) Para calcular el nimero medio de personas que estan adscritas a cada car-
tilla en un Centro de Salud de la Seguridad Social, los médicos toman nota
de todas las cartillas de las personas que acuden a las consultas durante
un mes.

a) Es una muestra representativa.

Unidad 11. Las muestras estadisticas
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b) No es representativa, porque hay mucha mas gente en un intervalo (por ejem-
plo, entre 1000 € y 5000 €) que en otro (mas de 5000 €), y hemos tomado el
mismo numero de representantes. Ademads, hay otra mucha gente sin tarjeta
que no se ha tomado en cuenta.

¢) No es representativa, ya que lo que mds se va a ver son las cartillas que corres-
ponden a familias numerosas. Esta claro que cuanta mds gente tenga esa cartilla
mas facil es que ese mes se tome nota de ella.

4 | De un colectivo de 500 personas, elige una muestra de 20 mediante:

a) Un muestreo aleatorio sistematico.

b) Un muestreo aleatorio simple.

an#
Utiliza la tecla () de la calculadora.
Para los dos casos, numeramos a las personas del 1 al 500.

500
0 - 25

Origen: 25 (9 ("9 13 (por ejemplo)
Deberemos elegir las personas cuyos nimeros sean:

14, 39, 64, 89, 114, 139, 164, 189, 214, 239, 264, 289, 314, 339, 364, 389, 414,
439, 464, 489.

b) Con la tecla (9 de la calculadora, hacemos: 500 MEOmEME..
hasta obtener 20 resultados distintos

a)h=

5 |En un conjunto de 1 000 conductores hay:

— 50 taxistas.

— 75 camioneros.

— 25 conductores de autobuis.

El resto son conductores de vehiculos corrientes y se reparten asi:
— 250 con mas de 20 afios de experiencia.

— 425 con una experiencia de entre 5y 20 afios.

— 175 con una experiencia de 0 a 5 afios.

Para confeccionar una muestra de 40 individuos mediante muestreo aleato-
rio estratificado proporcional, jcuantos hay que seleccionar de cada uno de
los seis estratos?

Llamamos 7, al nimero de taxistas que tendriamos que seleccionar, 72, al nu-
mero de camioneros, ny al nimero de conductores de autobuses, 7, al nimero
de conductores con mas de 20 anos de experiencia, 75 al de conductores con
una experiencia de entre 5y 20 anos y 7, al de conductores con una experien-
cia de 0 a 5 anos. Entonces:

ﬂ & 7y ny U ng 400

50 75 25 250 425 175 1000
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Asi, debemos elegir:
n, = 2 taxistas
n, = 3 camioneros
ny =1 conductor de autobus
1, = 10 conductores con mas de 20 anos de experiencia
ns = 17 con experiencia entre 5y 20 anos

ne = 7 con experiencia entre 0 y 5 anos

En cierta provincia hay cuatro comarcas, C,, C,, C; y G conun total de
1500 000 personas censadas. De ellas, 300 000 residen en C,, 450 000 en
C, ¥ 550000 en C;.

Se quiere realizar un estudio sobre las costumbres alimenticias en esa
provincia basado en una muestra de 3 000 personas.

a) ¢Qué tipo de muestreo deberiamos realizar si queremos que en la mues-
tra resultante haya representacion de todas las comarcas?

b) ¢Qué niimero de personas habria que seleccionar en cada comarca, aten-
diendo a razones de proporcionalidad?

c) ¢Como seleccionarias las personas en cada comarca?

Justifica las respuestas.

a) Deberiamos realizar un muestreo aleatorio estratificado.

b) El nimero de personas que residen en C; es:
1500000 — (300000 + 450000 + 550 000) = 200 000

Llamamos n,, n, n; y n, al nimero de personas que tendriamos que se-
leccionar en cada comarca (C), C,, C3 y C, respectivamente). Entonces:

n n

T 2 Mmooy 3000
300000 450000 450000 200000 1500000

Por tanto, debemos elegir:
n, = 600 personas de C|
n, = 900 personas de C,
ns = 1100 personas de Cj
n, = 400 personas de Cj

¢) Dentro de cada comarca, podriamos seleccionarlos mediante un muestreo alea-
torio simple, o mediante un muestreo sistematico.
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7 En un centro de ensefianza con 981 alumnos y alumnas, se va a hacer un
sondeo sobre tendencias politicas.

Se va a escoger una muestra de 84 estudiantes. En el centro hay 5 cursos
(1.°, 2.°,3.°, 4.° y 5.°) con un niumero de alumnos y alumnas en cada uno de
ellos de 345, 234, 190, 140 y 72.

¢Cuantos alumnos deberemos escoger de cada curso si deseamos que el
muestreo sea estratificado con reparto proporcional?

84 a b c d e

981 345 234 190 140 72

Ast: a=30, b=20, c=16, d=12, e=6
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8 | Queremos seleccionar una muestra de 50 alumnos de 2.° de Bachillerato. En
cada uno de los siguientes casos debes decidir si el muestreo debe ser aleato-
rio simple o estratificado por sexos (chicos-chicas) para estudiar las variables
indicadas:

a) Estatura.

b) Tiempo que emplean los alumnos en ir de su casa al instituto.
c) Agudeza visual (porcentaje de alumnado con gafas).

d) Incidencia de caries dental.

e) Practica de fatbol.

f) Lectura de algiin periodico.

g) Numero de hermanos.

a) En la estatura de chicos y chicas de esa edad suele haber diferencias significati-
vas. El muestreo debe ser estratificado en este caso.

b) Simple.
¢) Simple.
d) Simple.

e) Estratificado. Hay una gran diferencia entre el porcentaje de chicos y chicas que
juegan al fatbol.

f) Simple.

g) Simple.
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Una biblioteca publica esta organizada en cinco secciones con los nimeros
de libros que se indican en esta tabla:

[ sECION 1 || secciON 2 || seccioN 3 | seccion 4 | | seccion 5 |

500 860 1200 700 740

Se quiere seleccionar una muestra del 5% de los libros mediante muestreo
estratificado aleatorio, considerando como estratos las secciones.

Determina el nimero de libros que habria que seleccionar en cada seccion si:
a) Consideramos afijacion igual.

b) Consideramos afijacion proporcional.

Tenemos un total de 4000 libros.

a) El 5% de 4000 son 200 libros. Como tenemos cinco secciones, debemos elegir
200 : 5 = 40 libros de cada seccion.

b) Como queremos una muestra del 5%, elegimos aleatoriamente un 5% de libros
de cada seccion. Asi, debemos escoger:

— 25 libros de la seccion 1.
— 43 libros de la seccion 2.
— 60 libros de la seccion 3.
— 35 libros de la seccion 4.
— 37 libros de la seccion 5.

Elegimos un total de 200 libros.

PARA PROFUNDIZAR

Si cuentas el nimero de personas y el niimero de perros que viven en tu por-
tal y todos los compaifieros y compaieras hacéis lo mismo, obtendréis una
muestra con la que podréis estimar el nimero de perros que hay en vuestra
poblacion.

a) ¢Como es de fiable esta estimacion?

b) ¢Es aleatoria la muestra que has utilizado?

c) ¢Se te ocurre un procedimiento mejor para seleccionar la muestra?
a) Es poco fiable.

b) La muestra no es aleatoria porque no la hemos elegido al azar entre los habi-
tantes de la ciudad que se quiere estudiar.

Si en ese portal hay muchas viviendas, pueden representar, en el mejor de los
casos, a las familias de ese barrio (céntrico o periférico, con ciertas caracteristi-
cas socioeconomicas, culturales...), pero no a los demas barrios de la poblacion.

©) Utilizar una muestra de viviendas elegidas al azar entre las de esa poblacion.
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11 |Para hacer un estudio sobre los hibitos ecologicos de las familias de una
ciudad, se han seleccionado, por sorteo, las direcciones, calle y nimero que
seran visitadas. Si en un portal vive mas de una familia, se sorteara entre
ellas la que sera seleccionada. ;Obtendremos con este procedimiento una
muestra aleatoria?

Las familias que viven en viviendas unifamiliares tienen mayor probabilidad de ser
elegidas.

12 |Lavalidez de la informaciéon que nos proporciona una encuesta depende, en
gran medida, de la cuidadosa elaboracion del cuestionario. ;Qué defectos
adviertes en las siguientes preguntas?:

a) ¢Cuantos libros leiste el afio pasado?

b) ¢Cuanto tiempo dedicas al deporte?
Poco [] Mediano [] Mucho ['] Muchisimo []

c) ¢Qué opinion tienes del alcalde?
Muy buenal] Buenal] Indiferente[]

d) ¢Qué opinas sobre el cambio climatico?

a) Salvo que se vayan apuntando los libros leidos, que casi nadie hace, la res-
puesta que se dé es aproximada.

b) Las opciones que se dan de respuesta son muy subjetivas. Dos personas que
dediquen el mismo tiempo, pueden dar respuestas distintas.

©) Es una pregunta que, dependiendo de la época en que se haga, de la ideologia
del encuestado, etc., puede variar mucho.

d) Las respuestas serdn tan distintas que no se pueden tabular ni estudiar poste-
riormente.
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AUTOEVALUACION

1. Un guionista de cine tiene dudas sobre c6mo resolver el final de su préxima
pelicula de intriga. Decide preguntar sobre la viabilidad de dos posibles fina-
les a futuros espectadores. Di dos razones, al menos, por las que se justifique
que el sondeo debe hacerlo sobre una muestra (y no consultar a toda la pobla-
cion).

e La poblacion (los futuros espectadores de la pelicula), ademas de ser muy nume-
rosa, atin no esta bien definida.

e Los individuos participantes en la muestra “se estropean”: al conocer de antemano
el posible final de la pelicula, dejarin de disfrutar plenamente la emocion de la in-
triga en la pelicula finalizada.

Unidad 11. Las muestras estadisticas
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2,

Selecciona mediante muestreo aleatorio sistematico una muestra de 14 indivi-
duos de un total de 584. Utiliza para ello la tecla () de tu calculadora.

84
El coeficiente de elevacion es h = 51—4 =41,71.

Tomamos h = 42.

Sorteamos quién sera el primero, del 1 al 42:

- % 42 =

El primer elemento que obtenemos en este caso sera el individuo 29.
Por tanto, elegiremos a estos individuos:

29, 71, 113, 155, 197, 239, 281, 323, 305, 407, 449, 491, 533 y 575.

En un centro de ensefianza con 1324 alumnos y alumnas, se va a hacer un
sondeo sobre aficion a la lectura. Se va a escoger una muestra de 80 estudian-
tes. En el centro hay 6 cursos: 1.°, 2.°, 3.°, 4.°, 5.° y 6.°, con 411, 338, 175, 153,
130 y 117 alumnos, respectivamente.

a) ¢Cuantos hay que escoger de cada curso si se desea que el muestreo sea
estratificado con reparto proporcional?

b)Dentro de cada estrato, ;como se seleccionan los individuos que forman
parte de la muestra?

80 a b c d e f

1324 411 338 175 153 130 117

a)

80 () 1324 =) [ §.86842225868) 0 0 411 &= ([ 24.83)
338 = (__28.42)
175= [ 13.57
153 = 9.24
130 = [ 1.85] < e
117 3.88) « f

TT T
S X

[gul

A la suma de las partes enteras (24 + 20 + 10 +9 +7 +7 = 77) le faltan 3 unidades
para llegar a 80. Anadimos una unidad a las tres que tienen mayor parte decimal,
a, ¢y e. Por tanto:

a=25 b=20, c=11, d=9, e=8, f=7

b) En cada estrato, los correspondientes elementos de la muestra se eligen aleatoria-
mente.

Unidad 11. Las muestras estadisticas



Pagina 275

REFLEXIONA Y RESUELVE

Lanzamiento de varios dados

B Comprueba en la tabla anterior que:

DESV. TIPICA ~ DESV. TIPICA PARA UN DADO
= (n=2, n=3 o n=4)
PARA 7 DADOS \n
2 = L1 1,21
n= — =1,
V2
3 o 1,71 0.98
n= —= =0,
V3
L71 171
n=4 —» ——=—=-—2-—=086
Vi o2

B Justificacion de las afirmaciones mirando la grafica:

— Cuantos mas dados intervienen, mas se parece la distribuciéon de sus

promedios a la curva normal.

INFERENCIA ESTADISTICA.
ESTIMACION DE LA MEDIA

— Todas las distribuciones tienen la misma media.

— Cuantos mas dados intervienen, menor desviacion tipica tiene la distribu-

cion.

— Observamos que, al aumentar el nimero de dados, n, la forma de la curva se
parece cada vez mas a la de la normal.

— Son todas curvas simétricas. La media de todas ellas coincide, 3,5.

— A medida que aumenta 7, hay mas resultados en la parte central (préxima a la
media) y menos en los extremos; por tanto, menor es la desviacion tipica.
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1. Halla las siguientes probabilidades en una distribucion N (0, 1):

a) Pz > 2,8] b) P[z<-1,8] c) P[z>-1,8]
d) P[1,62 < z< 23] e) P[1<=z<2] f) P[-0,61 < z<14]
g P[-1<z<2] h) P[-2,3 <z<-1,7] i) P[-2<z<-1]

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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) Plz>28=1-Plz<28] = 1-09974 = 0,0026

b) Plz<-18]=Plz=21,8/=1-Plz< 18] =1-0,9641 = 0,0359

o Plz>-18] = Plz < 1,8] = 0,9641

d Pl1,62 <2< 23] = Plz < 23] - Pl < 1,62] = 0,9893 — 0,9474 = 0,0419

e) P[1<z<2]=Plz<2]-P[z<1]=0,9772 - 0,8413 = 0,1359

f) P[-0,61 < 2 < 1,4] = Plz < 1,4] — Plz < -0,061] = Pz < 1,4] — P[z > 0,61] =
=Plz<14] - (1 - Plz<0,61D = 0,9192 — (1 - 0,7291) = 0,6483

Q@ P-1<z<2]=Plz<2]-Plz<-1]=Plz<2]-Plz=21] =

=Plz<2]-(1-Plz<1) =0,9772 - (1 — 0,8413) = 0,8185

h) P[-23<z<-1,71=P[1,7<z<23]=Plz<23]-Plz<1,7] =
= 0,9893 — 0,9554 = 0,0339

D) P[2<2z<-11=P[1<£2z<2]=Plz<2]-P[z<1] =0,9772 - 0,8413 = 0,1359

Calcula el valor de k (exacta o aproximadamente) en cada uno de
los siguientes casos:

a) P[z<k]=0,5 b) P[z < k] = 0,8729 c) P[z<k]=0,9
d) Pl[z< K] = 0,33 e Plz<k]=0,2 f) Plz> k] = 0,12
g) P[z > k] = 0,9971 h) P[z> k] = 0,6

A Plz<k=05 > k=0
b) Plz< kl = 0,8729 — k=114
OPlz<k=09 - k=128
d) Plz< k] =0,33
Plz>-kl =033 — Plz<-kl=1-033=0,67
- k=044 — k=-044

&% 0 &

e) Plz<kl=0,2

Plz<-k=1-02=08 - —k=084 > k=-0,84
f) Plz> k] = 0,12

Plz<kl=1-0,12=088 — k=1,175
g Plz > k] = 0,9971

Plz< -kl =09971 — —k=276 — k=-276
h) Plz> kI = 0,6

Plz<—R =06 = k=025 = k=-0,25

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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3. En una distribucion N (18, 4), halla las siguientes probabilidades:
a) Plx < 20] b) P[x > 16,5] c) P[x < 11]
d) P[19 < x < 23] e) P[11 < x < 25]

20 —
4

a) Pl < 20] = P[ZS 18] - Plz<05] = 0,6915

= P[z>-0,38] = P[z < 0,38] = 0,6480

b) Plx > 16,5] = plz > 16,5_—18]

4
11 -18

o Plx<11] = P[ZS ] =Plz<-1,751=Plz21,75] =1 -Plz<1,75] =

=1-0,9599 = 0,0401

d)P[19SXS23]=Pl19;18SZS 25;18}

= Pl0,25<2<1,25] =

= Pz <1,25] - P[z < 0,25] = 0,8944 — 0,5987 = 0,2957

e) P[11<x<25]=P

-1 25-1
[114 8 .o 54 8}=p[_1,753231,75]=

=P[z<1,75] - Plz<-1,75] = Pz < 1,751 - Plz 2 1,75] =
=2P[z<1,75]1-1=2"-0,9599 - 1 = 0,9198

4. En una distribucion N(6; 0,9), calcula %k para que se den las siguientes igual-
dades:

a) P[x < k] =0,9772 b) P[x< k] =0,8
¢) P[x<k]=0,3 d) P[x > k] = 0,6331

a) Plx < Kl = 0,9772

Plx<kl=P k=6 = 0,9772 — k;6=2 - k=78
X S zs 079 R 0,9 2 y
b) Plx < k) = 0,8
k—06 k—06
<kl = < = =70 ~
Plx <kl = P|z< 0.9 0,8 — 09 0,84 — k=06756
C) Plx<kl=0,3
Plx<k=pr k=6 =03 — (ﬂ)~052—>k~5532
X S s 079 s - 079 =Y, -
d) Plx = kl = 0,6331
k—06 k-6
Plx >kl =Plz2 09 —0,6331 - —(W) —0,34 4 16—5,694

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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1. Calcula razonadamente los valores criticos correspondientes a las probabili-
dades 0,95 y 0,99.

e Para una probabilidad de 0,95:

oa 1-0
5= T% =0,025; 0,95 + 0,025 = 0,975
o/2 0,95 o/2
Plz<z,,]= 0975 — z,,=196
—Zo/2 Za/2

e Para una probabilidad de 0,99:

o 1-0
L T% = 0,005; 0,99 + 0,005 = 0,995
/2 0,99 /2
Plz<z,,1=0,995 — z,,=2,575
—2w/2 Zo/2

2. Calcula los valores criticos correspondientes:
a) o = 0,09
b) o = 0,21
©) o = 0,002
aAo=00 — 1-o0=091
o 0,0
E = 79 = 0,045; 0,91 + 0,045 = 0,955
Plz<z,,1=095 — z,,=170
b)a=021 - 1-o=079
o 0,21
E = T =0,105; 0,79 + 0,105 = 0,895
Plz<z,,1=089 = z,,=125
0o =0002 - 1-a=00998
o
~ = 0,001; 0,998 + 0,001 = 0,999

Plz<z,,]=099 — z,,=3,08

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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3. En una distribucion N(173, 6), halla los intervalos caracteristicos para el
90%, el 95% y el 99%.

Para el 90%: (173 — 1,645 - 6; 173 + 1,645 - 6) = (163,13; 182,87)
Para el 95%: (173 — 1,96 - 6; 173 + 1,96 - 6) = (161,24; 184,76)
Para el 99%: (173 — 2,575 - 6; 173 + 2,575 - 6) = (157,55; 188,45)
4. En una distribucion N (18, 4), halla los intervalos caracteristicos para el 95%
y €1 99,8%.

Para el 95%: (18 -=1,96 - 4; 18 + 1,96 - 4) = (10,16; 25,84)
Para el 99,8%: 1 -0 =0998 — o =0,002 — % = 0,001

0,998 + 0,001 = 0,999 — z,, = 3,08

(18 = 3,08 - 4; 18 + 3,08 - 4) = (5,68; 30,32)
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1. Los parametros de una variable son: | = 16,4, ¢ = 4,8. Nos disponemos a ex-
traer una muestra de »n = 400 individuos.

a) Halla el intervalo caracteristico para las medias muestrales correspondien-
tes a una probabilidad p = 0,99.

b) Calcula P[16 < x < 17].
Como 7 > 30, las medias muestrales se distribuyen segin una normal de media
c 4,8 4,8

U= 16,4 y de desviacion tipica — =

=0,24; es decir:
Vn V400 20 TV

X es N(16,4; 0,24)
a)Para p=099 = z,,=2575
El intervalo caracteristico es:

(16,4 — 2,575 - 0,24; 16,4 + 2,575 - 0,24); es decir: (15,78; 17,02)

16 — 16,4 17 — 16,4

b)Pl[l6<x<17]=P 0.24 <z< 024

=P[-1,67<z<25]=
= Plz<25] - Plz < -1,67] = Plz < 2,5] - Plz > 1,67] =

= Plz<25] -1 -Plz<1,67D = 0,9938 — (1 — 0,9525) = 0,9463

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media




2. Los sueldos, en euros, de los empleados de una fibrica se distribuyen
N (1200, 400). Se elige al azar una muestra de 25 de ellos. ;Cual es la probabi-
lidad de que la suma de sus sueldos sea superior a 35 000 €?

Halla el intervalo caracteristico para las sumas de 25 individuos, correspon-
dientes a una probabilidad del 0,9.

La suma de los sueldos sigue una distribuciéon normal de media:
L = 25 - 1200 = 30000 €

y de desviacion tipica © i = 400 - V25 = 400 - 5 = 2000 €; es decir:
Zx es N(30000, 2000)

Por tanto:

35000 — 30000 _
2000

=1-Plz<25]=1-0,9938 = 0,0062

P[Zx > 35000] = P|z > Plz>25] =

Intervalo caracteristico:
Para una probabilidad del 0,9 es:
(30000 — 1,645 - 2000; 30000 + 1,645 - 2000); es decir: (26710; 33 290)
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1. De una variable estadistica, conocemos la desviacion tipica, ¢ = 8, pero des-
conocemos la media, |I. Para estimarla, extraemos una muestra de tamaiio
n = 60 cuya media obtenemos: x = 37. Estima | mediante un intervalo de
confianza del 99%.

Para un nivel de confianza del 99%, tenemos que z,, = 2,575.

El intervalo de confianza para | sera:

8 8
37 — 2,575 - ——; 37 + 2,575 - ——|; es decir: (34,34; 39,66)
V60 V60

Por tanto, tenemos una confianza del 99% de que W esté comprendida entre 34,34 y

39,60.
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1. La desviacion tipica de las estaturas de los soldados es de 5,3 cm. ;Qué tamaifio
ha de tener la muestra para estimar la estatura media, |, de la poblacién con
un error menor que 0,5 cm y con un nivel de confianza del 95%?

Para un nivel de confianza del 95% (o = 0,05), tenemos que z,,, = 1,96. El error
maximo admisible es:

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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(&)
E=Zoc/2'ﬁ

Queremos que E < 0,5 cm. Despejamos #:

R

La muestra ha de ser de, al menos, 432 soldados.

1,96 - =20,776 — n > 431,64

Pagina 289

2. Sabemos que la desviacion tipica de los pesos de los pollos adultos es 300 g.
Queremos estimar el peso medio de los pollos adultos de una granja con un
error menor que 100 g, y para ello, tomamos una muestra de 50 individuos.

¢Con qué nivel de confianza podremos realizar la estimacion?

Despejamos z,,, en la férmula del error:

c 300 100 - V50
E=Za/2.ﬁ 4 1OO=Z(X/2'E - ZOVZ:T 4 Za/2=2,36

Hallamos el nivel de confianza:

Plz < z,,] = Plz < 2,30] = 0,9909

o
5 Plz>2,36] =1 -0,9909 = 0,0091

o=2-0,091=00182 — 1-0=0,9818

El nivel de confianza es del 98,18%.

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Intervalos caracteristicos

1 | En las distribuciones normales cuyos parametros se dan, halla el intervalo
caracteristico que en cada caso se indica:

a b [[d][d[le[lH g hI i
0 0 0 0 112 3512 3512 3512 3512
1 1 1 1 15 550 550 550 550

0,95 0,99 0,90 0,80 0,95 0,99 0,95 0,90 0,80

El intervalo caracteristico es de la forma:

(”_Za/z O Ut Z o)

a) 2z, =196 u=0; c=1 Intervalo (~1,96; 1,96)
b)z,,=2575 u=0; =1 Intervalo (-2,575; 2,575)

Q) Zy, = 1,645 L=0; 6=1 Intervalo (—1,645; 1,645)
dDz,,=128 w=0; 6=1 Intervalo (—1,28; 1,28)

e 2y, =196 u=112; 6=15 Intervalo (82,6; 141,4)

D z,,=2575 u=3512; 6 =550 Intervalo (2095,75; 4928,25)
2 2z, = 1,96; U =3512; o =550 Intervalo (2434; 4590)

h) z,, = 1,645; L =3512; 6 =550 Intervalo (2607,25; 4416,75)
D z,,=128 w=3512; ¢ =550 Intervalo (2808; 4216)

2 | En una distribucién normal con media |\ = 25 y desviacion tipica ¢ = 5,3;
obtén un intervalo centrado en la media, (L— k&, 1 + k), de forma que el 95% de
los individuos estén en ese intervalo.

El intervalo sera de la forma:
(- 2o Ot 2, o)

Como 1-oa =095, entonces z,, = 1,96. Asi, el intervalo sera:

(25 -1,96 - 5,3; 25 + 1,96 - 5,3); es decir: (14,612; 35,388)

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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3 |En una distribucion N (10, 4), obtén un intervalo centrado en la media,
(W—Fk, 1+ k), talque P[u—k<x<u+ k] =0,90.

El intervalo sera de la forma:
(H_Za/z O Ut o)
Como 1 - o = 0,90, entonces z,, = 1,645. Asi, el intervalo sera:

(10 — 1,645 - 4; 10 + 1,645 - 4); es decir: (3,42; 16,58)

4 |En una distribucion normal de media u=9,5 y varianza o2 = 1,44, halla el
intervalo caracteristico para el 99%.

Para el 99% — 1-0=099 — z,,=2575

El intervalo serd de la forma:
(W-2575-0; L+ 2575 0)

En este caso, como W=95 vy 0= \/1,2 = 1,2 queda:
9,5-2,575 1,2, 9,5 + 2,575 - 1,2); es decir: (6,41; 12,59)

Teorema central del limite

5 |De una variable aleatoria x de distribucion desconocida, media | =23 y
desviacion tipica ¢ = 3,5 se extraen muestras de tamafio n. ;Qué se puede
decir de la distribucion de las medias muestrales, x:

a) en el caso de que 7 = 49?

b)en el caso de que n = 25?

a) Por el teorema central del limite, como 7 = 49 > 30, sabemos que X se distri-
buye segin una normal de media p =23 y de desviacion tipica

6 _ 35 _35
VN9 7
b) Como n = 25 < 30, solo podemos decir que X se distribuye con media
6 _ 35 _35
Vo N2 s

Si la poblacién de partida, x, fuera normal, entonces X también seria normal.

=0,5; esdecir, Xx es N(23;0,5).

WL =23 y desviacion tipica =0,7.

6 |Una variable aleatoria x se distribuye normal N(120, 30). (Qué se puede
afirmar de la distribucion de las medias x de las muestras de tamafno n:

a)si n=36? b) si n=16?

Como la poblaciéon de partida es normal, N(120, 130), por el teorema central del

9

limite, sabemos que X es N (u, ) para cualquier valor de n. Por tanto:

n

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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a)Si n =36, X esnormal con W= 120; — = — = ~— = 5; es decir, X es
N(120, 5. n V36 6

b)Si n =16, X es normal con W = 120; ©o 30 _30_ 7,5; es decir, X es
N(120, 7,5). n Y16 4

Distribucion de las medias muestrales

Di como se distribuyen las medias muestrales en cada uno de los siguientes
casos:

La [[B [l a [l df el O] o]
DISTRIBUCION Norm. Desc. Norm. Desc. Norm. Desc. Desc.

MEDIA, L 20 20 3,75 3,75 112 112 3512

§ 4 1z 12 1 15 s

| TAMANO MUESTRA, n| 16 100 4 50 100 100 40

POBLACION

Recordemos que si la poblacion se distribuye segin una normal N(U, 6), o bien
seleccionamos una muestra de tamano 7 = 30 en una poblacion cualquiera (no
necesariamente normal) con media P y desviacion tipica ©, entonces las medias
muestrales siguen una distribucion N (u, o/\n). Aplicamos este resultado en
cada uno de los casos propuestos:

4
a) N(20, —|; es decir, N(20, 1).
V16
4 .
b)N(ZO, ——|; es decir, N(20; 0,4).
100
1,2 .
9] N(3,75,—; es decir, N(3,75; 0,6).
V4
d)N(375 L decir, N(3,75; 0,17)
75, —=—1; es decir, ,75; 0,17).
V50
) N[112 b decir, N(112;1,5)
e , ——|; es decir, 0 1,5).
V100
DN(112 L2 decir, N(112;1,5)
, ——|; es decir, :1,5).
V100
g)N(SSlZ 20, es decir, N(3512; 80,96)
,%7 b ’ b N

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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Una variable aleatoria se distribuye N(U, ). Si se extraen muestras de
tamafio n:

a) ¢Qué distribucion tiene la variable aleatoria media muestral, x?

b) Si se toman muestras de tamafio n = 4 de una variable aleatoria x con
distribucion N (165, 12), calcula P[x > 173,7].

a) X sigue una distribucion normal de media p y de desviacion tipica

9

u, Npis

b) Las medias muestrales en muestras de tamano 7 = 4 se distribuyen segin una
12 12

S
’\/;7

es decir, X es N

normal de media W = 165 y de desviacion tipica O = Za 6; es decir,
X es N(165, 6). Asi: Vi i
PI%>17371- Pl> %‘165] - Ple> 145] -

=1-Plz<1,45] =1-0,92065 = 0,0735

En una distribucion N (20, 6), tomamos muestras de tamafio 64.
a) ¢Cual es la distribucion de las medias de las muestras?

b) ¢Cual es la probabilidad de extraer una muestra cuya media esté com-
prendida entre 19 y 21?

a) Las medias muestrales, X, se distribuyen segin una normal de media p = 20

6

o _
y desviacion tipica ——= = —==—=10,75; es decir, X es N(20; 0,75).
n o4 8
_ 19 - 20 21 -20
b)P[19 <Xx <21]= P|———<z<———| = P[-1 <z<l1 =
) P19 <X ] 075 “F< 073 (1,33 <z <1,33]

= Plz <1,33] - Plz <-1,33] = P[z < 1,33] - (1 - P[z < 1,33D =
=2P[z<133]-1=2-0,9082 -1 =0,8164

Se sabe que el cociente intelectual de los alumnos de una universidad se
distribuye segin una ley normal de media 100 y varianza 729.

a) Halla la probabilidad de que una muestra de 81 alumnos tenga un
cociente intelectual medio inferior a 109.

b)Halla la probabilidad de que una muestra de 36 alumnos tenga un
cociente intelectual medio superior a 109.

El cociente intelectual sigue una distribucion normal de media @ = 100 y desviacion
tipica ¢ =\N729 = 27; es decir, x es N(100, 27).

a) Las medias en muestras de 81 alumnos se distribuirin segiin una normal de media

27 27 _
L = 100 vy desviacion tipica A 3; es decir, X es N(100, 3).

Vi 81 9

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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Asi:
109 — 100
< e —

Plx <109] = P|z 3

= Plz < 3] = 0,9987

b) Las medias en muestras de 36 alumnos se distribuyen segtin una normal de media

L . o 27 27 R
L =100 y desviacion tipica —= = —=—==—=4,5; es decir, X es N(100; 4,5).
Vn 36 6
Asi:
_ 109 — 100
Plx > 109] = P Z<T =Plz>2]=1-P[z<2]=1-09772 = 0,0228

Pagina 295
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El tiempo de espera, en minutos, de los pacientes en un servicio de urgencias,
es N(14, 4).

a) ¢Como se distribuye el tiempo medio de espera de 16 pacientes?

b) En una media jornada se ha atendido a 16 pacientes. ;Cual es la probabi-
lidad de que el tiempo medio de su espera esté comprendido entre 10 y
15 minutos?

a) El tiempo de espera, X, de 16 pacientes se distribuye segin una normal de
4 4

G = e— = —

Vi 16 4

10 — 14 15 - 14

R R —
1 1

media W =14 y desviacion tipica =1; esdecir, X es N(14, .

b)P[10<Xx<15]=P =Pl-4<z<1]=

= Plz <1] - Plz <-4]=0,8413 - 0 = 0,8413

En una ciudad, la altura de sus habitantes tiene una desviacion tipica de
8 cm. Si la altura media de dichos habitantes fuera de 175 cm, scudl seria la
probabilidad de que la altura media de una muestra de 100 individuos
tomada al azar fuera superior a 176 cm?

La altura en la poblacion, x, sigue una distribucion normal N(175, 8). Si consi-
deramos muestras de tamano 7 = 100, las medias muestrales se distribuyen segin

8 8
—=0,8; es decir,

o = —=
v 100 10

una normal de media P =175 y desviacion tipica
X es N(175;0,8). Asi:

176 — 175
> | =

Plx>1 =P
[x > 176] z 08

Plz>125]=1-P[z<1,25] =

=1-0,8944 = 0,1056

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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Intervalo de confianza para la media

La desviacion tipica de una variable estadistica es ¢ = 5. Extraemos una
muestra aleatoria de tamafio » = 100 y obtenemos x = 2,8. Obtén un
intervalo de confianza del 95% para estimar la media de la poblacion, L.

Parael 95% — 1-0=095 — z,,=19

El intervalo de confianza para p al 95% es:

28-1,96 - o, 2,8 + 1,96 - =i ;. es decir: (1,82; 3,78)

V100 V100

En una muestra de 50 jovenes, encontramos que la dedicacion media diaria
de ocio es de 400 minutos y su desviacion tipica de 63 minutos. Calcula
el intervalo de confianza de la media de la poblacion al 95% de nivel de
confianza.

Parael 95% — 1-0=095 = z,,=196

El intervalo de confianza para p al 95% es:

400 - 1,96 -8, 400 + 1,96 -

; ; es decir: (382,54; 417,46)
V50

63
V50 )
PARA RESOLVER

Las notas en un cierto examen se distribuyen normal con media n1=5,3 y
desviacion tipica ¢ = 2,4. Halla la probabilidad de que un estudiante tomado
al azar tenga una nota:

a) Superior a 7.
b) Inferior a 5.
c) Comprendida entre 5y 7.

Tomamos al azar 16 estudiantes. Halla la probabilidad de que la media de sus
notas:

d) Sea superior a 7.

e) Sea inferior a 5.

f) Esté comprendida entre 5y 7.

g) Halla k para que el intervalo (5,3—Fk; 5,3 + k) contenga al 95% de las notas.
h)Halla b para que el intervalo (5,3 — b; 5,3 + b) contenga al 95% de las

notas medias de las muestras de 16 individuos.

x es N(G53;24) — z es NO, 1

7-53

a)Plx>7]=P 4

z>

] =Plz>0711=1-Plz<0,71] = 1 — 0,7612 = 0,2388

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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5-53
2,4

b) Plx <5] =P

z< ] =Plz<-0,131 = P[z>0,13] =1 - P[z<0,13] =

=1-0,5517 = 0,4483

5-53 7-53
<x<
24 24

o PB<x<7] =P[ = P[-0,13<z<0,71] =

= Plz < 0,711 = Plz < —0,013] = 0,7612 — 0,4483 = 0,3129

2
Las medias de las notas de 16 estudiantes se distribuyen N|(5,3; i ; es decir, X
es N(5,3; 0,6). V16
_ 7-53
DP[x>7=Plz> oG |- Plz>283]1=1-Plz<283]=1-0,9977 = 0,0023
_ 5-53
e)P[x <5]=P|z< 06 =Plz<-05]=Plz>05]=1-Plz<05] =

= 1-0,6915 = 0,3085

fy P5<x<7l=P 58’2’5 <z< 78,2’5] =Pl-05<2<283] =

= Plz < 2,83] - Plz <-0,5] = 0,9977 — 0,3085 = 0,6892
2) Es un intervalo caracteristico para la media de la poblacion, por tanto:
kR=zy, O
Como 1-0=095 = z,,=196. Asi:

k=196 24 =4704

h) Es un intervalo caracteristico para las medias muestrales, en muestras de tama-
no 16, por tanto:

b= Zo/2

Como 1-a=095 = z,,=196. Ast:

0,6

b=196-06=1,176

La estatura de los jovenes de una ciudad sigue una distribucion N(u, o). Si
el 90% de las medias de las muestras de 81 jovenes estan en (173,4; 175,8),
halla u y o.

Para el 90% — 1-0a =090 — z,,=1,645
El intervalo caracteristico para las medias de las muestras de 81 jovenes (para el
90%) es:

c c
W—1,045, — n+1,645 —
Vn \

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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El centro del intervalo es L

1734 + 175,8
u=73’+75’=174,6=u

La semiamplitud del intervalo es:
o _1758-1734

1,645 - —=
V81 2

1,645-%=1,2 — 0=

1,2-9
1,645

= 06,57

s17 |El peso de los paquetes recibidos en un almacén se distribuye normal con
media 300 kg y desviacion tipica 50 kg. ;Cual es la probabilidad de que 25
de los paquetes, elegidos al azar, excedan el limite de carga del montacargas
donde se van a meter, que es de 8 200 kg?

Sabemos que la suma de los pesos de 7 de esas bolsas tomadas al azar sigue una
distribucion normal de media npu y desviacion tipica G\/i—i, es decir:

l:zllxi es N(np, 6\Vn)
En este caso:

:Zsllxi es N25 - 300; 50N25); es decir, N(7500, 250)
Tenemos que calcular:

- 8200 — 7500
250

25
P[ X x; > 8200] —P[z

i=1

=Plz>28] =

1-Plz<28]=1-09974 = 0,0026

18 |El peso de los perros adultos de una cierta raza es una variable aleatoria que
se distribuye normalmente con una media de 7,4 kg y una desviacion tipica
de 0,6 kg.

Si consideramos muestras de 30 de estos animales:
a) ¢Cudl es la distribucion de la media muestral, x?
b) Calcula P[6,5< x <7,5].

c) ¢Cual es la distribucion de la suma de los pesos de los 30 animales de las
muestras?

d)Calcula P| ¥ x,> 225].
i=1

i=

Si llamamos x = “peso de los perros”, tenemos que x es N(7,4; 0,0).

a) X sigue una distribucion normal de media W = 7,4 kg y de desviacion tipica

0,6
= ——=0,11; es decir, X es N(7,4; 0,11).

o
Vi 30

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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6,574 75-74
<z<
0,11 0,11

b)Pl65<Xx<75]=P = P[-8,18 <2< 0,91] =
= Plz<091] = 0,8186

30
9] '21 x; sigue una distribucion normal de media 7u = 30 - 7,4 = 222 kg y desviacion
i

30
tipica o\n = 0,6 - V30 = 3,29; es decir, 3 x; es N(222;3,29.

=Plx>091]=1-Plz<091] =

=Y 225 — 222
d)P[1§1XZ>225] P[ >37—29

1-0,8196 = 0,1814

Se supone que el peso medio de las sandias de cierta variedad sigue una dis-
tribucion normal con L =6kg y o =1kg. Si empaquetamos las sandias en
cajas de 8 unidades:

a) Halla la probabilidad de que la media de los pesos de las sandias de una
caja sea menor que 5,5 kg.

b) Calcula la probabilidad de que entre las 8 sandias de una de las cajas pe-
sen mas de 50 kg.
a) Si llamamos x = “peso de las sandias”, tenemos que x es N(6, 1).

Si consideramos muestras de tamano 7 = 8, tenemos que sigue una distri-

X
c 1
bucién normal de media | =6 kg y desviacion tipica — = — = 0,35; es decir,
n 8

X es N(6; 0,35).

Por tanto:
55-6
0,35

Plx <55]=P|z<

] = Plz<-1,43] = Pz > 1,43] =

=1-Plz<1,43] =1-0,9236 = 0,0764

8
b) Si Z] x; sigue una distribucién normal de media 7 =8 -6 = 48 kg y desviacién
i

8
tipica oVn=1-V8 = 2,83; es decir, T x, es N(48; 2,83).
Por tanto:

50 — 48
2,83

P z >

i=1

8
Exl.>50]=P

] — Plz>0711=1- Plz<071] =

=1-0,7612 = 0,2388

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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Para estimar la estatura media de los jovenes entre 15 y 25 afios de una
localidad, se ha medido a 40 de estos jovenes, obteniéndose los siguientes
resultados:

[148, 153) [153,158) [158,163) [163,168) [168,173) [173,178)

Wwems] : 4 ou u s

Estima, con un nivel de confianza del 99%, el valor de la estatura media de
los jovenes entre 15 y 25 aifios de dicha localidad.

Hallamos X y s para la muestra obtenida:

[ESTATURA (em) | [148, 153) (153, 158) [158, 163) [163, 168) [168, 173) [173, 178)
[MaRcA DEclast [x)| 1505 1555 1605 1655 1705 1755

[mecuinaa () | 2 4 11 14 5 4

X=164 y s=0624
Para un nivel de confianza del 99%, se tiene:
o

1-a=099 = 2,,=2575

Asi, el intervalo de confianza para estimar p al 99% es:

6,24 6,24
———; 164 + 2,575 - ——|; es decir, (161,46; 166,54).
V40 V40

Hemos usado la desviacion tipica muestral s = 6,24 en vez de la 6 poblacional,
desconocida.

164 — 2,575 -

Pagina 296

s21

Se ha tomado una muestra aleatoria de 100 individuos a los que se ha

medido el nivel de glucosa en sangre, obteniéndose una media muestral

de 110 mg/cm3. Se sabe que la desviacion tipica de la poblacion es de

20 mg/cm3.

a) Obtén un intervalo de confianza, al 90%, para el nivel de glucosa en
sangre en la poblacion.

b) ¢Qué error maximo se comete en a)?
a)Parael 90% — 1-0=090 — z,,=1,0645

El intervalo de confianza para p al 90% es:

20 20
——; 110 + 1,645 - —|; es decir, (106,71; 113,29).
V100

V100

b) El error maximo es la mitad de la longitud del intervalo de confianza, es decir:

20
E=1,645 ——— = 1,645 - 2 = 3,29
V100

110 — 1,645 -

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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La duracion de las bombillas fabricadas por una empresa sigue una distri-
bucion normal de media desconocida y desviacion tipica 50 horas. Para
estimar la duracion, se experimenta con una muestra de tamafio .

Calcula el valor de n para que, con un nivel de confianza del 95%, se
consiga un error en la estimacion inferior a 5 horas.

Parael 95% — 1-0=095 = z,,=196

El error maximo admisible es: £ =z, Buscamos 7 para que E <5 horas.

o
n
Como z,, =196 y 6 =50, queda:

50 08 98
196 =<5 — =<5 = \n >22 =196 — n> 384,16
\n \n 5

Debemos tomar una muestra de, al menos, 385 bombillas.

La media de las estaturas de una muestra aleatoria de 400 personas de una
ciudad es 1,75 m. Se sabe que la estatura de las personas de esa ciudad es
una variable aleatoria que sigue una distribucién normal con varianza
6%=0,16 m?.

a) Construye un intervalo, de un 95% de confianza, para la media de las
estaturas de la poblacion.

b) ;Cual seria el minimo tamafio muestral necesario para que pueda
decirse que la verdadera media de las estaturas esta a menos de 2 cm
de la media muestral, con una confianza del 90%?

Q) n=400; ¥=175m; 6=0,16 — 6 =Y0,16 = 0,4
Para el 95% — 1-0a=095 = z,,=196

El intervalo de confianza es:

0,4 0,4
—— 1,75+ 1,96 - ——|; es decir, (1,7108; 1,7892).

V400 V400

b) Para el 90% de confianza — 1-0a=0,90 — z,,= 1,645

1,75 - 1,96 -

El error maximo admisible es: E = z,

c
a2

n
Buscamos 7 para que E < 0,02 m:

0,4 0,658 1
1,645 - —— < 0,02 —» — > <0,02 - Vn
n

\

0,658
\/Z>% 5 \n >329 = n>1082,41

)

>
0,658 0,02

Debemos tomar una muestra de, al menos, 1083 personas.

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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Las medidas de los diametros de una muestra al azar de 200 cojinetes de
bolas dieron una media de 2 cm y una desviacion tipica de 0,1 cm. Halla los
intervalos de confianza del 68,26%, 95,44% y 99,73% para el diimetro
medio de todos los cojinetes.

a) Para el 68,26% — 1-o0=0,6826 = z,,=1

El intervalo de confianza para | es:

0,1 0,1 )
(2 -1 —,; 2+1 - —; es decir, (1,993; 2,007).

V200 V200

b) Para el 95,446% — 1 -0 =0,9544 — z,,=2

El intervalo de confianza para | es:

. es decir, (1,986; 2,014).

0,1 0,1
(2—2-———-2+2-———

V200 V200

© Para el 99,73% — 1-0.=0,9973 — z,,=3

El intervalo de confianza para | es:

0,1 0,1
(2 -3 ——; 2+3 - ——|; es decir, (1,979; 2,021).

V200 V200

El peso, en kg, de los jovenes entre 16 y 20 afios de una cierta ciudad es una
variable aleatoria, x, que sigue una distribuciéon normal con o¢?2 = 25,

a) Si consideramos muestras de 25 jovenes, ¢cudl es la distribucion que
tiene la variable aleatoria media muestral?

b)Si se desea que la media de la muestra no difiera en mas de 1 kg de la
media de la poblacion, con probabilidad 0,95, ;cuantos jovenes se deberian
tomar en la muestra?

a) Por el teorema central del limite sabemos que
. o 9 5
de media p y desviacion tipica —= =

n 25

b) El error maximo admisible es: E = z E

sigue una distribucién normal

w|wn Rl

=1; esdecir, X es N(u, D.

o

Sabemos que:  1-a=095 = z,,=196
E=1kg
6 =5kg

Por tanto:

1=196~£L-e i =98 — n=96,04
\n

Se debera tomar una muestra de, al menos, 97 jovenes.

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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Si el consumo, en litros, de leche por persona al mes sigue una distribucion
normal con G = 6 litros:

a) ¢Qué tamaifo muestral se necesita para estimar el consumo medio con un
error menor que un litro y un nivel de confianza del 96%?

b)Si la media del consumo mensual de leche por persona fuese igual a 21
litros, halla la probabilidad de que la media de una muestra de 16 personas
sea mayor que 22 litros.

a) El error maximo admisible es: E = Zos \/:
n

A una confianza del 96% le corresponde un z,,, = 2,05:

0,02 0,96 0,02
: Zo2 = 2,05
|
0,98
c 6
E=z,," 5 1=205 — — n =123 — n=151,29

Vn Vi

El tamano de la muestra ha de ser mayor o igual que 152.

b) La media muestral sigue una distribuciéon N (p, i); en este caso X es:

n

N(21, L) = N(Q1; 1,5)

V16

22-21

P(E>22)=P(z> 13

) =P(z>0,67)=1-P(=<0,67) =

=1-®0,67) = 1-0,7486 = 0,2514

T T

0,67

En una muestra de 64 turismos de gasolina, se observo que el consumo
medio fue de 9,36 I cada 100 km con una desviacion tipica de 1,4 I

a) Obtén un intervalo de confianza del consumo medio en los turismos de
gasolina al 96%.

b)¢De qué tamafio deberia ser la muestra si, con la misma confianza,
queremos que el error maximo cometido en la estimacion sea 0,25 1?

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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a) Los intervalos de confianza para la media tienen la forma:

- c - o
(X_Zcx/z'\/—;v X+Za/z'\/—;

A un nivel de confianza del 96% le corresponde un z,,, = 2,05:

0,02 0,96 0,02

0,98
El intervalo pedido es:

(956 205'£' 936+205'£)=(9'972)
) ) \/@a ’ ) \/@ » 7

b) El error maximo es:

c 1,4
E=Za/2'\/—; = 0,25=2,05'_ 4

n

2 -1
o =22 s o 013179

La muestra deberia ser de tamano 132.

Una maquina de refrescos esta ajustada de tal manera que el liquido que
despacha se distribuye de forma normal con ¢ = 0,15 dl.

a) Halla un intervalo de confianza al 97% para la media de los refrescos que

sirve esta maquina, si una muestra aleatoria de 36 refrescos tiene un
contenido promedio de 2,25 dl.

b) Interpreta el significado del intervalo obtenido.
a) Los intervalos de confianza para la media tienen la forma:

= (¢} = (o)
X—Z,,, —, X+2 ,° —
( /2 ﬁn a/2 ﬁn

A una confianza del 97% le corresponde un z_ , = 2,17, ya que:

Z(X/Z = 2,17
|

0,985
El intervalo pedido es:

(225 217'E~ 225+217~E)=(22~23)
) ’ \/%a ) ) \/% Sy S

12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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b) El resultado obtenido en el apartado anterior significa que la probabilidad de
que la media (desconocida) de la poblacion esté en el intervalo (2,2; 2,3) es del
97%, es decir, la media de la cantidad de liquido despachado por la maquina,
del 97% de las posibles muestras de 36 refrescos, esta entre (2,2; 2,3) decilitros.

El nimero de horas semanales que los jovenes, con edades entre 14 y
18 afios, dedican a ver la television es una variable N(U, 2). Encuestados 256
de estos jovenes, la media de horas semanales dedicadas a ver la television
result6 igual a 6.

a) Da un intervalo de confianza al 99% para .

b)Si o = 0,05, ¢a cuantos jovenes se necesita encuestar para que el error
maximo de la estimacion de |1 sea de 0,5 horas?

a) Los intervalos de confianza para la media tienen la forma:

= _ . O = . O
(x_‘oc/z v X+ 250

Vn Vn

A una confianza del 99% le corresponde un z,, = 2,575:

09

“0/2

0,995

Sustituyendo:

2 2
6-2575 - —,6+2575 —| = (5,08; 6,32)
( 256 \J256)

b) El error maximo admisible es E = Zos2 S

n

Si o =005, z,,=19:

005 09

Zo/2

0,975
E=05 z,,=19% o©=2
Por tanto:

2
05=196-— = \n =784 = n=06147

n

El tamano de la muestra ha de ser mayor o igual que 62.

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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El nimero de pulsaciones por minuto en reposo de los habitantes de una
region sigue una variable N(, 10).

Se toma una muestra de 121 habitantes y se obtiene un nimero medio de
pulsaciones por minuto igual a 70.

a) Halla un intervalo de confianza para | con o = 0,02.

b) Con la anterior muestra, jcuanto valdria o para estimar |L con un error
inferior a 2 pulsaciones por minuto?

a) Los intervalos de confianza para la media tienen la forma:
- (9 = (¢}
X=Z,0 ——, X+2Z ., ——
o/2 ’ o/2
\'n \Nn

Aun o =0,02 le corresponde un z,, = 2,075

0,01

0,98

0,981

El intervalo pedido es:

10 10
(70 -2,075 —,; 70 + 2,075 - —) = (68,1; 71,9

V121 V121

con un nivel de confianza del (1 — o) - 100 = 98%.

b) El error maximo admisible es E = Zys2

10
2=z, T D Zy,=22

“* it

®(2,2) = 0,9861

m159

Co2 T 2,2
|

0,9861
o
S = 1-09861 =0,0139 — & =0,0278 = 0,028

Esto significa que si se estima el nimero de pulsaciones mediante el intervalo
(68, 72), el nivel de confianza es del (1 — ) - 100 = 97,2%.

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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En una poblacion, una variable aleatoria sigue una ley normal de media
desconocida y desviacion tipica 2.

a) Observada una muestra de tamafio 400, tomada al azar, se ha obtenido
una media muestral igual a 50. Calcula un intervalo, con el 97% de
confianza, para la media de la poblacion.

b) Con el mismo nivel de confianza, ;qué tamafio minimo debe tener la
muestra para que la amplitud del intervalo que se obtenga sea, como
maximo, 1?

a) Los intervalos de confianza para la media poblacional tienen la forma:

o

o/2 \/Z ﬁ

(E_Z s Kz,

A una confianza del 97% le corresponde un z , = 2,17:

0,015 0.97 0,015

,T(x/z =217

0,985

El intervalo pedido es:

2 2
50 = 2,17 - —, 50 + 2,17 - —| = (49,783; 50,217)
( V400 \J400)

b) Si la amplitud del intervalo ha de ser como maximo 1, el error maximo admisible
sera 0,5. Asi:

2 2,17 -2
E=z,, 2> = 05=217-—= = Vn ==—""——-8068 = n=7534

N \n 0,5

El tamano de la muestra ha de ser, como minimo, 76.

En un periddico se lee la siguiente informacion: “Se ha tomado una mues-
tra aleatoria de 36 unidades de consumo mensual de teléfono movil y el
intervalo de confianza al 95% para el consumo medio ba sido [18, 22]”.

a) ¢Cual fue el consumo medio muestral en teléfono moévil?
b) ¢Cual fue la desviacion tipica?

c) ¢Cual seria el intervalo de confianza al 90% para el consumo medio?

a) La media muestral, x, es el punto medio del intervalo de confianza. Por tanto,

_ 18+22 -
X=——" 20 (se supone que son euros: x = 20 €).

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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b) Si el intervalo de confianza es [18, 22], entonces E = 2. La expresion de E es:

E=z,," 2; E=2 n=36

o/2 \/;’

Calculamos  z, Vs

BTN s

Toc/Z = 1’96

0,975
Sustituimos en la expresion anterior para calcular o©:

196- -9 =2 - 6=6,12
36

©) A una confianza del 90% le corresponde un z,, = 1,645:

0,05

0,90

0,95

El intervalo de confianza para la media al 90% es:

(20 — 1,645 - 6712 . 20 + 1,645 - 6712) = (18,32; 21,68)
CUESTIONES TEORICAS

33 |Con una muestra de 500 individuos, hemos estimado, con un nivel de
confianza del 90%, que la estatura media de los soldados de un cierto
cuartel esta entre 174,3 cm y 175,1 cm.

a) Si la desviacion tipica de la poblacion era desconocida, averigua la media,
x, y la desviacion tipica, s, de la muestra.

b) ¢Cual seria el intervalo si la muestra fuera de tamaiio la cuarta parte
(500 : 4 = 125) y mantuviéramos el nivel de confianza?

a) o La media muestral es el punto medio del intervalo de confianza:

174,3 + 175,1

X = = 174,7 cm

e La semiamplitud del intervalo es:

175,1 — 174,3

P = 0,4, que coincide con:
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35

26

s 04 -\n

2, —==04 = s
’ “0/2

Para un 90% de confianza, tenemos que z,, = 1,645. Por tanto, la desviacion
tipica de la muestra es:

‘= 0,4 - V500

1.645 = 5,44

b)Si z,, = 1,645, y mantenemos las condiciones del problema, salvo el tamano
muestral, que es n/4, el intervalo tendria el doble de amplitud que el anterior,
pues:

s
E=z

%2 \s500/4

Es decir, el intervalo seria:

N
202, ——==2-04=08

(174,7 = 0,8; 174,7 + 0,8); esto es: (173,9; 175,5)

Supongamos que, a partir de una muestra aleatoria de tamafio »n = 25, se ha
calculado el intervalo de confianza para la media de una poblacién normal,
obteniéndose una amplitud igual a 4. Si el tamaifio de la muestra hubiera
sido n = 100, permaneciendo invariables todos los demas valores que
intervienen en el cilculo, ;cual habria sido la amplitud del intervalo?

La semiamplitud del intervalo es igual al error maximo admisible:

E=zy," S Para n-= 25, sabemos que FE = 4.

n

Si n =100, tendriamos que:

c c 1

E=z . = ~ . = —

=l
o |
o et T

La amplitud del intervalo serfa +2.

Mediante una muestra de 100 individuos, estimamos la estatura de un
colectivo de personas con un nivel de confianza del 95%. El error maximo
admisible obtenido es E = 1,274. ¢Cudl es la desviacion tipica de la muestra
obtenida?

Para un nivel de confianza del 95%, tenemos que z,, = 1,96.

El error maximo admisible es:

N
E=2z,," W Como E = 1,274, n =100 y Zyp = 1,96, tenemos que:
s 12,74

1,274 = 1,96 - - s
100 1,96

=65 = §s=0,5

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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AUTOEVALUACION

1. Halla el intervalo caracteristico al 85% para:

a)Una N(O0, 1).

b) Una N(2540, 190).

a)
Pl-k<z<k]=08 = Plz<k]=0925
D) =0925 = k=144

0,925

El intervalo caracteristico del 85% para la N(0, 1) es (-1,44; 1,44).

b) En una N(2540, 190):
2540 — 1,44 - 190 = 2266,4
2540 + 1,44 - 190 = 2813,6

El intervalo caracteristico es (2266,4; 2813,6).

2. El peso de los huevos de gallina producidos por cierta granja sigue una
normal de media 65 g y desviacion tipica 6 g. Los huevos se clasifican en
P (pequeiios), M (medianos) y G (grandes). Si P supone el 10% del total y G
otro 10%, ¢qué pesos marcan los limites de cada categoria?

X ~N(65,6). En una distribucion N(0, 1):
Pl-k<z<kl=08 = Plz<k]l=09
DOk =09 = k=128

k=128

Fky =09 = {—/e =128

0,9

Como z sigue una distribucion N(0, 1):
-X' —
1

5
1,28 = — X, = 57,32

X, —
6

Los pesos que marcan los limites de cada categoria son 57,32 gy 72,68 g.

1,28 = LR x, = 72,68

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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3. Los precios de un producto se distribuyen normal de varianza 25 y media
desconocida. Estos son los precios en 16 comercios elegidos al azar:

95, 108, 97, 112, 99, 106, 105, 100, 99, 98, 104, 110, 107, 111, 103, 110
a) ¢Cual es la distribucion de las medias de las muestras de tamaiio 16?
b) Determina el intervalo de confianza, al 95%, para la media poblacional.
a) Los precios se distribuyen segin N(U, ©).

Como la varianza es 25 — o = N25 = 5, la distribucion de las medias de las
muestras de tamano 16 es:

5
Nlu, S| - Np, —=—| - Nu; 1,25
(“ v;) (“m) "

b) Una confianza del 95% implica que el valor critico es z, = 1,96.

Mirando en las tablas, Plz <z =0,975.

-z, 2,=196 — Plz<z]=0095+0,025

Tomamos como centro del intervalo el valor de X obtenido a partir de los
16 valores de la muestra.

El intervalo pedido es: 104 £ 1,96 - 1,25 — (101,55; 106,45)

La media poblacional W pertenece al intervalo (101,55; 106,45) con un nivel de
confianza del 95%.

4. Un agricultor quiere estimar el peso medio de las naranjas que produce, con
un error menor que 10 g, utilizando una muestra de 81 naranjas. Sabiendo
que la desviacion tipica poblacional es de 36 g, ;cual sera el maximo nivel de
confianza con que realizara la estimacion?

El error maximo admisible es E =

Z / —G
, -2
" An

0,9938 Conocemos: E =10, n =81, o =36
0,0062
Calculamos z,:
2:5 _E\/;_10'9_2

fo2T T5 T 36 )5

S ®(2,5) =0,9938; 1—0,9938 = 0,0062
P[-2,5<z<25]=0,9938 — 0,0062 = 0,9876

} El nivel de confianza es del 98,76%.
-2,5 2,5
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5. Se quiere estimar el sueldo medio de un trabajador del transporte publico. Se
toma para ello una muestra de 625 de estos trabajadores y se obtiene un sueldo
medio muestral de 1480 €. Si la desviacion tipica es igual a 250 €:

a) Con un nivel de confianza del 90%, determina el intervalo de confianza
para el sueldo medio de un trabajador del transporte publico.

b)Si se quiere que el error maximo de la estimacion sea de 10 €, halla el
tamafo de la muestra que se debe tomar considerando un nivel de confian-
za del 99%.

a) Los intervalos de confianza para la media tienen la forma:

(gz_z .o mzmg)

o/2 \/; \/;

A un nivel de confianza del 90% le corresponde un z, = 1,645, ya que:

0,05 0.90 0,05
: Zyy = 1,645
|
0,95
El intervalo pedido es:
250 250
1480 — 1,645 - Y ; 1480 + 1,645 - 20 (1403,55; 14906,45)

N625 V625

b) El error maximo admisible es E = z, E o

n

A un nivel de confianza del 99% le corresponde un z, , = 2,575, pues:

' zl'a/z = 2,575

0,995

250 2,575 -2
250 2575250

\n 10

Se debe tomar una muestra de tamano 4 145.

10 = 2,575 - = n = 064,375 = n=4144,14

Unidad 12. Inferencia estadistica. Estimacién de la media
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REFLEXIONA Y RESUELVE

¢Cuantas caras cabe esperar?

B Repite el razonamiento anterior para averiguar cudntas caras cabe esperar
si lanzamos 100 monedas y consideramos “casos raros” al 5% de los casos
extremos.

El intervalo caracteristico correspondiente a una probabilidad del 95% (consideramos
“casas raros” al 5% de los casos extremos) es:

50 + 1,96 - 5 = (40,2; 59,8)

Esto significa que en el 95% de los casos en que tiremos 100 monedas, el nimero de
caras que obtendremos serd mayor que 40 y menor que 60. Cualquier otro resultado
serd un “caso raro”.

Un saco de alubias

Tenemos un saco con 10000 alubias. De ellas, 9 500 son blancas y 500 son negras.
Estdn bien mezcladas.

Extraemos 600 judias.

JCudntas judias negras cabe esperar que baya entre ellas?

H Resuelve el problema anterior considerando como “casos raros” solo al 1% de
los casos extremos. Para ello:

a) Averigua la proporcion, p, de judias negras en el saco.

b) Considera la distribucion B(600, p) vy calcula su media [ = 600p y su
desviacion tipica ¢ = V600 - p(1-p) .

c) Considera la distribucion N(U, 6) y halla su intervalo caracteristico corres-
pondiente a una probabilidad del 99%.

d)Decide, como consecuencia del resultado anterior, entre qué valores se en-
cuentra el nimero de alubias que cabe esperar.
500

ap= = 0,05
10000

Unidad 13. Inferencia estadistica: estimacién de una proporcién




b) =600 0,05=30; &=1600-0,05 095 =285 =534
o) El intervalo caracteristico correspondiente a una probabilidad del 99% es:
30 + 2,575 - 5,34 = (16,25; 43,75)

d) En el 99% de los casos en que saquemos 600 judias de ese saco, el ndmero de ju-
dias negras serd mayor que 16 y menor que 44. Cualquier otro resultado serd un
“caso raro” (llamando “casos raros” a ese 1% de casos extremos).

Peces en un pantano

Se desea estimar el niimero total de peces que bay en cierto pantano. Para ello,
se procede del siguiente modo:

* Se pescan una cierta cantidad de ellos, por ejemplo, 349, se marcan y se
devuelven al pantano. (Para marcarlos, existen unas tintas indelebles que son
resistentes al agua).

* Al cabo de varios dias, se vuelve a pescar otro monton y se averigua qué pro-
porcion de ellos estdn marcados.

Supongamos que en esta segunda pesca se ban obtenido 514 peces, de los
cuales bay 37 marcados.

E Con los datos anteriores, averigua cuantos peces hay, aproximadamente, en el
pantano.

La muestra tiene 514 peces, de los cuales hay 37 marcados. La proporcion de peces mar-

5
cados en la muestra es: pr= % = 0,072. El valor de la proporcion de peces marcados

4
en el pantano es pr= 379, donde N es el nimero total de peces.

Aunque este problema se resolvera de forma completa (mediante un intervalo de con-
fianza) al terminar la unidad, podemos suponer que la proporcion de peces marcados
en la muestra y en el pantano serd “aproximadamente” la misma; es decir:

37 349

SN — N=484827 — N = 4848 peces

(Al considerar una probabilidad determinada, daremos un intervalo de confianza,
obteniendo un resultado mas preciso que este).
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1. La variable x es binomial, con n=1200 y p = 0,008.
a) Calcula la probabilidad de que x sea mayor que 10.

b) Halla el intervalo caracteristico para una probabilidad del 95%.

Unidad 13. Inferencia estadistica: estimacién de una proporcién
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Como np=9,6>5y ng>5, podemos aproximar mediante una normal de media
=1np =96y desviacion tipica 6 = \npg =\1200 - 0,008 - 0,992 = 3,00.

Es decir:
x es B(1200;0,008) — x' es N(9,6;3,09 — z es N, 1D

10,5 -9,6
3,09

= 1-Plz<0,29] = 1 — 0,6141 = 0,3859

a) Plx > 10] = P[x'>10,5] = P[ZZ ] = P[z2>0,29] =

b) Para una probabilidad del 95%, =z

a2 " 1796'

El intervalo caracteristico sera:

(9,6 —1,96 - 3,09; 9,6 + 1,96 - 3,09); es decir, (3,54; 15,66)

2. Si tenemos un dado correcto y lo lanzamos 50 veces:
a) ¢Cual es la probabilidad de que “el 1” salga mas de 10 veces?
b) ¢Cual es la probabilidad de que salga “multiplo de 3” al menos 20 veces?

a) Llamamos x = “n.° de veces que sale el 17; asi, x es B (SO~ —

¢

Como np>5 'y ng>5, podemos aproximar mediante una normal de media

1 1 5
n=50"- A 8,33 y desviacion tipica ¢ = ‘\/50 : ra : % = 2,64; es decir:

X es B(SO; %) — x' es N(833;2064) — z es N0, 1)

105 —
Plx>10] = Plx'>10,5] = P[ZZ % =Plz>0,82] =

=1-Plz<0,82] =1-0,7939 = 0,2061

b) Llamamos x = “n.° de veces que sale multiplo de 3”. La probabilidad de obtener

o 1
b 5 .

\ . . 2 1
un multiplo de 3 en una tirada es p=—= 3 Asi, x es B

6

Como np>5 vy mng>5 podemos aproximar mediante una normal de media

1
n=50- 3" 16,67 y desviacion tipica G = \, 50 - % : % = 3,33; es decir:

X es B(SO; %) — x' es N(16,67;333) — z es N, 1)

Plx > 20] = Plx'>19,5] = P[z > %‘ = Plz>085] =

=1-Plz<0,85] =1-0,8023 = 0,1977

Unidad 13. Inferencia estadistica: estimacién de una proporcién
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1.

Como sabemos, en un dado correcto la proporcion de veces que sale el 5 es
1/6 = 0,16. Halla cada uno de los intervalos caracteristicos correspondientes
al 90%, 95% y 99% para la “proporcion de cincos”, en tandas de 100 lanza-
mientos de un dado correcto.

Las proporciones de cincos en tandas de 100 lanzamientos siguen una distribucion

1 1 .

normal de media p =—= 0,17 y desviacion tipica \/pq = \/ a/6) - G/6) = 0,037,
6 n 100

es decir, pr es N(0,17; 0,037).

Hallamos los intervalos caracteristicos:

e Para el 90%: (0,17 + 1,645 - 0,037) = (0,109; 0,231)

e Para el 95%: (0,17 = 1,96 - 0,037) = (0,097; 0,243)

e Para el 99%: (0,17 + 2,575 - 0,037) = (0,075; 0,265)
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1.

N

Se ha lanzado un dado 400 veces y se ha obtenido 72 veces el valor 4.
Estima el valor de la probabilidad P[4] con un nivel de confianza del 90%.

Para un nivel de confianza del 90%, tenemos que z,, = 1,645. La proporcion de
cuatros obtenidas en la muestra es:

_£—018
=250 =Y

El intervalo de confianza para estimar P[4] seri:

0,18 - 0, 82 0,18 - 0, 82
(O 18 — 1,645 - '\/ 400 0,18 + 1,645 - \f 400 es decir, (0,148; 0,212)

Es decir, con un nivel de confianza del 90%, la probabilidad de obtener 4 estd entre
0,148 y 0,212.

¢Cuantas veces hemos de lanzar un dado, que suponemos levemente incorrec-
to, para estimar la probabilidad de “6” con un error menor que 0,002 y un ni-
vel de confianza del 95%?

Para un nivel de confianza del 95%, tenemos que z,, = 1,96. Como desconocemos
1
el valor de pr, tomaremos pr=—= 0,17 (suponemos el dado levemente incorrecto).

6

El error maximo admisible es:

Eezy, ALY 0002 - 196 - 4| 2085 - 135512,44
n n

Deberemos lanzarlo, al menos, 135513 veces.

Unidad 13. Inferencia estadistica: estimacién de una proporcién
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Distribucion de proporciones muestrales

1 | Averigua como se distribuyen las proporciones muestrales, pr, para las
poblaciones y las muestras que se describen a continuacion:

(e e

PROPORCION, p,
EN 1A poadon | 03 0,6 0,8 0,1 0,05 0,15

I
TAMARO, n,
DE LA MUESTRA

10 20 30 50 100 100

Recordemos que, si np 25 y ng =5, entonces, las proporciones muestrales

siguen una distribucion N (p, \f p—q)
n

Aplicamos este resultado a cada uno de los casos propuestos. Comprobamos que
en todos ellos se tiene que np =5 y ng=>5.

2) N|[0,5; \I%'OO’S . es decir, N(0,5; 0,158)
0,604

b) N|0,6; '\”2—0’ . es decir, N(0,6; 0,110)
0,8-0,2

c) N|0,8; \f? . es decir, N(0,8; 0,073)

0,1-0,9
50

e) N{0,05; \/%&?’95); es decir, N(0,05; 0,0218)
1 .
b vlo1s [015- 085
100

2 |Halla los intervalos caracteristicos para las proporciones muestrales del
ejercicio anterior, correspondientes a las probabilidades que, en cada caso,
se indican:

a) 90% b) 95% c) 99% d) 95% €) 99% ) 80%

d) N|0,1; ; es decir, N(0,1; 0,042)

. es decir, N(0,15; 0,036)

a) z,,, = 1,645
Intervalo (0,5 — 1,645 - 0,158; 0,5 + 1,645 - 0,158); es decir, (0,24; 0,76)
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b) z,, = 1,96
Intervalo (0,6 — 1,96 - 0,110; 0,6 + 1,96 - 0,110); es decir, (0,38; 0,82)
Q) Zy, = 2,575
Intervalo (0,8 — 2,575 - 0,073; 0,8 + 2,575 - 0,073); es decir, (0,61; 0,99)
Dz, =196
Intervalo (0,1 — 1,96 - 0,042; 0,1 + 1,96 - 0,042); es decir, (0,018; 0,182)
e) 2, = 2,575
Intervalo (0,05 — 2,575 - 0,0218; 0,05 + 2,575 - 0,0218); es decir, (—0,006; 0,106)
D zy,=128
Intervalo (0,15 — 1,28 - 0,036; 0,15 + 1,28 - 0,036); es decir, (0,104; 0,196)

Cuatro de cada diez habitantes de una determinada poblacion lee habitual-
mente el periédico Z.

Halla el intervalo caracteristico (para el 95%) de la proporcion que leen el
periodico Z, en muestras de tamaiio 49.

P = proporcion de lectores del periddico Z = 0" 0,4.

El intervalo caracteristico para la proporcién de lectores, pr, en muestras de ta-
mano 7 es de la forma:

( rq pq)
p=24 N0 P+ 2

Parael95% — 1-0 =095 — Zypn = 1,9

el intervalo sera:

(0,4 1,96 \/%'90’6; 04 +1,96 - \/%'90’6); es decir, (0,26: 0,54)

En un saco mezclamos judias blancas y judias pintas en la relacion de 14 blan-
cas por cada pinta. Extraemos un puiiado de 100 judias.

a) ¢Cual es la probabilidad de que la proporcion de judias pintas esté entre
0,05y 0,1?

b) Halla un intervalo para el 99% de las proporciones de las muestras de ta-
maifo 100.

1
a) La proporcion de judias pintas es p = s Si extraemos un punado de 100 judias,

tenemos una binomial B (100

s
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Una proporcion entre 0,05 y 0,1 significa que haya entre 100 - 0,05 = 5 y
100 - 0,1 = 10 judias pintas.

1
Por tanto, si x es B(lOO; —|, tenemos que calcular P[5 < x < 10].

15

1 14
Como 100 - s > 5y 100 - e} > 5, podemos aproximar la binomial mediante

1
una normal de media W =100 - — = 6,67 y desviacion tipica:

15

($=‘\f100-L-1—4 = 2,49
15 15

1
Asi, si x es B(lOO; 1—5) — x' es N(6,67;249) — z es N(O, 1.

Calculamos:

P[S<x<10]=P[5,5S9WS9,5]=P%S2S9’52T# =

=P[-047<z<1,14] = Plz< 11,4l - P[2 < -0,47] =
=Plz< 1,141 - Pl 20,471 = P[z<1,14] - (1 - Pz < 0,47D =
=0,8729 — (1 - 0,6808) = 0,5537

b) Si consideramos muestras de tamano 100, el intervalo caracteristico para la pro-
porcion muestral es de la forma:

ra ra
P =202 N 000 2* 202" N 100

Parael 99% — 1-0=099 — z, ,=2575
Asi, el intervalo sera:

\/(1/19 - (14/15);L+2,575.\/(1/15) - (14/15))
100 100

1
(—_ 2,575

15 15

es decir: (0,0024; 0,1309)

5 | E142% de los habitantes de un municipio es contrario a la gestion del alcal-
de y el resto son partidarios de este. Si se toma una muestra de 64 indivi-
duos, ¢cuil es la probabilidad de que ganen los que se oponen al alcalde?

En muestras de 64, el nimero de personas que se oponen al alcalde, x, sigue
una distribucion binomial B(64; 0,42).

Para ello, hemos de suponer que el municipio es suficientemente grande como
para que, al ir tomando individuos para la muestra, la proporcién no varie sensi-
blemente. Es decir, cada individuo que extraigamos modifica la proporcion. Pero
si el nimero total es grande, esa variacion es irrelevante.
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Tenemos que calcular Plx > 32]:

Como np >5 y ng>5, podemos aproximar mediante una normal de media
LW=mn-p=064-042=2688 y desviacion tipica \/npq = V64 - 0,42 - 0,58 = 3,95.

Asi, si x es B(64; 0,42) — x' es N(26,88;3,95) — z es N(0, 1), entonces:

Plx > 32] = Plx'> 32,5] = P|z z% = Plz>142] =

=1-Plz<142] =1-0,9222 = 0,0778

La probabilidad de que un bebé sea varén es 0,515. Si han nacido 184 bebés,
¢cual es la probabilidad de que haya 100 varones o mas?

Halla el intervalo caracteristico correspondiente al 95% para la proporcion
de varones en muestras de 184 bebés.

e El nimero de varones entre 184 bebés, x, sigue una distribucion binomial
B(184; 0,515). Tenemos que calcular Plx > 100]. Como np >5 y ng >S5, po-
demos aproximar mediante una normal de media W = np = 184 - 0,515 = 94,76

y desviacion tipica \npg = V184 - 0,515 - 0,485 = 6,78. Asi, si:
x es B(184; 0,515 — x' es N(94,76; 6,78) — z es N(0, 1), entonces:

99,5 - 94761 _ )
T‘ =Plz> 0,70] =

Plx>100] = Plx'>99,5] = P[z >

=1-Plz<0,70] =1 - 0,7580 = 0,2420

e El intervalo caracteristico para la proporcion muestral es de la forma:

rq rq
p_ZOC/Z. n’p+zot/2' n

Parael 95% — 1-0=095 — z,,=196

Asi, el intervalo sera:

}0515~o485 f0515-0485
0,515 -1,96 - \[——— 0,515 + 1,96 - \| ——2——|;
(’55 9 184 3 0515+ 19 184 )

es decir: (0,4428; 0,5872)

Intervalos de confianza

Se realiz6 una encuesta a 350 familias preguntando si poseian ordenador en
casa, encontrandose que 75 de ellas lo poseian. Estima la proporcion real de
las familias que disponen de ordenador con un nivel de confianza del 95%.

La proporcion de familias con ordenador en la muestra es pr = 375—50 = %

Para el 95% de confianza, 1 -0 =10,95 = z,, =196

Unidad 13. Inferencia estadistica: estimacién de una proporcién



UNIDAD |13

El intervalo de confianza para p es:

3 (/141 - 3/14) 3 (/190 - 3/14)
(14 190 \/ 350 g e \/ 350 )

es decir, (0,17; 0,26).

s8 |Se selecciona aleatoriamente una muestra de 600 personas en una ciudad y
se les pregunta si consideran que el trafico en la misma es aceptablemente
fluido. Responden afirmativamente 250 personas. ¢Cual es el intervalo de
confianza de la proporcion de ciudadanos de esa ciudad que consideran
aceptable la fluidez del trafico, con un nivel de confianza del 90%?

. 250 5 B
La proporcion muestral es pr = 600 - 12 — 1-pr= 3

Para un nivel de confianza del 90%, sabemos que z_, = 1,645.

El intervalo de confianza para la proporcion de ciudadanos que consideran acep-
table la fluidez del trafico es:

pra—pn 7| LA =pD)
pr_ZOL/Z. n ’pV+ZOL/Z. n

En este caso queda:

5 (5/12)(7/12) 3 (5/12)(7/12)
(12_1’645 N" o0 ¢ 14T ONT oo )

es decir: (0,38306; 0,4498).

PARA RESOLVER

9 |Sabemos que al lanzar al suelo 100 chinchetas, en el 95% de los casos, la
proporcion de ellas que quedan con la punta hacia arriba esta en el inter-
valo (0,1216; 0,2784). Calcula la probabilidad p de que una de esas chin-
chetas caiga con la punta hacia arriba y comprueba que la amplitud del in-
tervalo dado es correcta.

e p es el centro del intervalo, es decir:

02784 +0,1216

0,2
2 i

e Veamos que la amplitud del intervalo dado es correcta:
Parael 95% — 1-a=095 = z,,=196

El intervalo caracteristico es:

(p_zoc/z' \/AD?&[’ Dz \’p%

Unidad 13. Inferencia estadistica: estimacién de una proporcién 9
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En este caso (p=0,2; ¢ =08 n=100; z,, = 1,96), queda:

2 2 -
0,2 -1,96 - \/m ,0,2+ 1,96 - \fw ;. es decir:
100 100

(0,1216; 0,2784), como queriamos probar.

Se desea estimar la proporcion, p, de individuos daltéonicos de una pobla-
cion a través del porcentaje observado en una muestra aleatoria de indivi-
duos, de tamafo n.

a) Si el porcentaje de individuos daltonicos en la muestra es igual al 30%,
calcula el valor de n para que, con un nivel de confianza de 0,95, el
error cometido en la estimacion sea inferior al 3,1%.

b) Si el tamaifio de la muestra es de 64 individuos, y el porcentaje de indivi-
duos dalténicos en la muestra es del 35%, determina, usando un nivel de
significacion del 1%, el correspondiente intervalo de confianza para la
proporcion de dalténicos de la poblacion.

a) Para un nivel de confianza del 95%, 1-a =095 = z,, =196

El error maximo admisible es:

’ 1-—
E=z,," %pﬂ Buscamos 7 para que E = 0,031.
, 0,3-0
1,96 - 9307 _ 0,031 — n =839,48
n

La muestra ha de ser de 840 individuos.

b) Para un nivel de significacion del 1%, tenemos que:
0=001 - 1-0=09 = z,,=2575

El intervalo de confianza para p serd:

. 0,35 0,05 4 ]0.35- 0,65
(0,55—2,>75 g\ 035+ 2575 \/ o )

es decir, (0,196; 0,504).

En una muestra de 100 rétulos publicitarios, se observa que aparecen 6 de-
fectuosos.

a) Estima la proporcion real de rotulos defectuosos, con un nivel de con-
fianza del 99%.

b) ¢Cual es el error maximo cometido al hacer la estimacion anterior?

c) ¢De qué tamaiio tendriamos que coger la muestra, con un nivel de con-
fianza del 99%, para obtener un error inferior a 0,05?

Unidad 13. Inferencia estadistica: estimacién de una proporcién
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6
a) La proporcion muestral es pr = 100~ 0,06 > 1-pr=209

Para un nivel de confianza del 99%, sabemos que =z, = 2,575.

El intervalo de confianza para estimar la proporcion real de rotulos defectuosos es:

pra—pn 7| LrA=pn
pr_ZOL/Z. n ’pV+ZOL/Z. n

En este caso queda:

(0,06—2,575- (0,06.0,94 . 0.06 + 2575 - }0,06-0,94)
100 100

es decir: (0; 0,12).

, 1- ,006~0 4
b)E=Za/2' w= 2,575 %z0,0G

©) En la expresion del error, sabemos que:
E=0,05
Zy/o = 2,575 (para un nivel de confianza del 99%)
pr=10,06;, 1-pr=0,94

Por tanto:

1- 0,06 - 0,94
E=za/2-\/@ L6 o,5=2,575«\/% — n=14958

Habra que tomar una muestra de, al menos, 150 rétulos.
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s12

En una encuesta realizada a 800 personas elegidas al azar del censo electo-
ral, 240 declaran su intencion de votar al partido A.

a) Estima, con un nivel de confianza del 95,45%, entre qué valores se en-
cuentra la intencion de voto al susodicho partido en todo el censo.

b) Discute, razonadamente, el efecto que tendria sobre el intervalo de con-
fianza el aumento, o la disminucién, del nivel de confianza.

240
La proporcion muestral es pr = 500 03 > 1—-pr=20,7

a) Para un nivel de confianza del 95,45%, hallamos z, ,:

0,9545 0,9772

Unidad 13. Inferencia estadistica: estimacién de una proporcién
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0,0455

1-0,9545 = 0,0455; = 0,0227

0,0227 + 0,9545 = 0,9772
Plz<z,,1=09772 > z,,=2

El intervalo de confianza para estimar la proporcién en la poblacion es:

1- 1-—
(p,,_zm. B s 2200 pr))

En este caso queda:

fO -0 fO -0
03-2- A;O,3+2- M
800 800

es decir, (0,2676; 0,3324)

La proporcion de votantes del partido A en la poblacion se encuentra, con un
nivel de confianza del 95,45%, entre el 26,76% y el 33,24%.

b) Si aumenta el nivel de confianza, mayor es la amplitud del intervalo; es decir,
cuanto mds seguros queramos estar de nuestra estimacion, mayor serd el error
maximo admisible.

Si disminuye el nivel de confianza, también lo hara la amplitud del intervalo.

Un estudio realizado por una compaiiia de seguros de automoviles estable-
ce que una de cada cinco personas accidentadas es mujer. Si se contabilizan,
por término medio, 169 accidentes cada fin de semana:

a) ¢Cual es la probabilidad de que, en un fin de semana, la proporciéon de
mujeres accidentadas supere el 24%?

b) ¢Cuil es la probabilidad de que, en un fin de semana, la proporcion de
hombres accidentados supere el 85%?

©) ¢Cual es, por término medio, el nimero esperado de hombres accidenta-
dos cada fin de semana?

a) x: “ndamero de mujeres accidentadas cada fin de semana”
x = B(169, 02)

La proporciéon de mujeres accidentadas cada fin de semana sigue una distribu-
cion:

x'=N|p, \/p—q = N|0,2; \fw = N(0,2; 0,03)
n 169

2> 024_—02] = Plz>1,33] = 1 - ®(1,33) =

Plx'> 0,24l = P 0.03

=1-0,9082 = 0,0918

Unidad 13. Inferencia estadistica: estimacién de una proporcién
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b) La proporcion de hombres accidentados cada fin de semana sigue una distribu-
cion:

'~ N|0.8; \/M = N(0.,8: 0,03)
y b ) 169 ) b b

Asi:

Ply’>0,85] = Plz> =Plz>1,67]1=1-®(1,67) =

0,85 — 0,8]
0,03

=1-0,9525 = 0,0475

©) El nimero de hombres accidentados cada fin de semana sigue una distribucién
y=B(169; 0,8). Asi, Wu=n-p=169 - 0,8 = 135,2 es el “nimero esperado” de
hombres accidentados cada fin de semana.

CUESTIONES TEORICAS

A partir de una muestra de tamafio 400, se estima la proporcion de individuos
que leen el periodico en una gran ciudad. Se obtiene una cota de error de
0,0392 con un nivel de confianza del 95%.

a) ¢Podriamos, con la misma muestra, mejorar el nivel de confianza en la es-
timacion? ;Qué le ocurriria a la cota de error?

b) ¢Sabrias calcular la proporcion, pr, obtenida en la muestra?
a) Aumentando la cota de error mejoraria el nivel de confianza.

b) La cota de error es:

prl —pr)

2 Ae—

Como E=0,0392; n=400 y 1-a=095 — Zym = 1,96, tenemos que:

prl —pr) 0,0392 pr1 —pr)

2=196 \/ - \/

0,392 = 196 400 196 W00

0,02 = \/% 50,0004 = %{OP@ - 0,16 = pr(1 — pr)

0,16 = pr—pr? — pr2—pr+0,16=0

C1+V1-064 1036 1£06 <pr=0,8
pr 2 2 2 pr=02

Podria ser pr=0,8 o bien pr=0,2. Con los datos que tenemos, no podemos
decidir cudl de estos dos resultados es el valido.

Unidad 13. Inferencia estadistica: estimacién de una proporcién
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PARA PROFUNDIZAR

a) Un fabricante de medicamentos afirma que cierta medicina cura una en-
fermedad de la sangre en el 80% de los casos. Los inspectores de sanidad
utilizan el medicamento en una muestra de 100 pacientes y deciden acep-
tar dicha afirmacion si se curan 75 o mas. Si lo que afirma el fabricante es
realmente cierto, scual es la probabilidad de que los inspectores rechacen
dicha afirmacion?

b) Supongamos que en la muestra se curan 60 individuos. Di, con una con-
fianza del 95%, cual es el error maximo cometido al estimar que el por-
centaje de efectividad del medicamento es del 60%.

a) Si lo que dice el fabricante es cierto, tenemos que p=0,8 — 1- p=0,2

Considerando una muestra de tamano n = 100, las proporciones muestrales,
pr, siguen una distribucion normal de media p = 0,8 y de desviacion tipica

0.8 02
\/ Lq _ \/ 20 2 _ 0,045 es decir, proes N(0,8; 0,04).
n 100

5
La probabilidad de que los inspectores rechacen la afirmacion es P|pr < RED

100/

Calculamos esta probabilidad:

pr < ek Plpr<0,75] =

P
100

z <O’75—_O’8] = Plz<-1,25] =

-p
0,04

~1,25
=P[z>125]=1-P[z<1,25]=1-0,8944 = 0,1056 es la probabilidad de que

se rechace la afirmacion.

60
b) Si la proporcion muestral es pr= 100 - 06 > 1- pr=04

Para z ,, = 1,96 (nivel de confianza del 95%), el error maximo sera:

prd —pr) 10,604
E=zy, /T= 1,96 1,Tz0,096

El error maximo cometido es de un 9,6%, es decir, de 10 personas.
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AUTOEVALUACION

1. En una poblacion, la proporcion de individuos que tienen una cierta caracte-

ristica C es 0,32.

a) ¢Como se distribuyen las posibles proporciones pr de individuos que tie-

nen la caracteristica C en muestras de 200 individuos?

Unidad 13. Inferencia estadistica: estimacién de una proporcién
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b)Halla el intervalo caracteristico de pr correspondiente al 95%.

c) Calcula la probabilidad de que en una muestra la proporcion sea menor
que 0,3.

a) En la poblacién, p = 0,32.

Las proporciones muestrales, pr, se distribuyen N (p, \"D?q)

pq { 0,32 - 0,68
= ——— =00
n 200 /033

Es decir, pr se distribuye N(0,32; 0,033).

b) En una normal N(0, 1), el intervalo caracteristico correspondiente al 95% es
(=1,96; 1,96).
0,32 = 1,96 - 0,033 = 0,255
0,32 + 1,96 - 0,033 = 0,647
El intervalo caracteristico para pr (al 95%) es (0,255; 0,647).
0,3 - 0,32

o) Plpr<0,3] = P|z < 0.033

= Plz<—-0,61]1=1-®(0,61) = 1 —0,7291 = 0,2709

2. Se sabe que el 10% de los habitantes de una determinada ciudad va regular-
mente al teatro. Se toma una muestra al azar de 100 habitantes de esta ciudad.
¢Cual es la probabilidad de que, al menos, un 13% de ellos vaya regularmente
al teatro?

La distribucion x = “ndmero de personas que van regularmente al teatro” es una
B(100; 0,1), donde p=0,1 y g=1-p=09.

Como 100 - 0,1 > 5y 100 - 0,9 > 5, aproximamos con una distribucién:

x'=N (np, \'npq) = N(10, 3), a la que aplicamos la correccion por continuidad:

= P[z>0,83] =

12,5 -1
Plx > 13] = Plx'> 12,5] = P[z ZM}

=1-®(0,83) = 1-0,7967 = 0,2033

3. En una muestra de 60 estudiantes de una universidad, un tercio habla inglés.

a) Halla, con un nivel de confianza del 90%, un intervalo para estimar la pro-
porcion de estudiantes que hablan inglés.

b) A la vista del resultado anterior, se va a repetir la experiencia para conse-
guir una cota de error de 0,01 con el mismo nivel de confianza. ;Cuantos
individuos tendra la muestra?

1 2
La proporcion muestral es pr = 3 - 1-pr= 3

Para un nivel de confianza del 90%, sabemos que z , = 1,645.

Unidad 13. Inferencia estadistica: estimacién de una proporcién
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a) FEl intervalo de confianza para estimar la proporcién en la poblacion es:

prl —pr) pr1 - pr)
(PV—Za/z ‘ VT N VT)

En este caso queda:

1 f(1/3) (1/2) 1 f(l/S) (1/2)
(3 — 1,645 % '3 + 1,645 2 )

es decir: (0,2332; 0,4334)

b) En la expresion del error, £ =z, - ’\’M, sabemos que:
n

E=10,01
24/, = 1,645 (para un nivel de confianza del 90%)
1 2

r= —pr=—
b b 3

1
3 b
Por tanto:

0,01 = 1,645 - \/% = n=60134

Habrd que tomar una muestra de, al menos, 6014 individuos.

4. Una encuesta realizada en cierto pais sobre una muestra de 800 personas

arroja el dato de que 300 son analfabetas.

Para estimar la proporcion de analfabetos del pais, hemos obtenido el inter-
valo de confianza (0,3414; 0,4086).

¢Con qué nivel de confianza se ha hecho la estimacion?

.9 300 3
La proporcion muestral es pr=-——=— — 1-pr=

800 8 B

El error maximo admisible es la semiamplitud del intervalo de confianza; es decir:

0,4086 — 0,3414
e

Por tanto: E =z, - \/Ln_pr) - o,o336=zu/2~\/W — 2, =19

Plz < 1,96] = 0,9750

= 0,0336

& plz>1961= 109750 = 0,025
(X,/Z 1-o (X/Z 2 ) ) )
@ =0025-2=005 = 1-0 =095
1.96

| El nivel de confianza es del 95%.

Unidad 13. Inferencia estadistica: estimacién de una proporcién



INFERENCIA ESTADiSJICA:
CONTRASTE DE HIPOTESIS

Pagina 311

REFLEXIONA Y RESUELVE
Maquina empaquetadora

El fabricante de una maquina empaquetadora afirma que, si se regula para que
empaquete palés con 100 kg, los pesos de los palés envasados por ella se distri-
buiran N(100,2).

a) Para probarla, el posible comprador efectiia un empaquetado que resulta tener
101 kg. A la vista de este resultado, ¢;deberia desconfiar de la afirmacion del
fabricante?

b)Para probar la maquina, se empaquetan 50 palés. El peso medio de los 50 es
101 kg. Con este resultado, ;crees que se deberia rechazar lo que afirma el
fabricante?

a) Como la distribuciéon de los pesos de los sacos es normal de media p = 100 kg y de
desviacion tipica ¢ = 2 kg, obteniendo 101 kg en una medida, no parece que sea
suficiente para desconfiar de la afirmacion del fabricante.

b) En este caso si, pues ya tenemos 50 sacos; es decir, 50 unidades. Como la poblacion se
distribuye  N(100, 2), sabemos que las medias muestrales siguen una distribucion

o 2
normal de media w =100 kg y de desviacion tipica — = — = 0,28.

Vi 50

Por tanto, en este caso si parece razonable desconfiar de la afirmacion del fabricante.

Pilas que duran y duran...

Un fabricante de pilas afirma que la duraciéon media de sus pilas, funcionando inin-
terrumpidamente, es de 53 horas como minimo, y su desviacion tipica, de
4 horas. Di si rechazarias o no dicha afirmacion en cada uno de los siguientes casos:

a) Si una pila dura 48 horas.
b) Si el promedio de las duraciones de 100 pilas es 50 horas.

©) Si el promedio de las duraciones de 100 pilas es 56 horas.

a) Una sola observacion no parece suficiente para rechazar la afirmacion, aunque la du-
racion sea bastante inferior a lo esperado.

b) En este caso, con una muestra de 100 pilas, si parece razonable rechazar la afirmacion.

¢) No rechazariamos la afirmacion, pues el resultado obtenido con una muestra de 100
pilas estd de acuerdo con lo que se decia.

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis




¢Monedas falsas?

Reflexionemos sobre cada una de las siguientes experiencias:

a) Lanzamos una moneda 10 veces y obtenemos 6 caras.
b) Lanzamos una moneda 100 veces y obtenemos 60 caras.

¢) Lanzamos una moneda 1 000 veces y obtenemos 600 caras.

B ;Podemos deducir de alguna de ellas que la moneda es incorrecta? ;Con cual de
ellas llegamos a esa conclusion con mas seguridad? (Responde intuitivamente).

De los apartados b) y ¢) podemos deducir que la moneda es incorrecta. Con el apar-
tado ©) llegamos a esa conclusion con mas seguridad.

La grasa en la leche

Los fabricantes de una determinada marca de leche afirman que el contenido de ma-
terias grasas, por término medio, es del 12% o menos. La desviacion tipica es 2,2%.

Para estudiar si es cierta o no la afirmacion de los fabricantes, se toman 50 enva-
ses y se mide el porcentaje de grasa que hay en la leche de cada uno de ellos, ob-
teniéndose un promedio de 12,6%.

B Reflexionando sobre el resultado anterior, ;crees que se debe rechazar la hipo-
tesis hecha por la empresa distribuidora de que el contenido de grasas por tér-
mino medio no supera el 12%, o bien no hay motivo suficiente para rechazarla?

En este caso se trata de dilucidar si la diferencia de ese 0,6% es atribuible al azar o no.
Esta cuestion sera una de las que estudiemos a fondo en el desarrollo de esta unidad.
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1. Repite, paso a paso, el caso 1 para un nivel de significaciéon o = 0,01.
1.° Enunciacion:
Hy: p = 0,167 H,: p# 0,167
2.°Zona de aceptacion:

Las proporciones muestrales se distribuirfan:

N p,qflﬂ = N|(0,167, 0167 0833 = N(0,167; 0,037)
n 100

Nivel de significacion: o = 0,01 — z,, = 2,575
Zona de aceptacion: (0,167 £ 2,575 - 0,37) = (0,072; 0,262)

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis
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3.° Verificacion:
Se extrae la muestra y se calcula el valor del parimetro:
pr=——-=10,25
4.° Decision:

0,25 si esta en la zona de aceptacion. Se acepta la hipétesis nula. Consideramos el
dado correcto.

2. Repite, paso a paso, el caso 2 para un nivel de significacion o = 0,10.
1.° Enunciacion:
Hy p =102 Hy: p# 102

2.°Zona de aceptacion:

Las medias muestrales se distribuirian:

11
N(lOZ, —| = N(102; 0,55)

V400

Nivel de significacion: o = 0,10 = z,, = 1,645

Zona de aceptacion:
(102 £ 1,645 - 0,55) = (101,09; 102,90)
3.° Verificacion:
Se extrae la muestra y se calcula el valor del parimetro: x = 101
4.° Decision:
101 no esta en la zona de aceptacion. Se rechaza la hipotesis nula.

Los conocimientos de los soldados no son los mismos que hace cinco anos.
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1. a) En una poblacion para la cual es ¢ = 29, contrasta la hipotesis de que
L = 347, con un nivel de significacion del 1%, mediante una muestra de
200 individuos en la que se obtiene x = 352.

b) Repite el contraste para o = 10%.
a) 1.°* paso: Hipotesis:
HO: u= 347, Hl: n# 347
2.° paso: Zona de aceptacion:

Para un nivel de significacion del 1%, o = 0,01, tenemos que =z, = 2,575. lLa
zona de aceptacion seria el intervalo:

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis 3




2 2
347 — 2,575 - 2 ;347 + 2,575 - 2 ; es decir: (341,72; 352,28)

V200 V200

3.€f paso: Verificacion:
La media muestral obtenida es x = 352.
4.° paso: Decision:

Como 352 estd en la zona de aceptacion, aceptamos la hipdtesis nula. Es decir,
aceptamos que W = 347.

b) 1.¢* paso: Hipotesis:
HO: = 347, Hl: n# 347
2.° paso: Zona de aceptacion:

Para un nivel de significacion del 10%, (o = 0,10), tenemos que z, ,, = 1,645. La
zona de aceptacion seria el intervalo:

29 29
347 — 1,645 - ——; 347 + 1,645 - . es decir: (343,63; 350,37)
N 200 \ 200

3. paso: Verificacion:
La media muestral obtenida es x = 352.
4.° paso: Decision:

Como 352 no estad en la zona de aceptacion, rechazamos la hipotesis nula; es decir,
aceptamos que W # 347.
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2. En una poblacion para la cual es G = 29, contrasta la hipotesis de que L < 347
con un nivel de significacion del 1%, mediante una muestra de 200 individuos

en la que se obtiene x = 352.

1. paso: Hipotesis:
Hy: W< 347, Hp: > 347
2.° paso: Zona de aceptacion:
Para a = 0,01, z,=233.
La zona de aceptacion es el intervalo:

2
oo 347 42,33 - —22| = (—eo; 351,78)

V200

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis
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3.°T paso: Verificacion:
La media muestral obtenida es x = 352.
4.° paso: Decision:

Como 352 no estd en la zona de aceptacion, rechazamos la hipétesis nula; es decir,
aceptamos que W > 347.
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1. Respecto a un cierto dado, A opina que P[6] = 0,15, B opina que P[6] < 0,15
y C opina que P[6] > 0,15. Contrasta las tres hipotesis con un nivel de signi-
ficacion de 0,10, sabiendo que se arrojé el dado 1000 veces y se obtuvo
183 veces el “6”.

1.¢" paso: Hipotesis:

PARA A PARA B PARA C
HIPOTESIS NULA Hy: p=0,15 Hy: p<0,15 Hy: p 20,15
HIPOTESIS ALTERNATIVA H:p#0,15 H:p>0,15 H:p<0,15

2.° paso: Zona de aceptacion:

A = a=010 = z,,=10645

~o,

Intervalo: 0,15 + 1,645 - \,M
1000

B - a=010 - z,=1,28

0,15 - 0,85
Intervalo: |—eo; 0,15 + 1,28 - \/Q = (—o0; 0,164)
1000

C - a=010 - z,=1,28

0,15-0,8
Intervalo: 0,15 — 1,28 - \’M s +oo| =(0,136; +o0)
1000

3.°T y 4.° pasos: Verificacion y decision:

= (0,131; 0,169

183 P . .
= 1000 0,183 solo estd en la zona de aceptacion de C. Es decir, aceptamos que

ep > 0,15.

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Contraste de hipétesis para la media

1 |Realiza en cada caso el contraste de hipétesis con las condiciones que
se dan a continuacion (en todos los casos suponemos que la poblacion de
partida es normal):

Ho [l o Jl o J[nf]x]]
o] u=12 o=15 =001 10 11
b)| n=145 =024 =005 16 16
d| u<11 =46 =005 100 12
d| u215 o=1 a=01 150 145

a) 1.%f paso: Hipotesis:
Hipotesis nula: H: = 12
Hipotesis alternativa: H: (L # 2
2.° paso: Zona de aceptacion:

)

(¢
(uO_Za/Z'Tz, MO+Z(X/2. \/;

Sabemos que W, =12, 6,= 1,5 n=10; z,, = 2,575

Por tanto, la zona de aceptacion es el intervalo:

)

1 1
(12 - 2,575 - 15 c12 + 2,575 - 15

V10 V10

3. paso: Verificacion:

; es decir: (10,78; 13,22)

x =11
4.° paso: Decision:

Como X queda dentro de la zona de aceptacion, aceptamos H,,.

b) 1.¢* paso: Hipotesis:

Hipotesis nula: H: u = 1,45

Hipotesis alternativa: H;: p # 1,45

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis
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2.° paso: Zona de aceptacion:

) )

(Ho_za/z'\/_;’ Ho + 2o N

En este caso es:

0,24

V16

0,24
) ; es decir: (1,33; 1,57)
V16

3. paso: Verificacion:

(1,45 -1,96 - —; 1,45 + 1,96 -

Xx=10
4.° paso: Decision:

Como X queda fuera de la zona de aceptacion, rechazamos H,.

©) 1. paso: Hipotesis:
Hipotesis nula: H: p <11
Hipotesis alternativa: H: > 11

So

2.° paso: Zona de aceptacion: (-, W, + 2, " N
n

4
—oo ;11 +1,645‘;6

N100

En este caso es: . es decir: (—oo; 11,76)

3.€f paso: Verificacion:
X =12
4.° paso: Decision:

Como X queda fuera de la zona de aceptacion, rechazamos H,,.

d) 1.¢* paso: Hipotesis:
Hipotesis nula: H: u =15

Hipotesis alternativa: H: u < 15

2.° paso: Zona de aceptacion:

O
0
Ho = Zg2 - ) +°°)
n

1
En este caso es: (15 —1,28 - ; +oo|; es decir: (14,895; +0)
V150

3.€f paso: Verificacion:
X =145
4.° paso: Decision:

Como X queda fuera de la zona de aceptacion, rechazamos H,,.

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis
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Un fabricante de lamparas eléctricas esta ensayando un nuevo método de
produccion que se considerara aceptable si las lJamparas obtenidas por este
método dan lugar a una poblaciéon normal de duraciéon media 2 400 horas,
con una desviacion tipica igual a 300.

Se toma una muestra de 100 lamparas producidas por este método, y esta
muestra da una duraciéon media de 2 320 horas. (Se puede aceptar la hipo-
tesis de validez del nuevo proceso de fabricacion con un riesgo igual o
menor al 5%?

1.°* paso: Hipotesis:

Tenemos que contrastar:

Hy: 1= 2400 frente a Hy: u# 2400

2.° paso: Zona de aceptacion:
PO .
0 o/2 \/; > 70 o/2 \/Z
Conocemos los siguientes datos:
U, = 2400; o, =300; n =100
0=005 = z,,=19
Por tanto, la zona de aceptacion sera:

510 2400 + 1,96 510
; ) ’) :
V100 V100

Es decir, el intervalo: (2341,2; 2458,8)

2400 — 1,96 -

3.¢f paso: Verificacion:

Hemos obtenido una media muestral de x = 2320.

4.° paso: Decision:

Como X = 2320 no cae dentro de la zona de aceptacion, rechazamos H,; es
decir, no podemos aceptar la validez del nuevo proceso de fabricacion.

Se sabe por experiencia que el tiempo obtenido por los participantes olim-
picos de la prueba de 100 metros, en la modalidad de decathlon, es una va-
riable aleatoria que sigue una distribucién normal con media 12 segundos
y desviacion tipica 1,5 segundos.

Para contrastar, con un nivel de significacion del 5%, si no ha variado el
tiempo medio en la dltima Olimpiada, se extrajo una muestra aleatoria de
10 participantes y se anoté6 el tiempo obtenido por cada uno, con los
resultados siguientes, en segundos:

13 12 11 10 11
11 9 10 12 11

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis
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a) ¢Cuales son la hipétesis nula y la alternativa del contraste?
b) Determina la region critica.

©) Realiza el contraste.

d) Explica, en el contexto del problema, en qué consiste cada uno de los
errores del tipo I y II.

a) Tenemos que contrastar la hipotesis nula:
Hy =12

frente a la hipdtesis alternativa:
Hp:pu#12

b) La zona de aceptacion es el intervalo:

n 20 g+ 20
s . P
0 a/2 TS o/2

N7 n

Como W, =12; 6 =15 n=10:

o=005 = z,,= 1,96; tenemos que la zona de aceptacion es el intervalo:

)

1 1
12 -1,96 - 15 ;12 +1,96 - —5), es decir: (11,07; 12,93)
V10

V10

¢) Calculamos la media de la muestra:

13+12+11+...+11 110
10 10

Como no esta dentro del intervalo de aceptacion, rechazamos H,; es decir, no
podemos aceptar que la media siga siendo la misma.

=11

X =

d) Error de tipo I: es cierto que la media son 12 s, pero debido al contraste utiliza-
do, nos da falso.

Error de tipo II: es falso que la media sea 12 s, pero debido al contraste utiliza-
do, nos da cierto.

Contraste de hipétesis para la proporcion

4 | Realiza en cada caso el test de hipotesis con las condiciones que se indican:
Ho || o [| n [| pr

o] p=05 001 1000 0,508

b)| p<06 005 600 061

d| p203 01 200 0,25

a) 1.%f paso: Hipotesis:

Hipotesis nula: Hy: p = 0,5

Hipotesis alternativa: Hy: p # 0,5

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis
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2.° paso: Zona de aceptacion:

A ,P q A ,P q

(po_za/z' (;lovpo"'zoc/z‘ (;10)

En este caso es: (0,5 — 2,575 - \’M ; 0,5+ 2575 - \/M
1000 1000

Es decir: (0,459; 0,541)

3.€f paso: Verificacion: pr = 0,508

4.° paso: Decision:

Como pr esta dentro de la zona de aceptacion, aceptamos .

b) 1.¢* paso: Hipotesis:
Hipotesis nula: Hy: p < 0,6

Hipdtesis alternativa: Hy: p > 0,6

2.° paso: Zona de aceptacion:

Pod
(_‘” 5Pyt 2o \f%)
En este caso es: (—oo 0,6 + 1,645 - ’\/0’6&%’4), es decir: (—o0; 0,6329)

3. paso: Verificacion: pr = 0,61

4.° paso: Decision:

Como pr estd dentro de la zona de aceptacion, aceptamos H,,.

©) 1.°* paso: Hipotesis:
Hipotesis nula: H: p 20,3

Hipotesis alternativa: H: p < 0,3

2.° paso: Zona de aceptacion:

Pod
(po * 2wz \/ _(;,l o +°°)
En este caso queda: (0,3 —-1,28 - ’\10’32% , +oo ); es decir: (0,259; +0o0)

3.€f paso: Verificacion: pr = 0,25.

4.° paso: Decision:

Como pr estd fuera del intervalo de aceptacion, rechazamos .

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis
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Un dentista afirma que el 40% de los nifios de 10 afios presenta indicios de
caries dental. Tomada una muestra de 100 nifios, se observé que 30 presen-
taban indicios de caries.

Utilizando la aproximacion normal, comprueba, a nivel de significacion
del 5%, si el resultado permite rechazar la afirmacion del dentista.
1. paso: Hipotesis:
Tenemos que contrastar:
Hyp=04 frentea H:p#4

2.° paso: Zona de aceptacion:

Pod Pod
Po— Zg2 \’ (;0 s Pot Zgn \f ono)

Para un nivel de significacion o = 0,05, tenemos que z, = 1,96. El intervalo sera:

/ 0,4-0,6 , 0,4-0,6 )
(0,4 —-1,96 - oo 0,4 + 1,96 ™ ), es decir, (0,304; 0,496)

3.r paso: Verificacion:

. . 30
La proporcion obtenida en la muestra es pr = 100 - 0,3.

4.° paso: Decision:

Como la proporcion muestral queda fuera de la zona de aceptacion, rechazamos
H,; es decir, rechazamos la afirmacion del dentista.

Una empresa de productos farmacéuticos afirma en su publicidad que uno
de sus medicamentos reduce considerablemente los sintomas de la alergia
primaveral en el 90% de la poblacion.

Una asociacion de consumidores ha experimentado dicho farmaco en una
muestra de 200 socios de la misma, obteniendo el resultado indicado en la
publicidad en 170 personas.

Determina si la asociacion de consumidores puede considerar que la afirma-
cion de la empresa es estadisticamente correcta al nivel de significacion de 0,05.
1. paso: Hipotesis: Tenemos que contrastar:

Hy:p =09 frentea H;:p#0,9

2.° paso: Zona de aceptacion:

,"Pq 4/]?6]
(pO_Za/Z' (;O’po‘LZoc/z' Ono)

Para un nivel de significacion o = 0,05, tenemos que z,, = 1,96. El intervalo sera:

[09-01 o901 . |
(0,9 -1,96 00 0,9 + 1,96 o0 ), es decir, (0,858; 0,942)

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis
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3.°T paso: Verificacion:

1
La proporcion obtenida en la muestra es pr = 200 - 0,85.

4.° paso: Decision:

Como la proporcion muestral queda fuera del intervalo de aceptacion, rechaza-
mos H,; es decir, no podemos considerar valida la afirmacion de la empresa.

El 42% de los escolares suele perder al menos un dia de clase a causa de gri-
pes y catarros. Sin embargo, un estudio sobre 1 000 escolares revela que en
el ultimo curso hubo 450 en tales circunstancias. Las autoridades sanitarias
defienden que el porcentaje del 42% para toda la poblacion de escolares se
ha mantenido.

a) Contrasta, con un nivel de significacion del 5%, la hipotesis defendida por
las autoridades sanitarias, frente a que el porcentaje ha aumentado como pa-
recen indicar los datos, explicando claramente a qué conclusion se llega.

b) ¢Como se llama la probabilidad de concluir erroneamente que el tanto
por ciento se ha mantenido?

a) 1.°* paso: Hipotesis:
Queremos contrastar:
Hy: p<0,42 frente a Hy: p > 0,42

2.° paso: Zona de aceptacion:

Py,
(_‘x” Lot 2o \/—(;ZO)

Para un nivel de significacion del 5%, tenemos que z,,, = 1,645. Por tanto, el in-
tervalo sera:

—o0; 0,42 + 1,645 - \,0’42—0758 . es decir, (—oo0; 0,4406)
1000

3. paso: Verificacion:

450
1000

La proporcion obtenida en la muestra es pr = 0,45.

4.° paso: Decision:

Como la proporcion muestral queda fuera de la zona de aceptacion, rechaza-
mos H,; es decir, aceptamos que la proporcion ha aumentado.

b) La probabilidad de concluir erréneamente que el tanto por ciento se ha mante-
nido; es decir, de aceptar H,, siendo falsa, es la probabilidad de cometer un
error de tipo II.

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis



UNIDAD | 14

Pagina 324

s8

PARA RESOLVER
Se ha comprobado que el tiempo de espera (en minutos) hasta ser atendido,
en cierto servicio de urgencias, sigue un modelo normal de probabilidad.

A partir de una muestra de 100 personas que fueron atendidas en dicho ser-
vicio, se ha calculado un tiempo medio de espera de 14,25 minutos y una
desviacion tipica de 2,5 minutos.

a) ¢Podriamos afirmar, con un nivel de significacion del 5% (o = 0,05),
que el tiempo medio de espera, en ese servicio de urgencias, no es de
15 minutos?

b) ¢Qué podriamos concluir si el nivel de significacion hubiese sido del
0,1% (o = 0,001)?

¢) ¢Existe contradicciéon en ambas situaciones?
Justifica las respuestas.
a) 1.°F paso: Hipétesis: Tenemos que contrastar:
Hy w=15 frente a H: p# 15
2.° paso: Zona de aceptacion:

(u Zas =L, Py * Zoy 2L )
0“2’ v Mo /2

¥ \n ¥ n
Como W, =15 ¢ =25 n=100:

=005 = z,,=196; tenemos que la zona de aceptacion es:

2,5 2,5
15-196 - ——, 15 + 1,96 - ;); es decir, el intervalo (14,51; 15,49).
( V100 V100

3. paso: Verificacion:
Hemos obtenido una media muestral de x = 14,25.
4.° paso: Decision:

Como la media muestral esta fuera de la zona de aceptacion, rechazamos H,;
es decir, no podemos aceptar que el tiempo medio sea de 15 minutos.

b)Si o = 0,001, entonces z,, = 3,27 y la zona de aceptacion seria:

2,5 2,5 . . ,
15 -327 - ——, 15 + 3,27 - —|; es decir, el intervalo (14,18; 15,82).
V100 V100
Por tanto, como X = 14,25 si estd en el intervalo de aceptacion, no podriamos
rechazar H; es decir, aceptarfamos que el tiempo medio es de 15 minutos.
¢) No existe contradiccion. En el apartado b), el riesgo que estamos asumiendo es

muy pequefo, mucho menor que en el caso a); por tanto, el intervalo es mas
amplio.

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis
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La duracion de las bombillas de 100 vatios que fabrica una empresa sigue
una distribucién normal con una desviacion tipica de 120 horas. Su vida me-
dia esta garantizada durante un minimo de 800 horas.

Se escoge al azar una muestra de 50 bombillas de un lote y, después de com-
probarlas, se obtiene una vida media de 750 horas.

Con un nivel de significacion de 0,01, ;habria que rechazar el lote por no
cumplir la garantia?
1.%f paso: Hipotesis: Queremos contrastar:
Hy: w2800 frente a Hy: p <800
2.° paso: Zona de aceptacion:

S
Ho— 2o 3%
\'n

Para o =0,01 — z,=2,33. Como W,=800; 6,=120 y n =50, la zona de acep-
tacion sera:

(800 233 - 2
ST Ao

3.¢* paso: Verificacion:

; +°o); es decir, el intervalo (760,46; +o0).

Hemos obtenido una media muestral de X = 750 horas.
4.° paso: Decision:

Como la media muestral no esta dentro de la zona de aceptacion, rechazamos H,;
es decir, habria que rechazar el lote por no cumplir la garantia.

Una empresa asegura que unas determinadas pastillas de jabon duran mas
de 11 dias. Para comprobarlo, se realiza una encuesta en 100 casos. Estas son
las respuestas:

DURACION 1 5, o 110 A 14([15 4 19|20 A 24
(dias)

RESPUESTAS 24 46 19 11

¢Se puede dar como valida la afirmacion de la empresa, para un nivel de
significacion de o = 0,05?

Calculamos la media muestral y la desviacion tipica:

DURACION 1 5, o 110 4 14([15 4 19|20 A 24
(dias)

x; 7 12 17 22
/; 24 46 19 11
Xfix, 1285

X = = ———= 12,85 dias; s= 4,59

n 100

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis
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1.¢* paso: Hipotesis: Queremos contrastar:
Hy: u<11 frentea Hp:pu>11

2.° paso: Zona de aceptacion:

)
—oo s Wy — 2, =
0" Ty

Para o = 0,05 = z,=1,645. Como W, =11; 6,=4,59 y n =100, la zona de
aceptacion es:

4
(—oo 211 + 1,645 - ﬁ), es decir, el intervalo (—eo; 11,76).

V100

3.¢" paso: Verificacion:
La media muestral obtenida es X = 12,85 dias.
4.° paso: Decision:

Como X = 12,85 esta fuera de la zona de aceptacion, rechazamos H,; es decir,
aceptamos que las pastillas de jabon duran mas de 11 dias.

Una encuesta, realizada a 64 empleados de una fabrica, concluy6 que el tiem-
po medio de duracion de un empleo en la misma era de 6,5 afios, con una
desviacion tipica de 4.

¢Sirve esta informacion para aceptar, con un nivel de significacion del 5%,
que el tiempo medio de empleo en esa fabrica es menor o igual que 6?

Justifica adecuadamente la respuesta.
1. paso: Hipotesis: Tenemos que contrastar:
Hyu<6 frentea Hj:pu>06

2.° paso: Zona de aceptacion:

%y
Nl

Para un nivel de significacién del 5%, tenemos que z, = 1,645. Por tanto, el inter-
valo es:

V64

3.%f paso: Verificacion:

4
(—oo 6+ 1,645 - —); es decir, (—oo; 6,8225)

La media muestral obtenida es X = 6,5 anos.
4.° paso: Decision:

Como la media muestral pertenece al intervalo de aceptacion, no podemos recha-
zar H; es decir, aceptamos que el tiempo medio es menor o igual que 6 anos.

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis
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La Concejalia de Juventud maneja el dato de que la edad a la que los hijos se
independizan es una variable normal con media 29 afios y desviacion
tipica 3 anos.

Aunque la desviacion tipica no plantea dudas, si se sospecha que la media
ha descendido, sobre todo por la politica de ayuda al empleo que ha llevado
a cabo el ayuntamiento.

Asi, de un estudio reciente sobre 100 jovenes que se acaban de independi-
zar, se ha obtenido una media de 28,1 afnos de edad.

a) Con un nivel de significacion del 1%, ;puede defenderse que la edad me-
dia no ha disminuido, frente a que si lo ha hecho como parecen indicar
los datos? Plantea el contraste o test de hipétesis y resuélvelo.

b) Explica, en este problema, en qué consisten cada uno de los errores
del tipo I y IL.

a) 1.°F paso: Hipotesis:
Tenemos que contrastar:
Hy:n=29 frentea H: W <29

2.° paso: Zona de aceptacion:

Moy—=2, 7=+
“" T
Para un nivel de significacion de o = 0,01, tenemos que z, = 2,33. Asf, el inter-
valo es:

3
V100

3.€f paso: Verificacion:

(29 - 233 g +<><>); es decir, (28,301; +o0)

La media muestral obtenida es X = 28,1 afnos.
4.° paso: Decision:

Como la media muestral esta fuera del intervalo de aceptacion, rechazamos H,;
es decir, aceptamos que la media de edad ha disminuido.

b) e El error de tipo I consiste en rechazar H, siendo verdadera. En el contexto
de este problema seria aceptar que la media ha disminuido, siendo falso.
e El error de tipo II consiste en aceptar 7, siendo falsa. En este problema se-

rfa aceptar que la media no ha disminuido, siendo falso.

Se afirma que, en una determinada ciudad, al menos el 30% de las familias
poseen ordenador. Se toma una muestra aleatoria de 200 familias de la
ciudad y resulta que 50 poseen ordenador. A un nivel de significacion de
0,05, ¢hay suficiente evidencia para refutar la afirmacion?

1.°* paso: Hipotesis: Queremos contrastar:

Hy: p 20,30 frentea H:p <0,30

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis
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2.° paso: Zona de aceptacion:

(Po ~ o \/ —pon% ; +°°)

Para un nivel de significacion o = 0,5 tenemos que z, = 1,645. Por tanto, el in-
tervalo sera:

(0,5 — 1,645 - \f% ; +°°); es decir: (0,247; +)

3.%f paso: Verificacion:

0
La proporcion obtenida en la muestra es pr = % =0,25.

4.° paso: Decision:

Como la proporcion muestral esta dentro del intervalo de aceptacion, no podemos
rechazar H,; es decir, aceptamos que, al menos, el 30% de las familias posee
ordenador.

En el afio 2005, un estudio indicaba que un 15% de los conductores utiliza-
ban el moévil con el vehiculo en marcha.

Con el fin de investigar la efectividad de las campafas que se han realizado
desde entonces para reducir esos habitos, se ha hecho una encuesta a
120 conductores de los cuales 12 hacian un uso indebido del mévil.

Plantea un test para contrastar que las campaifias no han cumplido su obje-
tivo frente a que si lo han hecho, como parecen indicar los datos.

¢A qué conclusion se llega con un nivel de significacion del 4%?
1. paso: Hipotesis:

Hyp215 Hp:p<15
2.° paso: Zona de aceptacion:

pq
s

Si a=0,04, entonces z, =175, pues Plz<1,75]=0,9599 = 0,96 =

= Plz>1,75] = 0,04

La zona de aceptacion es, por tanto:

0,15 - 0,85
0,15 - 1,75 - | ————, o] = (0,093; o
(,5 5022 )(93)

3.¢T paso: Verificacion:

12
La proporcion obtenida en la muestra es 120" 0,1; luego pr=0,1.

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis
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4.° paso: Decision:
0,1 € (0,093; e). Por tanto, no podemos rechazar la hipétesis nula.

Segun estos datos, las campanas no han sido efectivas y esta afirmacion la hace-
mos con un nivel de significacion del 4%.

En una muestra aleatoria de 225 habitantes de una poblacion hay 18 que ha-
blan aleman. A un nivel de significacion de 0,05, ;hay suficiente evidencia
para refutar la afirmacion de que al menos el 10% de los habitantes de la po-
blaciéon hablan aleman?

Planteamos un test de hipétesis unilateral para la proporcion.
Hy p>0,1
H:p<0,1

La zona de aceptacion tiene la forma:

[ by A =pp)
(Po_za' Po "By npo ;+°°)

Nz '
by— %, 310 bo

A un nivel de significacion de 0,05, le corresponde un z, = 1,45.

0,95

La zona de aceptacion es:

{01~09
0,1 — 1,645 - \| ——="—; +oo| = (0,0671; +oo
(5 ) 5 225 5+) (7 77+)

1
La proporcién muestral es p,. = 225 = 0,08.

Como 0,08 pertenece a la zona de aceptacion, aceptamos la hipdtesis nula; es
decir, no hay suficiente evidencia para refutar la afirmacion de que al menos el
10% de los habitantes de la poblacion hablan aleman.

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis
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Se trabaja con la hipétesis de que uno de cada diez varones manifiesta algin
tipo de daltonismo.

a) Elegidos 400 varones, se detectan 50 dalténicos. Con un nivel de signifi-
cacion del 10%, ¢se puede aceptar la hipotesis de partida?

b) Sobre la muestra estudiada en el apartado a), ¢se obtendria la misma con-
clusion si o = 0,02?

a) Planteamos un contraste de hipotesis bilateral para la proporcion.
Sean Hy; p=0,1y H;:p#0,l

La zona de aceptacion tiene la forma:

Do (1 =py) fp A -py)
(Po_zcx/z' =~ - O, P+ 2y - \| » O)

A un nivel de significacion del 10% le corresponde un z,,, = 1,645.

La zona de aceptacion es:

/01-09 f01~09
0,1 — 1,645 - A| ————2: 0,1 + 1,645 - \| ———=| = (0,0753; 0,124
( 5 %400 + 5 400 ) (0,0753 7)

La proporcion muestral es pr = ZW = 0,125.

Como 0,125 ¢ (0,0753; 0,1247), no podemos aceptar la hipotesis de partida.
b)Si o =002, z,, =233

La zona de aceptacion es ahora:

/01-09 f01-09
0,1-2 ‘A —/———; 0,1 +233 - \[——| = (0,065; 0,1
(7 333 400 » 333 400 ) (a 57 735)

Como 0,125 € (0,065; 0,135), con un nivel de significacion de 0,2 si podemos

aceptar la hipotesis de partida.

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis

19



20

s17

Hace diez afios, la proporciéon de personas que leian un cierto periédico era
del 35%. Para comprobar si dicha proporcion se mantiene, tomamos una
muestra de 225 personas de las cuales 65 leen dicho periédico.

a)Si o = 0,05, ;podemos aceptar que la proporcion de personas que leen
dicho periodico es mayor o igual al 35%?

b) ¢Y si el nivel de significacion es del 1%?

a) Planteamos un test de hipdtesis unilateral para la proporcion.
Hy: p 20,35
H:p<0,35
La zona de aceptacion tiene la forma:

(po ~ o SRt ) ; +°°)

n

A un nivel de significacion o = 0,05, le corresponde un z, = 1,645.

0,05

z, = 1,645

En este caso, la zona de aceptacion es:

f055~065
0,35 — 1,645 - \|—=——=—; +oo| = (0,298; +oo
(,35 ,645 25 ,+) (0,298; +20)

6
La proporcién muestral es p,. = % = 0,08.

Como 0,29 ¢ (0,298; +e), no podemos aceptar, con o = 0,05, que la propor-
cion de personas que leen dicho periédico ha aumentado.

b)Si o =001, z, =233

La zona de aceptacion es:

/ 0,35 - 0,65
233 .42 07 L
(0,35 ,33 25 s

En este caso, 0,29 € (0,276; +e). Con un nivel de significacion del 1% pode-
mos aceptar que la proporcion de personas que leen el periddico La Ciudad ha
aumentado.

= (0,276; +o0)

Al disminuir el nivel de significacion, la zona de aceptacion aumenta y, por tan-
to, casos que antes se rechazaban ahora se aceptan.

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis
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Hace diez afios, el 25% de los partos fueron de madres de mas de 33 afos.
Actualmente se ha tomado una muestra de 120 partos de los cuales 34 fue-
ron de madres de mas de 33 afios. Con una significacion del 10%, ¢se puede
aceptar que la proporcion de partos de madres de mas de 33 afios sigue sien-
do como mucho del 25%?

Planteamos un test de hipétesis unilateral para la proporcion.
Hy: p£0,25
H:p>0,.25

La zona de aceptacion tiene la forma:

(_m;po T2y \J qu)

A un nivel de significacion de o = 0,10 le corresponde un z, = 1,28.

0,90
‘ 0,10
2, = 1,28
La zona de aceptacion es:
0,25 - 0,75
—o0; 0,25 + 1,28 - A| ———"—| = (=e0; 0,30
( 5 50 ) ( 30
. . 34 17
La proporcion obtenida en la muestra es pr = 120 - 60" 0,283.

Como 0,283 € (—o0; 0,30), se puede aceptar, con una significacion del 10%, que la
proporcion de partos de madres de mas de 33 anos sigue siendo, como mucho,
del 25%.

PARA PROFUNDIZAR

En un test de hipétesis para estudiar si el cociente intelectual medio de los
estudiantes de una universidad es 113, hemos seleccionado una muestra
aleatoria de 180 estudiantes, obteniendo una media de 115. La zona de acep-
tacion obtenida ha sido el intervalo (111,98; 114,02). Por tanto, hemos
rechazado la hipotesis.

Si ¢ =7, ¢cual es la probabilidad de haber rechazado la hipétesis, cuando
en realidad era verdadera? ;Como se llama este tipo de error?

El error que consiste en rechazar H,, cuando esta es verdadera se llama error de
tipo 1. La probabilidad de cometerlo es precisamente o, el nivel de significacion.
Lo calculamos en este caso concreto:

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis
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e La semiamplitud del intervalo de aceptacion es:

o ) 114,02 — 111,98
z., *—— En este caso concreto es igual a: =1,02

o/2 \/; 2

e Sabemos que 6 =7 yque n=180. Por tanto, podemos despejar z ,:

0,90

7 o
1,02=2, ——=— = 24,=19 > 1 -7 0,9744 — o = 0,0512

o/2 (_180

e La probabilidad de haber cometido un error de tipo I (rechazar H, siendo cier-
ta) es o = 0,0512.

En una determinada provincia, la nota media en matematicas de los alum-
nos de 2.° de Bachillerato del curso pasado fue de 5,8, con una desviacion
tipica de 2,3 puntos.

Con un nivel de significacion de 0,05, queremos contrastar la hipoétesis de
que la media no ha variado. Para ello, vamos a extraer una muestra aleato-
ria de tamaiio 100. Asi, la zona de aceptacion sera el intervalo (5,35; 6,25).
Si al final la media real fuera de 5 puntos, ;cuil es la probabilidad de obte-
ner una media muestral que nos lleve a cometer un error de tipo II?

Si la media real fuera @ =5, las medias muestrales en muestras de tamano 7 = 100,

5, 23
"\100

Asi, la probabilidad de aceptar H, siendo falsa (esto es, la probabilidad de co-
meter un error de tipo 1D seria la probabilidad de obtener una media muestral que
cayera dentro de la zona de aceptacion, es decir:
535-5 6,25-5
<z<
0,23 0,23

= Plz < 543] - Plz < 1,52] = 1 -0,9357 = 0,0043

con © =23, se distribuirfan segin una N ; es decir, segiin una N(5; 0,23).

P[5,35<Xx<625]=P

] =Pl[152<z<543] =

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis
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AUTOEVALUACION

1. Contrasta las siguientes hipotesis:

a)Hy: | = 19,4 (o = 2,6) Nivel de significacion: o = 0,10
MUESTRA: n = 114; X = 18,6

b) H: 1L =500 (o = 31) Nivel de significacion: o = 0,05
MUESTRA: 7 = 300; X = 495

c) Hy: p = 0,2 Nivel de significacion: o = 0,02
MUESTRA: 1 = 65; pr= 0,17

d) H,: p < 0,68 Nivel de significacién: o = 0,02
MUESTRA: n = 200; pr = 0,703

a) Hy =194 Hp:u#19,4
Zona de aceptacion: (].L —Zyp 2 B i)

n n

=010 = z,,= 1,45 Por tanto:

2,6 2,6
19,4 — 1,645 - ——; 19,4 + 1,645 - —) =(19; 19,8)
( V114 V114

X =186 ¢ (19; 19,8). Se rechaza la hipdtesis.
b) H,: u =500 Hy: <500

Zona de aceptacion:

c
W—2z,, ——=, +oo
o/2 (n )
=005 = z,,=10645 Por tanto:

31
V300

X =495 ¢ (497, ). Se rechaza la hipotesis.

(500 - 1,645 - , +°<>) = (497, +o0)

9) Hy p= 0,2 Hp:p# 0,2

D bq bq
Zona de aceptacion: D=2 P R "

o=002 = z,,=233 Portanto:

[0208 [02-08
02-233 4| === 02+ 233 - A[——"| = (0,084: 0,316
(, 33 = 33 z ) ( 316)

pr=10,17 € (0,084; 0,316). Se acepta la hipdtesis.

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis
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d) Hy: p<0,68 H,: p>0,68

> Pq
Zona de aceptacion: P+ 2 N T,
o =002 = z,=2,055 Por tanto:
0,68 - 0,32
oo 0,68 + 2,055 - A| 22BN (o 0748)
200

pr=10,703 € (—eo; 0,748). Se acepta la hipétesis.

2. Una fabrica de muebles se encargaba también del transporte y montaje de los

pedidos a sus clientes. Sin embargo, recibia al menos un 16% de reclamacio-
nes por dicho servicio.

En los iltimos meses, ha contratado una empresa especializada. De 250 servi-
cios realizados por la empresa contratada, 30 han tenido reclamacion.

Plantea un test para contrastar la hipoétesis de que con la empresa contratada la
situacion sigue igual, frente a que, como parece, ha mejorado. ¢A qué conclu-
sion se llega para un nivel de significacion del 5%?

Hy: p=0,16 H,: p<0,16

5 bq
Zona de aceptacion: |p -z, - n ot

0=0,05 = z,=1,645. Por tanto:

(0716 _ 1,645 s 0716—0’84 ; +oo)= (07122’ +°°)
\ 250
30

r= =2~ 012 ¢ (0,122 +oo
Pr=750 ( )

Rechazamos la hipotesis. Es decir, con un nivel de significacion del 5% aceptamos
que el servicio ha mejorado con la nueva empresa.

3. Un informe de la Asociacion de Compaiiias Aéreas indica que el precio medio

del billete de avion entre Canarias y la Peninsula Ibérica es, como maximo, de
120 € con una desviacion tipica de 40 €.

Se toma una muestra de 100 viajeros que van de Canarias a la Peninsula Ibérica
y se obtiene que la media de los precios de sus billetes es de 128 €.

a) ¢Se puede aceptar, con un nivel de significacion igual a 0,10, la afirmacion
de partida?

b) ¢Se concluira lo mismo si el nivel de significacion fuera del 1%?
a) Se trata de un contraste de hipétesis unilateral para la media.

Hy: w<120  Hp: > 120.

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis
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La zona de aceptacion tiene la forma (—oo U - —)

c
n

Si o =0,10, le corresponde un z, = 1,28, pues:

En este caso, la zona de aceptacion es:

(—oo 120 + 1,28 - = (—o0; 125,12)

40
V100
Como 128 ¢ (—o0; 125,12), no se puede aceptar, con un nivel de significacion del
10%, la afirmacion de partida.
b)Si o = 0,01, entonces z, = 2,33.

Ahora la zona de aceptacion es:

V100

Como 128 € (—e0; 129,32), si se puede aceptar, con un nivel de significacion del
1%, la afirmacion de partida.

40
(_oo ; 120 + 2,33 - —) = (—o0; 129,32)

Unidad 14. Inferencia estadistica: contraste de hipétesis
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Eleccion de presidente

B Ayudandote de la tabla, estudia detalladamente los resultados de la votacion,
analiza algunas caracteristicas de los participantes y opina quién crees que de-
beria ser presidente.

4(/1 -1 -1 -1 -1 -1
B|[-1 0 1 0 -1 0
cjo0o 1 1 1 0 O
D{-1 0 1 0 -1 0
E\-1 1 1 1 -1 0
F \-1 0 0 0 -1 0

De la tabla podemos deducir muchas cosas:

— Al consejero A no le gusta ninguno de sus colegas como presidente.

— B solo tiene un candidato (el O).

— Dos consejeros (Cy E) estan de acuerdo en los mismos candidatos (B, Cy D).
— El consejero F no opta por ninguno de sus compaferos.

— Al candidato E no le prefiere ninguno de los otros consejeros. De hecho, es el tni-
co que no se considera idoneo para el cargo.

— Los candidatos B y D han obtenido los mismos resultados.

— Solo A y C se consideran idoneos para el puesto de presidente.

Segun los resultados, el candidato C es el mas idéneo para presidir la empresa (por lo
menos, eso piensan sus companeros del consejo).

Unidad 2. Algebra de matrices 1




Vuelos internacionales

B Aqui tienes representados, mediante flechas, los vuelos que hay el martes des-
de el pais B hasta el pais C. Representa, mediante una tabla, la informacion
recogida en el diagrama.

Conexiones de vuelos

H Supon que una persona quiere salir el lunes de A, pasar la noche en B vy lle-
gar el martes a C.

¢Cuantas posibles combinaciones tiene por cada punto de salida y cada punto
de llegada? Es decir, ¢de cuantas formas puede irde 4, a C;,de 4, a C,, de
4, a ¢, etc.?

Continua ti, rellenando razonadamente el resto de la tabla y explicando, en
cada caso, como llegas a la respuesta.

Unidad 2. Algebra de matrices



1. Escribe las matrices traspuestas de:

Pagina 49
3
A=|2
5
.
2
D=
0
6
i3 2 7
4 (1 5 6)

1

5
6

N R

N O =

135-1
257
B=( ) c-lo 241
410
610 3
17 4
E=|7-10 F=(546 1)
40 3
¥ o
r_ r_
B 5(1) =15 4 0
11 3
1 7 4 Z
-7 -1 0 =g
4 0 3 X

2. Escribe una matriz X tal que X’= X; esto es, que sea simétrica.

Por ejemplo, X =

1
2
-1

3. Escribe una matriz que describa lo siguiente:

OO O OO N
OO O O -
OO O =, OO
—_ = O =N O
[N SHeRolNolNo)

Unidad 2. Algebra de matrices
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1. Sean las matrices:

(10 -2 (101
413 -4 1 3
(7 1 D_—315
s 100 l6 2 4

Calcula E=24—-3B+ C—-2D.

po(2 04\ _[3 03, (7 1 —1)_(-6 2 10| _[{18 -1 -18
8 2 -6 -12 3 9 8 -10 0 12 4 8 16 -15 -23
Pagina 53
2. Efectaa todos los posibles productos entre las siguientes matrices:
7 0
2 7 1 5 1 -1 1
1 2 3 -1 1
= B= c=({6 3 0 0 D=|0 5 2
(—2 5 1 0 1 2.5 1 0 2 3 3
3 4
7 14 21
(8 2 4 s (7 18 -4 |33 2
AC(24_4-1_10)’ AD(o 30 5)’ Bra=lo 5
-5 26 13
22 28 -6 -1 2 5 3 3 -4
C-B=|39 3|, D-C=|26 5 2 0|, D-D=[4 31 4
-9 —4 28 38 -1 10 -4 4 17

3. Intenta conseguir una matriz I; de dimensién 3 X 3 que, multiplicada por
cualquier matriz cuadrada A(3 x 3), la deje igual.

Esdecir: A-I;=I;- A=A
La matriz I, que verifica la igualdad anterior se llama matriz unidad de orden 3.

Una vez que sepas cudl es su fisonomia, sabras obtener la matriz unidad de
cualquier orden.

OO =
S = O
— O O

Unidad 2. Algebra de matrices
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1. Comprueba las propiedades 2 y 3 del producto de nimeros por matrices, to-
mando:

-1 7 2 1
a=3,b=6 A=(3 > ) B=(

2 30 4 6 8

PROPIEDAD 2

9A=(27 45 —9)

18 =27 0

3A+6A=(9 15 —3)+(18 30 —6)=(27 45 —9)
6 -9 0 12 -18 0 18 =27 0

94 = 34 + 64

PROPIEDAD 3

103 0)_(30 9 0
A+ B)= =
3A+B) 3(638) (18924)
(915 =3} (21 =6 3| _{30 9 0
A+ 38 (6 9 0)+(12 18 24) (189 24)

3(A+ B) =34+ 3B

Pagina 55
2. Comprueba las propiedades distributivas para las siguientes matrices:
1
1 4
-156 7 41 60 2
B B=13 09 -2 ““lo-155s “|-s
16
3
6 15 2 68 19
A-(B+c)=A~(3 1i 7)= 15 -5 70 15
S -1 13 a1 0 96 25
11 5 42 -1 4 -3 26 20 15 2 68 19
A-B+A-C=|150 45 -10|+|0 =5 25 25| =15 =5 70 15
17 5 60 -5 4 -5 36 30 21 0 96 25/
A- B+ =A-B+A-C
A (3 6 127, _[-24
BrO-D (3 114 3) v (40)
. P ) 24\ _[-24
50+ cp-( So)+(35)- (%)
B+C)-D=B-D+C-D
Unidad 2. Algebra de matrices 5
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1. Calcula, utilizando el método de Gauss, la inversa de cada una de las siguien-
tes matrices o averigua que no la tiene:

) 11 b) 12 ) 1 2
Yo 1 3 4 N2 —4
- 1 1/1 0} amn-e» 1 0]1 -1
0 1l0 1/ @» 0 1|10 1
-1
Asi, 1 1t _(1
0 1 0 1
b) 1 211 0 . 1 211 0 1.9 + 2.9
410 1) @H-3-09 0 23 1] @
1 0|2 1| a» 1 0| =2 1
0 11-3 1 =1/2) - 2.9 0 1 3/2 -1/2
(1 2}t -2 1
A =
o (3 4) (3/2 —1/2)
o 1 21 0o a» 1 21 0
2 4|0 1 QH+2-0ayH 0 012 1

En la parte de la izquierda, la 2.2 fila estd compuesta de ceros. Por tanto, la matriz
1 2
-2 -4

2. Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices o averigua que no la
tiene:

no tiene inversa.

123 12 3 113
a4 56 b)[0 1 2 ol|ll 2 1
7 8 9 12 4 200
1 2 3
a4 5 6
7 8 9 BH-7-1Y 0 -6 -12|-7 BH-2-2Y

[
|

(N}
|

N
|

A

—_

L0 0} an 1 2 3|1 0 0 as
0 1 0| ev-4-a» 0 -3 -6 |-4 1 0] @
0O 0 1 0 1

0

0

1

En la parte de la izquierda, la 3.? fila estd compuesta de ceros. Por tanto, la ma-

1 2 3
triz|4 S5 6] no tiene inversa.
7 8 9

Unidad 2. Algebra de matrices
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12 311 0 0| a» 12 311 0 0 an-3.3y
b|o 1 2(0 1 0] @» 1 210 1 0] @ev-2-69H
1 2 4|0 0 1 BH-0 0O 0 1|-1 0 1 3.9
1 2 0|4 0 -3\ ao_2 a9 1 0 0|0 -2 1
1 02 1 =2 2.9 0O 1 02 1 =2
0O 0 1|-1 0 1 3.9 o 0 1|1-1 0 1
1 2 3|41 0 -2 1
Ast, [0 1 2 =2 1 =2
1 2 4 -1 0 1
1 1 3|1 0 0\ a» 1 1 31 0 0\ an
oll 2 110 1 0] esn-a» 0O 1 -2(-1 1 0 2.
2 0 0|0 0 1] G»H-2-0H 0 2 6(-2 0 1] GH+2-@H
1 1 311 0 0\ ay
1 -2 |-1 1 0] -5 -@H+@3ByH
0 0 -10|-4 2 1] -a®-GH
sy 0 0 aH-3-G9
0 -5 0|1 -3 1 —(1/5) - (2.9
0 0 1|2/5 -1/5 -1/10 3.5
1 1 0f|-1/5 3/5 3/5 19— @29 1 0 0 O 0 2/5
o 1 o|-1/5 3/5 -1/5 .9 0o 1 0o|-1/5 35 -1/5
0O 0 1

0 0 1|25 -1/5 -1/10] G5 2/5 -1/5 -1/10

1 1 3\ 0 0 2/5
Asi, 1 2 1| =|-1/5 3/5 -1/5
0 0 2/5 -1/5 -1/10

Pagina 59

3. Calcula x, y, z, t para que se cumpla:

2-1) (xy) (51
01/ |z ¢ lo2
2 -1} [x y\_[2x—z 2y—t|_(5 1
0 1)\z ¢ z t 0 2
2x —z=5 x=%
3
y—t=1 y=— 14 Solucion: Xy 2|52 32
z 1 0 2
z=0 z=0
t=2 =2 |

Unidad 2. Algebra de matrices
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4. Para las matrices A =
4 -1 11

-1 5 4 0
, B= , C= , comprueba:

ADA- (B+C)=(4-B)+(4-0)
b)(A4+B)-C=(A4-O)+(B-0)
A)A-(B-C)=(4-B)-C

35

a)A-(B+C)=A-(5 0

_[3 5
41 10

A-(B+C)=A-B+A-C

A-B+a-c=|TL5)+[% O[3 5
26 3] |15 7/ " {41 10

10 5} ~_[5 5
b)A+B) - C (6 6) C (30 6)

A4+B)-C=A-C+B-C

A_C+B,C=(4 0)+(1 5)=(5 5)
15 7] " \15 <1 |30 6

C)A-(B-C)=A-(1 5)=(1 5)
15 1) {107 3
A4-(B-CO)=U-B-C

(A‘B)-C=(_1 5).C=( 1 5)

26 3 107 3
30 06
5. Sean A = 5 _1 y B= 13/ Encuentra X que cumpla: 3:-X—-2-4=5-B

ax=5B+24=0 30),(6 O_[6 30) , _(2 10
5 -15 10 -2 15 -17 5 -17/3

6. Encuentra dos matrices, A y B, de dimension 2 X 2 que cumplan:

(1 4) 12
24+ B= A-B=
20 1 0
2A+B=(1 é)
Sumando: 3A=(g g) N Az((l) é)
A—B=(_1 2)
10

pacft -6 3 3

Solucién:A=O 2,B= 1.0
1 0 0 0

Unidad 2. Algebra de matrices



7. Encuentra dos matrices X e Y que verifiquen:

ax—3y=|* 2|y x—y=[1"°
BECRE VIPY B Al PR
_2y-|1 5 _2y-|1 5
2X - 3Y (4 2) 2X - 3Y (4 2)
(=10 ~ (2 o0
X—Y—(5 6) 2X +2Y (—6 _12)

Sumando: —Y=(3 5 ) N Y=(_3 —5)

-2 =10 2 10
(-1 0}, (10|, (53 5|_[-4 -5
* (3 6)+Y (3 6)+2 10) (5 16)

Solucion: X=(_4 _5)7 y=(—3 —5)
5 16 2 10

8. Averigua como ha de ser una matriz X que cumpla la siguiente condicion:

11 11
X- = .
01 01
x=*7
z 1
X~1 1) _(1 1) (1 1)_([x x+y
0 1 0 1 0 1 z z+t
1 1-X= 1 1) (x pl_(x+z py+1t
01 0 1) \z 1t z t
X=x+2z
xX+y=y+it x=1
z=z
z+t=1 z=0

- X . .
Solucion: X = (O Y|, donde x e » son numeros reales cualesquiera.
X

Unidad 2. Algebra de matrices
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9. Efectua las siguientes operaciones con las matrices dadas:
1 2 -4 7 1 -1
A= B= C=
03 3 0 3 2
a)(4-B)+A-0)
b)(4-B)-C
cO)A-B-C

_ o2 7\ (7 3\ _(9 10
varsraes il 8- %)

o[5S [1 1) _[-10 <15
DrAa=BC (—3 3) (3 2) (6 9)

v I
9 0/ \3 2 9 -9

1 2
10. Dada la matriz A4 = (0 1), comprueba que (4-1)?=0.
(A—1)2=(0 2)_(0 2)=(0 0)

0 0) {0 0 0 0

11. Halla la inversa de estas matrices:

1 00 1 2 3
73 3 2
a)( ) b)( ) |0 2 0 d|o 1 2
21 -8 5
0 01 011
2l)73963/=10 o [7x*3z Ty+3t)_(1 0
2 1)\z ¢ 0 1 2x+z 20+t 0 1
Tx+3z=1x= 1 Ty+3t=0]y=-3
2x+ z=0| z=-2 29+ =1 t= 7
Por tanto, la inversa es 13 )
-2 7
b) 3 2)(x y|_(1 O 3x-2z 3y-2t|_(1 O
-8 5)\z ¢ 0 1 —-8x + 5z -8y +5¢ 0 1
3x—-2z=1| x=-5 3y—2t=0|y=-2
—8x+5z=0]| z=-8 —8y+5t=1]| t=-3
Por tanto, la inversa es - 2
-8 -3

Unidad 2. Algebra de matrices
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1 0 O0\[fa b ¢ 1 0 O a b ¢ 1 0 O
|0 2 0f|ld e f|=|0 1 0| — |2d2e 2f|=|0 1 O
0 0 1/\g b i 0 0 1 g b i 0O 0 1

a=1b=0,¢c=0, 2d=0, 2e=1, 2f=0, g=0, h=0, i=1

1 0 0
Por tanto, la inversa es [0 1/2 0
0 0 1
1 2 3\[|a b ¢ 1 0 O
Do 1 2||d e fl=(0 1 0] -
0 1 1/\g b i 0 0 1
a+2d+3g b+2e+3b c+2f+3i 1 0 O
- d+ 2g e+ 2h [+ 20 =10 1 O
d+g e+h f+i 0 0 1

a+2d+3g=1|a=1 b+2e+3b=0(b=-1 c+2f+3i=0|c=-1

d+2g=0td=0 e+2h=1¢e=-1 f+2i=0¢ f=2
d+g=0|g=0 e+t+h=0| h=1 fri=1] g=-1
1 -1 -1
Por tanto, la inversa es [0 -1 2
0 1 -1
Pagina 62
1. Calcula el rango de las siguientes matrices:
1 4 -1 1 3 -1
A=|-1 3 2 B=|2 -1 5
2 2 0 1 10 -8
1 0 2 1 -1
1 -2 0 -3
2 -1 1 2
c=|-1 3 1 4 D=
-11 3 2 0
21 5 -1
0 8 7 9 4
1 4 -1\ ao 14 -1\ a» 1 4 -1
A=|-13 2| @y+ad 07 1] ey 07 1]|->rman=3
2 2 0 GH=-2-09 0-6 2] GBoH-2-29 0-20 0
1 3 —1 (1_3) 1 3 —1 (1_a) 1 3 —1
B=|2 -1 5| @v-2-09 0 =7 7] @ 0 =7 7| —>ran(B) =2
1 10 =8] BH-a.9 0 7 =7/ GH+@H 0 0 O

Unidad 2. Algebra de matrices

11



12

I =2 03] an

1
C=1-1 3 1 4| e@v+a» 0
2 1 5 -1 G9H-2-09 0
1 -2 0 -3
01 1 1] = ran(C)=2
00 00
10 2 1 -1\ g»
D= 0o 2 -1 1 2 D)
-1 1 3 2 0] Go+ran
0 8 7 9 4 4.
10 2 1 -1\ g
0 2 -1 1 2 2.9
0 0 -11 -5 4 (3.9
0O 0 11 5 -4 4.+ 3

Pagina 63

-2 0 -3} a»o

1 1 1 2.2

5 5 5] G5-5-29

10 2 1 -1\ g

02 -1 1 2 (@)

01 5 3 -1 231 + (2
08 7 9 4] G“H-4-@H
1 0 2 1 -1

0 2 -1 1

0 0 -11-5 4] 2 =3
0O 0 0 0 O

1. Expresa en forma matricial los siguientes sistemas de ecuaciones:

x—2y—-3z-2t=-19

X +z=10
)y 2x + 3 =17 P o Y aer e 16
a y b) x—2y=11 ) 2y +3z+ t= 16
3x+4y+z=32
3x—2y + t= 5
Q) X +z=10| /1 o0 1\ [« 10
2+3y  =17:|2 3 of-|y|=|17
3+ dprz=32]\3 4 1] \z] |32
N — =
A - X =
b) 2x— y= 7 2 1) (x| _[7
x-2p=11[\1 2] {y] |11
_ — -
4 X =
O x=2p-32-2=-19) 11 5 3 5\ [x -19
yr2z+ 0= 1210 1 2 1| [y]|_[12
2y+3z+ 1= 16(|0 2 3 1] |z] |16
32y . 1= 5 32 0 1 t 5
—_— e —
A - X = C

Unidad 2. Algebra de matrices
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UNIDAD W

2. Comprueba que las inversas de las matrices asociadas a los sistemas del ejerci-
cio anterior son las que damos a continuacion:

-1 -6 3 1
e 2 0 2/3 -1/3 1(-3 -12 5 1

a) -1 -1 1 b) ) —
-1/2 =2 3/2 1/3 -2/3 213 10 3 1
-3 6 1 1

Resuelve con ellas, matricialmente, los sistemas del ejercicio 1.

a) Comprobamos que es la inversa:

1 0 1 3/2 2 -3/2 1 0 0
A-A1=|2 3 0f-[ -1 -1 1 =0 1 0f=1

3 4 1 -1/2 =2 3/2 0 0 1

Resolvemos el sistema:

3/2 2 =3/2 10 1
X=A1-c= -1 -1 1 |-|17|=]5

-1/2 =2 3/2 32 9

Solucion: x=1, y=5, 2z=9
b) Comprobamos que es la inversa:
B'Rl=2_1 ,2/3—1/5=1 0 =7

1 -2 1/3 -2/3 0 1

Resolvemos el sistema:
Y=pl.c= 2/3 =173} [ 7| _|1
1/3 =2/3 11 -5
Solucion: x=1, y=-5
¢) Comprobamos que es la inversa:

-1 6 3 1 1 -2 -3 -2 1 0 0 0
_1=l—5—1251.0121=0100=
=3l 103 loz 3 1] oo o]

3 6 1 1 3 -2 0 1 0 0 0 1

Resolvemos el sistema:
-1 -6 3 1 -19 0 0
o 1325 1| 2 a2 |
X=C"D 213 10 -3 -1 16 2 110 5
-3 -6 1 1 5 6 3

Solucion: x=0, y=-1, z=5, t=3

Unidad 2. Algebra de matrices 13
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Pagina 68
EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Operaciones con matrices

. (7 =2 _[-30 _
1 | Dadas las matrices A—(3 1) y B > ) calcula:
a)—24 + 3B b)%A-B ) B- (-A) d)A-A-B-B
23 4 ~17/2 -2 21 -6 43 16} _[9 0} _ (34 -16
a)(-lz 4) b)(-n/z 1) C)(s —6) d)(z4 —5) (2 4) (zz —9)

2 |Efectia el producto (-3 2)(; —21)((1))

a7 =@

0
1

3 |a) ¢Son iguales las matrices A =

2
) y B=(2 3)?
3
b)Halla, si es posible, las matrices AB; BA; A+ B; A'—B.
a) No, A tiene dimension 2x 1 y B tiene dimensién 1 X 2. Para que dos matri-
ces sean iguales, deben tener la misma dimension y coincidir término a término.

4 6
6

ma dimension.

Al-B=2 3) -2 3) =0 0

b)A-B= ; B-A=(1 3); A+ B no se puede hacer, pues no tienen la mis-

comprueba que:

4 | Dadas las matrices A=(1_2 1) B=(4 0 -1

301 21 0

a)(A+B)}!=A'+ B!
b)(34)' = 34!

5 1
. (520} _|_
‘;1)(141+B)‘—(1 1 1)—(21)

A+B'=4"+B

Unidad 2. Algebra de matrices



UNIDAD | 2

3 9\ |
b)(3A)’=(3 N 3)t= 60
9003 |35

(BA)!" = 34!
1 3 39
34'=3[-2 0| =[-6 0
1 1 3 3
. 31
Calcula 344! - 21, siendo A = (5 2).

5AA,_2[=3(3 1)(3 5)_(2 0)=3(1o 17)_(2 0)=
s 2/11 2) o 2 17 29 {0 2

_ (30 51} (2 0} _[28 51
51 87) lo 2] |51 85

-1 2

Dadas las matrices A=(3 _l) y B=(0 1

2 3

, comprueba que (4 B)!=B'- A%

A-B=(‘3 5) > (A-B)’=(_3 ‘2)
21 5

a0 3 2] 2 )

Calcula, en cada caso, la matriz B que verifica la igualdad:

315 .. (4 0 6 1 4 (-5 4
D1 oo 3 +B'(o 2 2 P2 5 —2)_33_(0 —1)
a)B=(4 0 6)_(3 -1 5)=(1 1 1)

022 (103 (122

-1 4\ L._[-5 4 (-1 4} (-5 4\_[3 4
R B e B ] I N P N

B=(1 4/3)

2 -1
Comprueba que la matriz A4 = (_31 _21 verifica (4 + I)? = 6I.
A=(—1 2)%A+1=(—1 2)+(1 o)=(o 2)

3 -1 3 -1/ lo 1) |3 o

o_[o 2} (o 2\_[6 o)_
A+D 3 0) (3 O) (O 6) 61

Luego (A +D? =61

Unidad 2. Algebra de matrices
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9 |Dada la matriz:

3 0 8
A=|3 -1 6
-2 0 -5

comprueba que (4 + I)?> =0 y expresa A?> como combinacion lineal de A4

e I
3 0 8 1 0 0 4 0 8
A+7I=13 =1 6|+|0 1 0|=[3 0 6
-2 0 -5 0 0 1 -2 0 -4

4 0 8\/4 0 8 00
A+D?*=3 0 613 0 6]=]|0 0
2 0 —4)\=2 0 -4 0 0

S O O

Expresamos A? como combinacion lineal de 4 e I
A+D?*=0 5> U+ DU+D =A?+ A+ A+[=A*+24+1=0 -
— A?=24-1

Ecuaciones con matrices

s10 |Halla las matrices X e Y que verifican el sistema:

(1 4 _(1 -1
2X+Y—(2 0), X-Y= 1 O)
(1 4
S
Sumando las dos ecuaciones, queda:
1 =1
x-v-(1 7]
3X=2 3 —>X=2/5 1
30 1 0

Despejamos Y en la 2.2 ecuacion:

1 -1} _(2/3 1} (1 -1} _|(-1/3 2
1 0 1 0 1 0 0 o0
2/3 1 o v= -1/3 2

1 0 0 o)

rex-|

Por tanto, X = (

s11 |Calcula X tal que X— B?=A- B, siendo:

101 1 -1
A= 0 B=|1
2 0

S = O

11 1
00 1

16 Unidad 2. Algebra de matrices
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s13

UNIDAD | 2

X=A- B+ B?

1 00
A-B=|2 1 0
00 2 2 0 =2
X=[4 2 1
1 0 -2 003)
B2=12 1 1
00 1

0 2 verifique:

Determina los valores de m para los cuales X = (m 0

XZ—%X+ I=0

5 m O (m 0| 5 (m 0 10
2 _ 2 = J— =
Xomg Xl (o 2)(0 2) 2(0 2)+(o 1)

[38-300 Y

Tiene que cumplirse que:

5

+

1 0| _[m*~G/2m+1  0|_[0 0
01 0 0 0 0

m2—5m+1=0 - 2m*-5m+2=0 —
_51\/25—16_5J_r3<m=2
y 4 4 m =L
2
. 1
Hay dos soluciones: m,; = 2; m, = 5
Resuelve:
1-1)(x| _(1 x|(3
3 2)\y y-1)\2
T 1) (x>} _[1 x}(3 x=y | _[3+2x
(3 2)(y) y—l) 2)_> w2y \3y-2) 7
X— y=3+2& x+y=-3
~ 3x+2y=3y-2 3x—y=-2
Sumando:

dx=-5 - x=? > y=-3-x=-3+

NIV}

=7
4

L -5 -7
S l - = . =
olucion: X 1 N4 4

Unidad 2. Algebra de matrices
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s14

15

Halla dos matrices A y B tales que:

8 4 7
18 11 -6
8 3 13

2A+3B=

—-A+5B=(|17 1 -10

9 5 13

8 4 7
18 11 -6

8 3 13

9 2 16)

2A+ 3B =

18 -4 32
34 2 =20
18 10 26

—2A + 10B =

13B=(52 13 =26

26 13 39

26 0 39)

B=

2 1 3

Despejamos A en la 2.2 ecuacion:

9 2 16 10 0 15 9 -2
A=5B-(17 1 -10|=120 5 -10|(-|17 1
9 5 13 10 5 15 9 5
1 2 -1 2 0 3
Solucion: A=(3 4 0|, B=[4 1 =2
1 0 2 2 1 3 )

Dadas las matrices:

15 (10
-13)YN_(3 0

M=

halla dos matrices X e Y que verifiquen:
X-2M=3N; M+ N-Y=1

R BB
-1 3 9 0

3 0

2 0 3 1
4 1 =2 Multiplicamos por —

13"

Multiplicamos por 2 la 2.2 ecuacion.

Sumamos miembro a miembro.

16 1 2 -1
-10]1=|3 4 O
13 1 0 2

2 10
-2 0

|

B (; 160)

Unidad 2. Algebra de matrices



Matriz inversa

16 |Comprueba que la matriz inversade 4 es A™:

121 3 -6 -1
A={0 1 0 Al=({0 1 0
203 -2 4 1
A-ATt=1
17 |Dada la matriz A = ((1) _1), prueba cual de las siguientes matrices es su in-
versa:
_(3/2 3/2 _(1 1/2
M_(I/Z 1/2) N'(o 1/2)
(1) (32 32 (11 .
A M—(O 2) (1/2 1/2) (1 1). M no es inversa de A.

_(1 -1} (1 1/2) _(1 O .
A N—(O 2) (O 1/2) (O 1).Nesla1nversade A.

101
18 |Halla las matrices inversas de A4 = 1 2, =10 yCc=(01 0],
-10 2 4
011
0 -1
= -1 =
=2 = 4 (1/2 1/2)
-1 0
=_ -1 =
Bl =—4 = 5 (1/2 1/4)
1 1 -1
] =1 - ¢ct=(0 1 0
0 -1 1
Pagina 69
Rango de una matriz
19 | Estudia el rango de las matrices siguientes:
1 -2 3
i e e
B B B 12 24 36
123 1030 001
D=|2 40 E=|0 2 0 3 F=|100
360 0101 010

Unidad 2. Algebra de matrices
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s20

(1 2 3 4) am (1 2 3

4 -
2 4 -6 8] @v+2-a9 1)% ran (4) = 2

B=(1 3 8) — ran (B) = 2

-1 0
1 =2 3\ a» 1 2 3
cC=-2 4 -6| e@v+2-a» 0 0 0| - ran(C)=1

12 =24 36) GBGH-12-09H 0O 0 0

L2 31 a» L2 3} a»
D=2 4 0| e@v-2-a» 0 0 -6 @
3 6 0 GH-3-09H 0 0 -9] 6:-GH5-9-2»
1 2 3
0 0 -6 - ran(D)=2
0O 0 O

1 0 3 0\ as 1 0 3 0
E= 0 3| @» 0 2 0 3| - ran(E)=3
0O 1 0 1 2-3H+@2H 0O 0 0 1
0 0 1
F=(1 0 O - ran(F)=3
0 1 0

Estudia el rango de estas matrices y di, en cada caso, el nimero de colum-
nas que son L.L:

iz s (1239 (1410
A=|2 3 5 11| B=|4 2 -1| C= D=
1-16 29 6 3 2 11 11 -1
37 5 5 11 1 -1
1 11 2 am 1 1 1 2 .
A=12 3 5 11| @»-2-ad 01 3 7| @
1 -1 6 29/ GBH-09 0 -2 5 27 GH+2-29
1 1 1 2
01 3 7| > ran(d)=3
0 0 11 41
Hay 3 columnas linealmente independientes en A.
21 3\ an 21 3\ lan 213
B=[4 2 -1| @evy-2-a» 00 7] @» 00 -7|—>ran(B) =2
63 2] BH-3-019 00 =7 GBH-2H 00 0

Hay 2 columnas linealmente independientes en B.

Unidad 2. Algebra de matrices



1 3 -1 -1 3G9 1 1
C= 1 5 3 3 Q.9 1 5
11 1 1 1.2 1 -3
37 5 5 4.9 3 7
11 1 1 . 1
0 4 2 2 2.9 0
0 -4 -2 -2 BGH+2d 0
0 4 2 2 4.5 -2 0

PARA RESOLVER

s21

Calculamos A%

111 1\ gy 1
D= 1 -1 1 -1] ev-an 0
1 1 -1 -1 BH -0 0
1 1 1 -1/ GoH-an 0

Comprueba que A% =24 -1, siendo A =

UNIDAD | 2

L 1Y) as

3 3 @5 =15
-1 -1 GH -0

5 5 “4.H-3-015

1 1 1

4 2 2

00 0 — ran (C) =2

0O 0 0

1 1
-2 0
0 -2
0 O

9 -8 4
A2=A4-A=4 -3 2
-8 8 -3
10 -8 4 1 00 9 -8 4
2—71=4 =2 2|-(0 1 0o|=|4 -3 2
-8 8 =2 0 0 1 -8 8 -3

Hay dos columnas linealmente independientes en C.

1
-2
5 — ran (D) = 4

-2

Las cuatro columnas de D son linealmente independientes.

5 —4 2
2 -1 1 | e I la matriz unidad
-4 4 -1

de orden 3. Utiliza esa igualdad para calcular A%,

A2 =24-1

At =UD2=Q2A-D*=QRA-DQRA-1)=4A2-24-24+I* =

=4QRA-1)—-4A+1=8A -4 —4A + =44 - 3] =

5 -4 2 10 0
=412 -1 1|-3[0 1 0f=
-4 4 -1 0 01
20 =16 8 3 00 17 -16 8
=8 -4 4|-(0 3 0]=|8 -7 4
-16 16 -4 0 0 3 -16 16 -7

Unidad 2. Algebra de matrices
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s22

s23

s24

1 2

Dada la matriz A4 = ( 2 1

), halla una matriz B tal que A - B = (0 3)

3 0/

A-B=(O 5) > A—lAB=A—1~(O 3) = B=A-(O 3)
30 30 30

Calculamos A~1: |A|=-3; A7l = —5_1( 1 —2)

-2 1

Por tanto:
B=_—11_2'03= 1 =2} (0 -1)_[2 -1

3 \=2 1 3 0 2 1 -1 0 -1 2

2

Dadala matriz A=(0 0

, prueba que 43 es la matriz nula.

Demuestra después que la matriz I+ A + A?> es la matriz inversa de I—A.

& Multiplica I+ A +A? por I-A.
00 2 000

A?=10 0 0], A3=4%2-4=|0 0 O
000 000

Veamos que [+ A + A% esla inversa de I— A:
U+A+AHU-A=1-A+A-A*+A2-A=]-A3=1-0=1

Como U+ A+ A% -(I—-A) =1 entonces [+ A+ A% eslainversa de I— A.

Calcula A" y B" siendo:

1 1/7 1/7
A=|0 1 0 B=((1) (3))
0 0 1
1 1/7 1/7\ (1 1/7 1/7 1 2/7 2/7
eA’=4-4=]0 1 0|0 1 0 ]=|0 1 O
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1.2/7 2/7\ (1 1/7 1/7 1 3/7 3/7
A3=4%2-4=|0 1 O [{0O 1 O |=|0 1 O
0O 0 1/J\0 0 1 0 0 1
1 n/7 n/7
Asi, A"=(0 1 0O |. Lo probamos por induccion:
0 0 1

Acabamos de comprobar que para 7 =2 (primer caso relevante), funciona.

Unidad 2. Algebra de matrices
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Suponemos que es cierto para 7 — 1:

1 n-17 n-1/7 1 1/7 1/7 1 n/7 n/7
Ar=4"-1.4=10 1 0 10 1 0Of=(0 1 0
0 0 1 0 0 1 0O 0 1

i H [ PO R PR R
weso=f3 3l 900 2] [s )

0 3"

Igual que en el caso anterior, para 7 = 2 se cumple.

Por tanto, B" = ( . Lo probamos por induccion:

Suponemos que es cierto para 7 — 1:

rer 2

0371—1 0 3 0311
4 5 -1
Dada la matriz A=|-3 —4 1|, calcula 42 43, ..., A128,
-3 -4 0
4 4 1 1 0 0
A=A -A=|3 3 -1|;, A3=42-A4=|0 1 O|=F A*=43-A=1-4=4
0o 1 -1 0 0 1
4 4 1
A128=A42'5+2=(A3)42'A2=]42'A2=]‘A2=A2= 3 3 _1
0 1 -1

Determina, si es posible, un valor de k para que la matriz (4 —kI)? seala
matriz nula, siendo:

0 -1-2
A=|-1 0 2
113
0 -1 -2 k 0 0 -k -1 =2
A—FkI=|-1 0 =2|-|0 k& Of=|-1 -k =2
1 1 3 0 0 k 1 1 3-%k

% -1 2\[-k -1 =2 k2-1 2k-2 4k — 4
-1 -k 2 ||[-1 -k 2 |=|2k-2 RK>-1 4k — 4 =
1 1 3-k)\1 1 3-k 2-2k 2-2k k*-06k+5

(A - kI)?

k=1

Il
S O O
oS O O
oS O O
\:

Unidad 2. Algebra de matrices
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Calcula la matriz inversa de cada una de las siguientes matrices:

24

1-21 10 0
A={0 1 O B=|-11 -1
-13 0 21 1
1 -2 1
e A= 1
-1 3 0
1 -2 11 0\ s 10 1[1 20\ an
1 0 1 2.9 01 0]0 1 O (@)
-1 3 00 1 3.9+ (1 01 1]1 0 1 GR-— 2
1 0 1]1 0\ lan_ea 1 0 0l0o 3 -1
0 1 0/0 1 0O @» 0 1 0|0 1
O 0 1|1 -1 1 3.9 0O 0 1|1 -1 1
0 3 -1
A7t=10 1 0
1 -1 1
1 -2 1 0 3 -1 1 0
Comprobacion: | 0 1 0|0 1 0]=]0 1
-1 0 1 -1 1 0 1
1 0 O
e B=(-1 1 -1
2 1
1 O 0 1 0 O (113) 1 0 0 1 0 0 (La)
-1 1 -1|0 1 Q@5 +15 01-11 10 QY+ (39
2 1 1 ]/0 0 1 GBGH-2-A9H 01 1|20 1 39
1 0 0|1 O a9 1 0 0/1 0 0\ ao
2 -1 1 1 @) 0 2 0|-1 1 (@) a2
0 1 1,-2 0 1 2-3H-2» 0 0 2|3 -1 B2
1 0 O 1 0 0
1 0 |-1/2 1/2 1/2
0 0 1 |-32 -1/2 1/2
1 0 0
Bl=|-1/2 1/2 1/2
=3/2 -1/2  1/2
1 0 O 1 0 1 0 O
Comprobacion: |-1 1 -1||-1/2 1/2 1/2|={0 1 0
2 1 1 =3/2 -1/2  1/2 0O 0 1
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Halla la matriz X en cada una de las siguientes ecuaciones:

a) A2X— B = AX, siendo:

1 0 -1 2-10
A=|2 1 0 B=|{1 3 -1
-1 1 -1 01 -1
4 .
b)ABX = 2] siendo:

21 1 11
=" = =12 0
A(—101) B

A AX-B=AX — A’X-AX=B — (A4?2-A)X=B — X=U*-4)1 B
——

C

1 0 -1 1 0 -1 2 -1 =2
A2=2 1 0 21 0|l=(4 1 =2
-1 1 -1 \-1 1 =1 0 2 2

2 -1 2 1 0 -1 1 -1 -1

C=(UA2-A)=[4 1 =2|-12 1 0]=|2 0 =2
0o 2 2 -1 1 -1 1 1 1
1 -1 -1
lc]=12 0 —2|=4
1 1 1
_lo =2 _ . I ) 20
Cu 1 1‘—2, ClZ _‘1 1‘__4’ Clﬁ ‘1 1‘_2
-1 -1 o1 I
CZl _‘1 1‘_0’ sz ‘1 1‘_27 C23 _‘1 1‘__2
1 -1 I e |1 -1
651 ‘0 _2‘_ ) C32 _‘2 _2‘_0’ 635 ‘2 0‘_2
2 -4 2 2 0 2
Adj(C) =0 2 2|, [Adj (O =|-4 2 0
2 0 2 2 -2 2
1/2 0 1/2
cl=[-1 12 0 |=@?>-a"
1/2 -1/2 1/2
1/2 0 1/2\ (2 -1 0 1 0 -1/2
X=c'! - B=|-1 1/2 0|1 3 -1|=|-3/2 5/2 =-1/2
1/2 -1/2 1/2) {0 1 -1 1/2 =3/2 0
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s29

4

b) Como A‘B'X=(2

4 4
- 41 - g1 4-1
), BX=A (2) = X=B"A (2)

Ademds, sabemos que B~' A7l = (AB)L.

1 -1
-2 -1 1 -6 3 _ _

Tenemos que AB—(_1 0 1) _22(1) —(_3 2) y que |AB|=-12+9=-3.
Ast:

g _[-2/3 1
(2 )
Por tanto:

[ 4 -2/3 1\|[4 -2/3

_ 1 - -

weuon (3)-(20S)()-(

Estudia el rango de las siguientes matrices segun el valor del parametro k:

1-1-1 2 -1 4 1 3 2 -1 -11 0 2
M=|1-1 2 N=(-21 3 P=(2 6 4 k Q= 1310
21 k 1 & 2 4 12 8 -4 210 3 &k
1 -1 -1\ as 1 -1 -1
M=(1-1 2| env-a» 00 3 — ran (M) =3
2 1 k) GH-2-09 0 3 k+2 para cualquier valor de k.
2 -1 4\ as 2 -1 4 )
N=|-2 1 3| @vy+ad 0 0 7] = 1+2k=0si k=—=
1 k 2] 2-G3H9-09 0 1+2k O 2

e Si Ie=—%, ran (N) = 2.

e Si /e;t—%, ran (N) = 3.

1 3 2 -1\ a» 13 2 -1\ am 132 -1
P=12 6 4 k| 3.4 1 3 2 -1 ev-a» 00 0 0
4 12 8 -4 @H 2 6 4 k BH-2-0 0 0 0 k+2
eSi k=2 — ranP) =1
eSi k-2 — ran(P) =2
-11 02\ an 110 2 @
O=1 3 10| ey+ad 0 4 1 2 2.9
210 3 k] GH+2-09 0 12 3k+4] GH-3-@9
-11 0 2
0 4 1 2
0 0 0 k=2

e Si k=2 — ran(Q) =2
e Si k2 — ran(Q) =3

Unidad 2. Algebra de matrices



UNIDAD H

s30 | En un edificio hay tres tipos de viviendas: L3, L4 y L5. Las viviendas L3 tienen
4 ventanas pequeiias y 3 grandes; las L4 tienen 5 ventanas pequeiias y 4 gran-
des, y las L5, 6 pequeiias y 5 grandes.

Cada ventana pequeiia tiene 2 cristales y 4 bisagras, y las grandes, 4 crista-
les y 6 bisagras.

a) Escribe una matriz que describa el numero y el tamaiio de las ventanas
de cada vivienda y otra que exprese el nimero de cristales y bisagras de
cada tipo de ventana.

b) Calcula la matriz que expresa el nimero de cristales y de bisagras de ca-
da tipo de vivienda.

z G c B
L3 3
D14 |5 4 ;P(Z 2)
516 5/ G\
P G C B C B
13 (4 3 13 (20 34
b L4 |5 4 -P(2 4)=L4 26 44
1516 s| W 0 1513 54
Pagina 70

s31 | Un industrial fabrica dos tipos de bombillas: transparentes (T) y opacas (O).

De cada tipo se hacen cuatro modelos: M,, M,, M; y M,

T O
M, [ 300 200
M, [ 400 250
M, [ 250 180
M, | 500 300

Esta tabla muestra la produccion semanal de bombillas de cada tipo y modelo.

El porcentaje de bombillas defectuosas es el 2% en el modelo M,, el 5% en
elM,, el 8% en el M; y el 10% en el M.

Calcula la matriz que expresa el nimero de bombillas transparentes y opa-
cas, buenas y defectuosas, que se producen.

T O
M, M, My M, M, (300 200 T o) T O
D (0,02 0,05 0,08 0,1} .M, [400 250| _ D [ 96 609| D [ 96 61
B (0,98 0,95 092 0,9/ M;|250 180 B |1354 869,1] B |1354 869
M, {500 300
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al 0 101
Halla todas las matrices X delaforma |0 b 1| talesque X*=(0 1 0
00 ¢ 001
a 1 0O\fa 1 O ata+b 1 1 01
X2=|0 b 1[|0 b 1|=|0 b*> b+c|=|0 1 0
0 0 c/]l0 O ¢ 0 0 c? 0 01
a*=1 a=+1
a+b=0| a=-b
b2_1 b=+1 a 1 = b -1 — c¢c=1
a=-1 - b=1 = c=-1
b+c=0| c=-b
=1 c=tl
1 10 -11 0
Hay dos soluciones: [0 =1 1| y |0 1 1
0 01 0 -1

Calcula una matriz X que conmute con la matriz 4, estoes, A- X=X"- A,

siendo A = (l)i) Después, calcula 42 + 247! - X.
A-X=((1) 1 adb)=a+c b;d)
X = as - 7 ¢ han de ser iguales.
c
X_A=ab11=oza+b
c dj\0 1 c c+d
a+c=a c=0
bid=a+bt d=a X=gz,cona,be\R
d=c+d c=0
2 1 1 2 1 -1\fa b|_[1 2 a b-aj _
A+2AX(01+201 0 allo 1/*0 4

1+2a 2+2b-2a
0 1+ 2a

(Observamos que la matriz que hemos obtenido también es de las que conmutan
con A).

Sean A y B las matrices dadas por:

520 ab 0
A=[2 50 B=|(c c 0
001 001

a) Encuentra las condiciones que deben cumplir los coeficientes a, b, ¢
para que se verifique A - B= B- A.

b)Para a=b=c=1, calcula B,

Unidad 2. Algebra de matrices



5 2 a b 0 Sa+2c 5b+2c 0
ADA-B=[|2 5 c ¢ O|=(2a+5c 2b+5¢c O
0O 0 1/10 0 1 0 0 1

a b 0\[(5 2 0 Sa+2b 2a+5b 0
B-A=|c ¢ 0|2 5 0|= 7c 7c 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Para que A - B=B- A, debe cumplirse que:
Sa+2c=5a+2b| c=b
S5b+2c=2a+5b| c=a

=bh=c
2a +5c=7c 7c=7Tc
2b +5¢c=7c 7c=7c
110
mB=(1 1 0
0 0 1
11 0\/1 1 0 2 20
B2=11 1 off1 1 o]l=12 2 0
0 0 1/\0 0 1 0 0 1
2 2 0\/1 10 4 4 0 22 22 0
B3=B2-B=|2 2 0|1 1 0]=14 4 0|=(2%2 22 o0
00 1/l0 0 1 0 0 1 0 0 1
2 2 0\(2 2 0 8 8 0 23 23 0
Bi=pB2-B2=(2 2 0||2 2 0|=[8 8 0f|=(23 23 o
0 0 1/l0 0 1 0 0 1 0 0 1
22 29 0
Asi, BIO=|22 29 0.
0 0 1

s35 | Una matriz cuadrada se llama ortogonal cuando su inversa coincide con su
traspuesta. Calcula x e y para que esta matriz A sea ortogonal:

3/5 x 0
A=y -3/5 0
0 0 1

@ Haz A-A' =1
Si A1 =A4! hadeser A-A'=1 entonces:
35 x 0 3/5 y 0

A-A=|y -3/5 0|-| x =3/5 0=
0O 0 1 0 0 1

9/25 +x%>  (3/5)y-(3/5x 0 10
=GB/ -G/Sx P +9/25 ol=101
0 0 1 00

— O O

Unidad 2. Algebra de matrices
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2 ix2-1 =101 4.4
25 25 5
%y—%x=0 y=x  y=x
2, 9 _ »_ 16
Vst TR
. 4 4 4 4
Hay dos soluciones:  x; = = NT T T T

Resuelve la siguiente ecuacion matricial:

11 4 2\ (6 4
(3 4)’X' -10 "(22 14
1ot (4 1) (4 =2 _[0 -1
34 "l 1)l o0 ~1/2 -2
Por tanto:
11 4 2\ (6 4 (4 -1} (6 4) [0 -1)_
(3 4 'X'(—l 0)_(22 14) - X_(—a 1) (22 14) (—1/2 —2)

(3. 30 )

. -1 -6
Solucion: X—(_1 —8)

CUESTIONES TEORICAS

Justifica por qué no es cierta la igualdad:
(A4+B)-(A-B) = A>- B

cuando A y B son dos matrices cualesquiera.

(A4+B)-(A-B)=A>- AB + BA - B?

Para que la igualdad fuera cierta, tendria que ser AB = BA; vy, en general, no es
cierto para dos matrices cualesquiera.

Sea A una matriz de dimension 2 X 3:

a) ¢Existe una matriz B tal que A - B sea una matriz de una sola fila?
b)¢Y para B- A?

Pon un ejemplo para cada caso, siendo:

100)

A=(2 10

Unidad 2. Algebra de matrices



UNIDAD | 2

a) No; A - B tendra 2 filas necesariamente. Por ejemplo, tomando A4 = (

1

4

b) Si; si tomamos una matriz de dimension 1 X 2 (ha de tener dos columnas para
poder multiplicar B - 4), el resultado tendra una sola fila. Por ejemplo:

1
y B=|2|, tenemos que: A B =
0

1 0 0

S1A=(2 1 0

)yB=(1 2), entonces B-A=(G 2 0)

s39 |Sean A y B dos matrices cuadradas de igual orden. Si A y B son simétri-
cas, ¢lo es también su producto A4 - B?

Si la respuesta es afirmativa, justificala, y si es negativa, pon un contra-
ejemplo.

Si A y B son dos matrices cuadradas de igual tamano, simétricas, su produc-
to, A - B, no tiene por qué ser una matriz simétrica. Por ejemplo:

1 2 0 -1 3 1 5 11
Si A=|2 1 1|y B=(3 -10 — A -B=|2 5 1] no es simétrica.
01 1 1 0 -1 4 -1 -1
03 4
s40 |Dada la matriz A =| 1 —4 —5|, prueba que se verifica 43 + I = 0 y utiliza
-1 3 4

esta igualdad para obtener A'0.

@ Haz A0 = (43)3-A y ten en cuenta que A3 = —I.

-10 1 -10 0 000
A2=|1 4 4| 43=|10 -1 0| — A43+71=|0 0 O
-1-3 3 00 -1 000

Obtenemos A'Y (teniendo en cuenta que A3 +71=0 — A3=-I):

0 -3 -4
A0 =33 - A=(D3 A=-T-A=-A=|-1 4 5
1 -3 -4

s41 |Sea A una matriz de dos filas y dos columnas cuyo rango es 2. ;Puede va-
riar su rango si le anadimos una fila o una columna?

No, porque el nimero de filas linealmente independientes coincide con el nime-
ro de columnas linealmente independientes. Si afladimos una fila, A seguirfa te-
niendo dos columnas; y si anadimos una columna, A seguiria teniendo dos filas.
Por tanto, el rango seguira siendo 2.

Unidad 2. Algebra de matrices
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Una matriz de 3 filas y 3 columnas tiene rango 3.
a) ¢Como puede variar el rango si quitamos una columna?

b) Si suprimimos una fila y una columna, ;podemos asegurar que el rango
de la matriz resultante sera 2?

a) Tendra rango 2.
b) No. Podria ser 2 6 1. Por ejemplo:

1 11
Sien A4=(0 1 1| suprimimos la 1.2 fila y la 3.* columna, queda (

01)
00 1

0 o)

que tiene rango 1 (A4 tenia rango 3).

Sea A una matriz cuadrada de orden 3 tal que a;=0 si izj (A esuna
matriz diagonal).

Prueba que el producto de dos matrices diagonales es una matriz diagonal.

a, 0 0 by 0 0
Si A=[0 ay, 0|y B=[0 by 0| suproducto es:
0 0 ay 0 0 by
a by, 0 0
A-B=| 0 —ayb,, 0 | quetambién es una matriz diagonal.
0 0 02331933

Definimos la traza de una matriz cuadrada A de orden 2 como:
tr(4) = a,, +a,,
Prueba que si A y B son dos matrices cuadradas de orden 2, entonces:

tr(A-B)=tr(B-A)

dqp

Si A= ; entonces:

NN

b
- [%11 Y12
y B (b

dy dy, 21 P22

A-B=

aybyy + apby ag byt “12b22) N

Gy byy + by ay by, + ayby,
= r(A:B)=ay by + apby + ay by, + dayby,

byjay + byyay,  byag, + byyay,

B-A-=
1yt bty byag, t by,

%

= wr(B-A)=ay by + ay by, +apby, + dayby,

Por tanto, tr(A - B) = tr (B - A).

Unidad 2. Algebra de matrices
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PARA PROFUNDIZAR

45 |Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo orden.
De la igualdad 4 - B= A - C no puede deducirse, en general, que B= C.
a) Prueba esta afirmacion buscando dos matrices B y C distintas tales que:

11

A-B=A-C, siendo A= 11

b) ¢Qué condicion debe cumplir la matriz A paraquede A-B=A- C se pue-
da deducir que B= C?

entonces:

)

31
yC_(Ol

. (14
a) Por ejemplo, si B = (2 3

3 2
3 2

b) Debe existir A~

A-B=

)=A~C, pero B # C.

s46 |a)Si A es una matriz regular de orden 7 Yy existe una matriz B tal que
AB + BA =0, probar que BA' + A"'1B=0.

-3 -2

i 3/ halla una matriz B# 0 tal que AB+ BA = 0.

b)Si A=(

a) Multiplicamos por A~' por la izquierda en la igualdad:
AB+BA=0 — A7'AB+A47'BA=0 — B+A'BA=0
Ahora multiplicamos la igualdad obtenida por A~! por la derecha:

BA71'+A'BAA =0 — BA1+A4'B=0

b)Si B= a , entonces:

c d
A-B= -3 -2 |a b _ —3a—2c -3b-2d

4 3) \c d 4a + 3¢ 4b+ 3d
B.A=9 b\ [-3 -2\ _(-3a+4b —2a+3b

c d 4 3 -3¢ +4d -2c¢+ 3d
Asi:

_[-6a+4b—-2c 2a-2d | [0 O
AB+BA=| Cyavdd ab—2c+6d ‘(o o)
—6a + 4b — 2¢ =0) 3a-2b+c =0
2a ~2d=0 a + d=0}d=_a
4a +4d=0 “ *d=0

2b—c+3d=0 — 3a-2b+c=0 -

4b—2c+6d =0 s c=3a+2b

Unidad 2. Algebra de matrices
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s48

a b

¢ . B=
Por tanto 3+ 2b —al a0y b#0

Por ejemplo, con a=1y b=1, queda B= (_11 _11)

Halla una matriz cuadrada de orden 2, distinta de I y de —I, cuya inversa
coincida con su traspuesta.

Sea A= a
c

b . L
al Si su inversa, A~!, coincide con su traspuesta, A’, ha de tenerse que

A - A = I Es decir:

a b
c d

a c
b d

A-Al= =

a*+b*> ac+bd|_[1 0
ac + bd c?+ d? 01

a’+b*=1

. 0 1} (0 -1 0 1 0 -1
ac + bd = 0 ¢ Por ejemplo, obtenemos, entre otras: (1 O)’ (1 0 ), (_1 O)’ (_1 0 )
c2+d?=1

a) Obtén la forma general de una matriz de orden 2 que sea antisimétrica
at=-4).

b) Los elementos de la diagonal principal de una matriz antisimétrica son ce-
ros. Demuéstralo.

a

)Si A= ¢
C

b |4 _
al entonces A’ = b d) y A= e —d

o)

Para que A’ =-A, ha de ser:

a=-al| a=0

a c|_|-a b N =—b|lc=-b
b d - —d =—c
d=—-d| d=0
Por tanto, una matriz antisimétrica de orden 2 es de la forma Ob g)
b)eSi A= (&tl.].)nX ,» 1os elementos de su diagonal principal son a;, i=1,2, ..., n
e La traspuesta es A’ = (a,), . ,; los elementos de su diagonal principal también

seran a;; (los mismos que los de A).

e La opuesta de la traspuesta es —-A' = (aﬂ) los elementos de su diagonal

X
pr1nc1pal seran —aii.

e Para que —-A’= A, han de ser a, =—a; portanto, a,;=0, i=1,...,n (es
decir, los elementos de la diagonal principal son ceros).

Unidad 2. Algebra de matrices
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Unidad 2. Algebra de matrices

UNIDAD H

Una matriz cuadrada es mdgica de suma k cuando la suma de los elemen-
tos de cada fila, de cada columna y de las dos diagonales es, en todos los ca-
sos, igual a k.

¢Cuanto vale k si una matriz magica es antisimétrica? Halla todas las ma-
trices magicas antisimétricas de orden 3.

e Hemos visto en el ejercicio anterior que, en una matriz antisimélrica, los elemen-
tos de la diagonal principal son ceros. Por tanto, si la matriz es antisimélrica,
k=0.

e Buscamos las matrices mdgicas antisimétricas de orden 3: (sabemos que, en es-
te caso, la suma ha de ser cero).

Veamos coOmo es una matriz antisimétrica de orden 3:

a b c a d g
A=|d e [f| — A'=|b e b| -A antisimétricasi A’ =-A; es decir:
g b i c f i
a d g -a b — a=-a b=- c==8
b e h|l=|-d-e -] — =-b =— [=-/
c [ i —-g —-h —i - - = g

Luego, una matriz antisimétrica de orden 3 es de la forma:

0 b c
=|-b 0 f
- —-f 0

Para que A sea madgica, ha de tenerse que:
b+c=0 -b-c=0
-b+f=0 b-[=0 ¢, es decir: {f
—-—-f=0 c+f=0

=—b
- b

Por tanto, las matrices mdgicas antisimétricas de orden 3 son de la forma:

0 b -b
A=|-b 0 b |, con belR.
b -b 0

Obtén todas las matrices magicas simétricas de orden 3 para k= 0.

Una matriz simétrica de orden 3 es de la forma:

a b
A=|b d (pues A = A"). Para que sea magica con k=0, ha de ser:
c e

C
e
S

35



11100010 -
b rdre = 0101100 oo
c +e+s=0t oo 101 1|0 > @
u vd  +f=0 1001010 G- (1
5.9
ek o _ 00210010
11100010 -
0101100 0o
001011/ 0] —> 65
0-1-110 110 @9+ 29
00210010 5.
11100010 -
0101100 S
001011/ 0]= 6
00-1211]10 @+ (G
00210010 COEPRCD!
11100010 -
01011010 S
0010110 —> 65
000222]0 @ 2
000 1-2-2/0 (5.4 + (4
11100010 atbtc =0 > a=-b-c=-
01011010 b +d+e =0 — b=-—e=f
001011/ 0| = ¢ 4e+f=0 — c=
0001 11]/0 dserfe0 — o=t
00030010 N I

Por tanto, una matriz mdgica simétrica de orden 3 con k=0, es de la forma:

-/ 0
A=|f 0 —f|, confe R
o - f

Obtén todas las matrices magicas simétricas de orden 3 para k = 3.

Una matriz simétrica de orden 3 es de la forma: A =

o &
NN
~ 0 o

Para que sea mdgica con k=3, ha de ser:

Unidad 2. Algebra de matrices
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UNIDAD | 2

@2 =

0 W W W

arbrc ) 1110003 an
b +d+e =3 010110/ 3 @
c te+f=3 001011 3] —-> 65
a +d +f=3 1 O O 1 O 1 5
(D)
ek o _ 00210013
111000]3 0
0101103 25
001 01 1|3 —> 365
0-1-11 0 110 “H+2YH
00210013 G
11100013 o
01 01 1 0/3 @9
00101 1|3]—= 39
0 0-1211]/3 “4H+3YH
00210 013 GH-2-3H
1110003 as 111000
01 0110]3 29 010110
00101 1|3] > 35 001011
00022 2|6 “H:2 0001 11
000 1-2-2/-3 GH+EH 000300
atb+c =3 = a=3-b-c=3-f-1=2-f
+d+e =3 —> b=3-d-e=3-1=-2+f=f
te+f=3 > c=3-e—-f=3-2+f-f=1
d+e+f 3 = e=3-d-f=3-1-f=2-f
=3 — d=1
Por tanto, una matriz mdgica simétrica de orden 3 con k =3, es de la forma:
2-f  f
A=| f 1 2-f|, confe R
1 2-f f
2 0 1
Por ejemplo, con f=0, queda: A=(0 1 2
1 2 0
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AUTOEVALUACION
1. Calcula la matriz M = P> — 3P — 21, siendo I la matriz identidad de orden 2y

P=
2 1

-1 3).

perer (RG]

o7

-2 ) (3 9

<

202902 9)

% 7)

:

2. Calcula las matrices A y B que verifican:

(3 21
A+B-(3 2 3)

-6 0 2
ZA_zB-(Z 0 2)

1
e Multiplicamos por A los dos miembros de la segunda ecuacion y sumamos

después las dos ecuaciones:

2 011
( ) (4 2 4) (2 1 2)
e Despejamos B en la primera ecuacion:

so(32 1) (o1 1)_ (310
31 3) |21 2] 101

Unidad 2. Algebra de matrices



3. a) Halla la inversa de la matriz siguiente: A =

b) Calcula la matriz X que verifica XA = B,

_
UNIDAD W

N O =
S =N
N O =

siendo A la matriz anterior y

B=(1 -1 0).
Resolucion
121100\ go9_2 @ 101 1-20\ an
a)A=(0 1 0 0 1 0] @» 01 0010 @
2 30 0 1 (€] 2 0 3 0 01 GH-2-a?
1 1 1 22 0\ lasieH 1 0 0 3 -6-1
01 0 0 1 0 e 060 1.0 0 1 O
0 1 -2 4 1) 69 0 0 1 -2 4 1
3 -6 -1
A7t=(0 1 0
-2 4 1
b) XA=B — XAA7'=BA™' - X=pBA™
3 -6 -1
X=1 -1 Oo|0 1 0|=3 -7 -D
-2 4 1
4. Determina a y b de forma que la matriz A = (621 _bl verifique A% = A.
2-1)(2 -1 4—a -2-b
22 4.4 = 2
A=A A= v e b 2a + ab —a+b2)
4—a=2 - a=
b—a 2-b 2 -1 2-b=-1 - b=-1
22 =
AT=4 = 2a + ab —a+b2) a b - a+ab=a — 4-2=2
—a+b?=bh — 2+1=-1
Por tanto, a=2 y b=-1.
5. Halla el valor de %k para que el rango de la matriz A sea 2.
5 -5-6
=|-53 -1
0k 7
5 -5-6\ a» 5 -5 -0\ a» 5 -5 -6
A=|-53 1| e@y+ad 0 -2 -7 @ 0o -2 -7
0 k 7 (€] 0 k 7 3 +@2H 0 k=20

Para que ran (A) = 2, ha de ser k— 2 = 0; es decir, k= 2.

Unidad 2. Algebra de matrices
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6.

Razona si es posible afiadir una fila a la matriz de forma que la nueva matriz
tenga rango 4.

12 0 3
01-1-2
2730

Calculemos el rango de la matriz dada:

120 3} a» 12 0 3 s 12 0 3
01 -1 =2 @5 01 -1 =2 2.5 01 -1 =2
2 7 _3 O BGH-2-03 O 3 _3 _6 (B -39 0 O O 0

Tiene rango 2; luego, anadiendo una fila, la matriz resultante no podra tener rango 4
(tendria rango 2 6 3).

Calcula 422 —-1242 + 24, siendo A = (1) :.
|1 a 2_ (1 al(l a|_[1 2a
A=lo 1] 74 o 1/lo 1/7 1o 1
. 1 2al\|ll a 1 3a
3 - 42. = =
A= AT A (o 1)lo 1 (o 1
1 2al\ll 2a 1 4a 1 na
4= 42. 42 = A, n—
A= AT 4 (0 1/lo 1 (o 1] 74 (o 1
1 22a
2 _
T
1 22a 1 2a 1 a
2 _ 1942 4 o4 = _ + -
A 124 2A (0 1 12 0 1 2 01
_ 1-12+2 22a - 24a + 2a _ -9 0
0 1-12+2 0 -9

La tabla adjunta muestra la cantidad de vitaminas A, By C que posee cada uno
de los productos P, Q, R, S por unidad de peso:

A B C
P[1 2 0
Ql1 o 2
R|[2 1 o
sl1 1 1

a) Queremos elaborar una dieta en la que entren todos los productos, de mane-
ra que contenga 20 unidades de vitamina A, 25 de vitamina By 6 de C.

¢Es posible hacerlo? ;De cuantas formas?

Unidad 2. Algebra de matrices



UNIDAD W

b) Obtén, en funcién de la cantidad de Q que entre en la dieta, las cantidades
de los otros productos.

¢Entre qué valores habria de estar la cantidad de producto Q?

a) Llamemos (x y z ¢) a las cantidades de cada uno de los productos P, Q, Ry S
que intervienen en la dieta.

Para que la dieta tenga las cantidades de vitaminas requeridas, debe cumplirse la
siguiente igualdad:

A B
P Q R S

P A B C
x y z t)- Q

R

S

= (20 25 ©)

—_ N = =
— = O N
—_ O N O 0O

Multiplicando e igualando las matrices, llegamos al sistema:

x +y+2z+1 =20
2x + z+1 =25
2y +1t = 0

Mediante el método de Gauss, podemos comprobar que el sistema es compatible
indeterminado.

Por ello, pueden elaborarse infinitas dietas de los productos P, Q, R, S con las vi-
taminas exigidas.

b) Resolvemos el sistema en funcion de y (cantidad de producto Q que interviene
en la dieta).

Hacemos p = A vy obtenemos las soluciones (8 + A, A, 3, 6—2L), que nos
indican la cantidad de P, Q, R y S que forman cada una de las posibles dietas.

Para que estas cantidades no sean negativas, A debe variar entre 0 y 3. Es decir:
0<A<3
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RESOLUCION DE SISTEMAS
MEDIANTE DETERMINANTES
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Determinantes de orden 2

H Resuelve los siguientes sistemas y calcula el determinante de cada matriz de

coeficientes:
2x +3y =29

a)
3x— y= 5
4x+ y=17
5x+2y=19
18x + 24y =6
15x + 20y =5
26+ 3y =2

o XY= 2 3|-_1=20
3x — y= 5 3 -1

S5x—3y= 8 5 _3_0

—10x + 6y = -16 -10 6
4+ y=17 4 1

C 5x+2y=19} 5 2‘—39&0
Ox -6y =7 _

d T ? 6=O
—6x + 4y =11 -6 4
18x + 24y = 6 18 24

e) =0
15x + 20y =5 15 20‘
3x + 11y = 127
v 5 1 _ 0920
8x— 7y= 48 8 -7

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes

5x-3y= 8
—10x + 6y = -16

Ix—6y= 7
—6x+ 4y =11

3x + 11y = 127

8x— 7y= 48

Solucion: x =4, y=7

. 8 .3
Sol. PXx=—+=A y=A
olucion: Xx 5 5 , V

Solucion: x=5, y=-3
Incompatible

Solucion: x = — — %X, y=»A

L
3

Solucion: x =13, y=8




Resolucion de sistemas 2 x 2 mediante determinantes

H Resuelve, aplicando la regla anterior, los sistemas de ecuaciones a), ¢) y f) del
apartado anterior.

o BTTE S

IA,C|=‘259 _51‘=—44

IA_V|=‘§ 29’=—77

Por tanto: x = llil:ll —%=4, y=|—i14|L|=%=7
: 4 + y=17} |A|=’4 1‘=3

S5x+2y=19 5 2

=] 3=

i3 5]

Por tanto: x = ||1:1:|| =1?5=5; y=||_i14%|=?=_3

Zilg:li;} |A|=‘2 g‘=_1o9

IAx|=‘14287 g‘=—1417

|Ay|=‘fg 14287‘=—872

Por tanto: x = llil:ll = __1140197 = 13; y=||—1:|L|=%=8

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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1. Calcula el valor de estos determinantes:
3 1 1 11 373 141 7 0
b d
D% 7‘ )‘3 33‘ C)‘o 0 ‘ )‘0 —2’
a)3-7-4-1=17
b) 0, porque la 2.2 fila es proporcional a la 1.2,
©) 0, porque la 2.2 fila solo tiene ceros.
d7-(=2)=-14
2. Calcula:
a b a’ b2 a b a b
a) c d’ b) a’ b3 © 0 0‘ ac bc
aAa-d-b-c

b)a?- b3 —a’- b*=a*- b*(b-a)
©) 0, porque la 2.2 fila solo tiene ceros.

dDa-b-c—b-a-c=0, otambién obsérvese que la 2.* fila es proporcional a la 1.2
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1. Calcula los siguientes determinantes:
5 1 4 9 0 3
a0 3 6 b)[-1 1 0
9 6 8 0 21
5 1 4 9 0 3
a0 3 6|=-114 b|-1 1 0]=3
9 6 8 0 2 1

2.

Halla el valor de estos determinantes:

0 4 -1 10 47 59

a1 2 1 b)|0 10 91

30 1 0 0 10

4 -1 10 47 59
D1 2 1]=14 b)| 0 10 91| =1000

0 1 0 0 10

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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3. Justifica, sin desarrollar, estas igualdades:

317 4 1 7
a)[0 0 0/=0 b2 9 1]|=0
111 4 -8 2 -14
7 4 1 45 11 10
A2 9 7|=0 D4 1 1(=0
27 94 71 5 10

a) Tiene una fila de ceros (propiedad 2).

b) La 3.2 fila es proporcional a la 1.%:
(3.2 =(=2)- 1.3 (propiedad 6)

¢) La 3.2 fila es combinacion lineal de las dos primeras:
(32=12+10-2% (propiedad 9)

d) La 1.2 fila es combinacion lineal de las otras dos:
(12 =10 22+ 3 (propiedad 9)

Teniendo en cuenta el resultado del determinante que se da, calcula el resto
sin desarrollar:

x y z
5 0 3[=1
1 1 1
3x 3y 3z 5x 5y 5z X y z
a5 0 3 b)|1 0 3/5 Q2x+5 2y 2z+3
1 1 1 1 1 1 x+1 y+1 =z+1
3x 3y 3z Xy z
a5 0 3]|=3|5 0 3|=3-1=3
1 1 1 1 1 1
5x 5y 5z 1xyz
b1 0 3/5/=5-=[5 0 3|=1-1=1
11 1 51111
X Y z Xy z
O|2x+5 2y 2z+3(=|5 0 3|=1
x+1 y+1 z+1 1 11

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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1. Halla dos menores de orden dos y otros dos menores de orden tres de la
matriz M.

2 3 -5
4 6 2 7
M=|5-12 6
4 11 5
0 0 3 4

Menores de orden dos; por ejemplo:

2 3 -1 5
4 6|2 7
MmM=s5 -1 26 ‘2 3‘=0, 2 6‘=4
i 111 s 4 6 15
0 0 3 4
Menores de orden tres; por ejemplo:
2 3 -1|5
4 6 2|7 2 3 -1 -1 2 6
M=|5 1 276 4 6 2]=68 |1 1 5|=21
411 1 5 5 -1 2 0 3 4
010 3 4

2. Halla el menor complementario y el adjunto de los elementos a,,, az; y g
de la matriz:

0 2 4 6
|2 -135
4=11 1 2 3
4 6 5 7
3 5
a,=[1 2 3|=-2 A4, =CD'"*"? 0,=-1-(2)=2
4 5 7
0 2 6
O35 = 2 -1 5| =108, A33=(—1)3+3'0633=1'108=108
4 6 7
0 2 6
0 =[2 -1 5/=16; Ayy=CD"3 05 =-1-16 =-16
1 1 3
Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes 5
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1. Calcula el siguiente determinante aplicando la regla de Sarrus y desarrollan-
dolo por cada una de sus filas y cada una de sus columnas:

3 7 -1
-5 2 6
9 8 4

Comprueba que se obtiene el mismo resultado en los siete casos.

Aplicando la regla de Sarrus:

3 7 -1
526
9 8 4

=32 44(=5) 8 (-D+76-9-(=1):2-9- 6:8:3= 7 (=5) 4 =456

Desarrollando por la 1.2 fila:

S 2 6 6 2
52 6 =3‘ ‘—7“5 ‘—1“5 ‘=3'(—40)—7-(—74)—1~(—58)=
o 8 4 8 4 9 4 9 8

=-120 + 518 + 58 = 456

Desarrollando por la 2.2 fila:

—zsé 21 =5‘; ‘41‘+2B _41‘—6‘3 ;‘=5-56+2-21—6-(—59)=
= 180 + 42 + 234 = 456

Desarrollando por la 3.2 fila:

—55 Z _61 =9‘7 _1‘—8‘3 g3 7‘=9'44—8‘13+4-41=

9 8 4 2.6 - 6 -5 2

=396 — 104 + 164 = 456

Desarrollando por la 1.# columna:

3 7 -1
55 glosl2 6 7 -1 A | . e
958 ° 3‘8 4‘+5’8 4 +92 6 3 (400 +5-36+9

=-120 + 180 + 396 = 456

Desarrollando por la 2.2 columna:

3 7 41
52 6)==72 0422 N_g|3 Mo (pH+2-21-8 13-
5 8 4 ‘94‘ ‘94 56 7 5

=518 + 42 — 104 = 456

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Desarrollando por la 3.2 columna:

3 7 -1 _
52 6|=-1[ 26 7|+4]3 7158 -6 (39 +4 41 -
9384 98‘ 98+ 5 2 (-58) (=39 +

=58 + 234 + 164 = 456

2. Calcula los siguientes determinantes:

70 -3 4 31-13
40 4 7 14 -14
D37 69 Plo3 25
10 19 20 0 2
0 -3 4
Z} 0 43 7l _|7 73 4
a) =714 4 7|=-7-290=-2030
37 6 9 11 9
1 0 1 9
(1) Desarrollando por la 2.2 columna.
b) =214 -1 4/+2|1 4 -1|=-2-28+2-28=0
03 25 3 2 5 0 3 2
20 0 2

(1) Desarrollando por la 4.2 fila.

También podriamos haber observado que la 4.2 columna es igual a la suma de las
otras tres; y, por tanto, el determinante vale cero.
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1. Calcula el rango de las siguientes matrices:

12 30 -14 4 215 3
A_3—10112 B_23265
14131 06 16 5 312 8

70 32 18 12 10 6 23 16

10 01-1 21 0 -1
(11210 |51 37
€=lo 000 1 D'72—3—8

11000 10 2 2

1 23 0-14
(3 -1/0 1 1 2
4=1517 31006

70 3218

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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3 -1

Luego las dos primeras filas son linealmente independientes.

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: =-7#0

Observamos que la 3.2 fila es la suma de las dos primeras, y que la 4.2 fila es la suma
de la 2.* y la 3.2 Por tanto, ran (A) = 2.

4 201 5 3
2 32 6 5
6 5 3 12 8
12 10 6 23 16

B =

2

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: 3 =8#0.

Luego las dos primeras filas son linealmente independientes.

Veamos si la 3.2 fila depende linealmente de las anteriores:

4 2 5

2 3 6|=8#0 — Las 3 primeras filas son linealmente independientes.
6 5 12

Veamos si la 4. fila depende linealmente de las anteriores:

4 2 1 5 4 2 5 3
2.3 2 6|_, 2.3 6 5|_,
6 5 3 12| "Y1|6 5 12 8|~
12 10 6 23 12 10 23 16

[ > S S

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: ‘1 _01‘ =1 # 0. Luego las dos
primeras filas son linealmente independientes.

01 -1
Como (2 1 0= ’O 1‘ = -2 # 0, las tres primeras filas son linealmente indepen-
00 1| 21
dientes.
T
Como =—12 1 0|=2#0, entonces ran (C) = 4.
0 0 0 1 00 1
1 0 0 O

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



2 1 0 -1
51 3 7
D=1 2 3 _3
1 0 2 2

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero:

meras filas son linealmente independientes.

210
Como [5 1 =3|=-9#0, la1l? 2y 4.2 fila son linealmente independientes.
10 2

La 3.2 fila es la suma de las dos primeras. Luego ran (D) = 3.
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1. Averigua si los siguientes sistemas son compatibles o incompatibles:
[3x—2y=5 [ 4x +
a)y x+3y=-2 b)3 2x—
|2x— y=3 | 7x +
x+3y—z=1 x+
o)1 2x +z=2 d) 4 2x
2y—z=0
aA)3x-2y= 5 3 2 3 2 5
x+3y=-2¢ A=|1 3 A'=(1 3 =2
2x— y= 3 2 -1 2 -1 3
‘3 ‘2' “11%0 > ran(A) =2
3
|4’]=0 — ran(A") =2
El sistema es compatible.
b)4x + 5p=7 4 5 4 i
2x—  y=0p A=(2 -1 A'=(2 -1 O
7x + 11y = 4 7 11 7 11 4

|4 =147 20 = ran(A) =3 #ran(4) =2

El sistema es incompatible.

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes

5y=7
y=0
11y=4

3y—z=1
tz=2

2y—z=5

‘; 1 ‘ = -3 #0. Luego las dos pri-

3




O x+3y-z=1

13 -1 13 -1 1
20 +z=2¢ A=[2 0 1| A4a=[2 0 1 2
2y—z=0 0 2 -1 0 2 -1 0

Calculamos el rango de A4:
; (5) =620y |4]=0 = ran() =2

Calculamos el rango de A"
1 3 1

2 0 2(=0 (pueslal?yla3.?columnas son iguales) — ran(A") =2 =ran(A)
0 2 0

El sistema es compatible.

Observacion: Como la 4.* columna de A’ y la 1. son iguales, necesariamente
ran (A') = ran (A); es decir, el sistema es compatible.

d x+3y-—2z=1 -1

1 3 1 3 -1 1
2x +z=2 A=(2 0 1 A'=12 0 1 2
2y—z=5 0 2 -1 0O 2 -1 5

Sabemos que ran (A) = 2 (ver apartado ¢) de este ejercicio).

Calculamos el rango de A":
1 3 1

2 0 2(==3020 — ran(4’) =3#ran(A)
0 2 5

El sistema es incompatible.
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1. Resuelve mediante la regla de Cramer:

x—3y+5z=-24

X+ y—z=2
a)y2x— y+4z= —8 b)

x— y+z=8
x+ y = 9 2x + 3y =10

a) x—3y+5z=-24

1 -3 5
2x— y+dz= -8 |A|=|2 -1 4|=-1=20
X+ y = 9 1 1 0
24 -3 5 1 -24 5 1 -3 24
A4 ]=]-8 -1 4|=-7 |Ay|= 2 -8 4|=-2|4]=]2 -1 -8|=5
9 1 0 1 9 0 1 1 9

Por tanto: x=7, y=2, z=-5

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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b) x+ y-z= 1 1 -1
x— y+z=8  |A|=|1 -1 1|=-6
2x+3y =10 230
2 1 -1 1 2 -1 1 1 2
l4.]=]8 -1 1|=-30 |Ay|= 1 8 1]=0;4,]=|1 -1 8|=-18
10 3 O 2 10 0 2 3 10
Por tanto: x=5, y=0, z=3
2. Resuelve aplicando la regla de Cramer:
2x-5y+3z= 4 3x—4y— z= 4
a)] x-2y+ z= 3 b) y+ z=6
5+ y+7z=11 2x +5y+7z=-1
a) 2x—5y+3z = 2 -5 3
x=2y+ z= 3¢ |A]=|1 2 1|=13
Sx+ y+7z=11 5 1.7
4 -5 3 2 4 3 2 5 4
la =13 -2 1|=65 |4,|=|1 3 1|=0; |4]=|1 -2 3|=-206
1 1 7 4 5 11 7 5 1 11
Por tanto: x =5, y=0, z=-2
b)3x—-4y—- z= 4 3 4 -1
y+ z= 06¢ |A|=|0 1 1]|=0
2x+ 5y + 7z =-1 2.5 7

Por tanto, ran (A) < 3.

Como hay menores de orden 2 distintos de cero, ran (A) = 2.

3 -4 -1 4
A'=[0 1 1 6| - ran4)=3
2 5 7 -1

Por tanto, este sistema es incompatible.

Pagina 84
3. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:
x— py+3z=1 x— y+3z=1
a) 3x— y+2z=3 b)i3x— y+2z= 3
—2y+7z=0 —2y+7z=10

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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a) x— y+3z=1 1 -1 3 1 -1 3 1
dx— y+2z2=3, A=|3 -1 2 A'=(3 -1 2| 3
2y +72=0 0o -2 7 0o -2 7 0

Calculamos el rango de A4:

1 -1

0 =220y |A|=0 — ran(4) =2

Calculamos el rango de A"

1 -1 1
3 -1 3|=0 (al”yla3.?columnas son iguales) — ran(4’) =2
0 -2 0

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
2.* ecuacion:

xX—y+3z=1 x—y=1—52—>x=y+1—3z=1+%

=2y +7z=0 -2y =-7z - y=77z
Soluciones: x=1+A, y=7A, z=2A
b) x— y+3z= 1 1 -1 3 1 -1 3 1
3x— y+2z= 3¢ A=[3 -1 2| A'=[3 -1 2 | 3
2y +72=10 0 -2 7 0 -2 7 110

Sabemos, por el apartado a), que ran (4) = 2.

Calculamos el rango de A"

1 -1 1
3 -1 3[=2020 — ran(A’) =3 #ran(A)
0 -2 10

El sistema es incompatible.

4. Resuelve estos sistemas:

-+ =
x+y 3 3x+dy= 4
y+z=>5
a) b)y 2x+ 6y =23
X +z=4 2x 43 1
_x =

5x—y+z=6 Y
) x+y =3 1 1 0 1 1 0] 3
y+z=>5 o 11 o1 1] 5
x +z=4 A=1y 0 1 4 1 0 1| 4
5 -1 1 5 -1 1 6

Sx—y+z=0

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Como

—_ O -

1 0
1 1({=2#20 - ran(A) =3
0 1

Calculamos el rango de A"
|4'|=0 = ran() =3

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
ultima ecuacién y aplicar la regla de Cramer:

3 1 0 1 3 0 1 1 3
5 1 1 0 5 1 0 1 5
4 0 1 1 4 1 1 0 4
x=——£=1; y=——i=2, z=—=£=3
2 2 2 2 2 2
Solucion: x=1, y=2, z=3
b) 3x+4y= 4 3 4 3 4 4
2x+6y=23 ¢ A=[2 6 A'=|2 6 | 23
2x+3y= 1 -2 3 -2 3 11
Como |A'| =-309 # 0, entonces ran (A') = 3 # ran (A).
El sistema es incompatible.
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1. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:
3x— 5y + 3 x+ 1ly—4z=0
x— z=
Y 2x+ 4y+ z=0
a)y x—2y+z=0 b)
x+ y—2z=0
x+ y =0
2x— 16y +5z=0
A 3x-—5+z=0 3 -5 1
X-2y+z=0; |4]=|1 =2 1|==52£0
X+ y =0 1 1 0
Por tanto, ran (A) = 3 = n.° de incognitas.
El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, =0, z=0
b) x+ 1ly—4z=0
2x+ 4y+ z=0 Loar -4
-2 4 1|=-18 —» ran(A) = 3 = n.° de incognilas

x+ y—2z=0 1 1 =
2x—16y + 52 =0

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, y=0, z=0

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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2. Resuelve estos sistemas:

x— y— z=0 x+y+5z =0
a)jx+ y+3z=0 b)) 3x—y —-2t=0

xX—5y—-9z=0 x—y+ z— =0
Ax- y- z=0 1 -1 -1

x+ y+3z=0; |Al=]1 1 3]|=0

X =5y -92=0 1S -9

1 -1

Seleccionamos el menor =220 > ran(4) =2

Podemos suprimir la 3.* ecuacion y pasar la z al segundo miembro:
X—-y=z =-z
x+y=-3z ( y=-2z

Soluciones: x=-\k, y=-2\, z=1A

b) x+y+5z =0 1 1 5 0
3x—y -2t=0p A=|3 -1 0 =2
X—-y+ z—-1=0 1 -1 1 -
1 1 5
3 -1 0|=-14#0 —> ran(A) =3
1 -1 1

Para resolverlo, pasamos la ¢ al segundo miembro:
x+)py+5z=0

3x—y =2t
x—-y+ z=t

0O 1 5
2t =1 0
-1 1 Tt _ 1
PP T R S
~14 14 2
1 0 5
3 2t 0
_Ir o1 7t —t
Y 14 14 2
1 1 0
3 -1 2t
1 -1 ¢ 0
=__ - =2 =9
= —14 -14

Soluciones: x =N, y=-A, z=0, =2\
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1. Discute y resuelve:
x+ ytaz= 0 x+ y=Fk
a)yax—y =-1 b)y kx— y=13
x+4y+ 6z= 0 5x+3y=16
) x+ yt+az= 0 1 1 a 1 1 a|o
ax— y =-1 A=|a -1 0 A'=|la -1 0 —1)

—4a?—5q—6= =22 - -
|A|=4a’>-5a-6=0 = a 5 5 5 =_73
e Si a=2, queda:

1 1i2]0
A=(2 -1:0 |- ! 1‘=—3¢0 - ran(A) =2
14 610 2 -1
[
A 11 0
2 -1 -1{=3#0 — ran(A') =3 # ran (A)
1 4 0
El sistema es incompatible.
e Si a=-3/4, queda:
1 1 :-3/4]0
a=3/4 -1 0 |4 1 l‘=i¢0—>mn(A)=2
T8 6 0 -3/4 -1 4
%,—/
4 1 1 0
-3/4 -1 =1{=3#0 — ran(A") =3 # ran (A)
1 4 0

El sistema es incompatible.

e Sia#2y a#-3/4 — ran(A = ran (4A") = n.°de incognitas = 3, el sistema
es compatible determinado. Lo resolvemos:

0O 1 a 1 0 a
-1 -1 0 a -1 0
= 0 4 6 _ 6 — 4a . _ 1 0 6 _ a—6 ‘
40 —5a-6 4a2—5a-6" 7 4a2-5a-6 4a’-5a-6
1 1 0
a -1 -1
1 4 0 3
z = =
4a’-5a-6 4a*-5a-06
Solucion: x = 6 — 4a , Y= a-6 , Z= 3
4a? - 5a -6 4a? - 5a -6 4a® —5a -6

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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by Xt y= k 11 |k
kx— y=13 A=k -1 |13
S5x+ 3y =16 5 3 |16
[ —
A
11 £+ V121 =120 11 +1 k=2
|A| =32 -11k+10=0 — k= — - === < 5
6 6 A
3
e Si k=2, queda:
1 1 2
A'=(2 -1:]13 ‘1 ! ‘=—3¢0 — ran(A) = ran (A") = 2 = n.° de incognitas
53 | 16) 12
\_ﬂ/_J
A

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
3.% ecuacion:

x+y=2

2x—y=13} Sumando: 3x =15 — x=5; py=2-x=2-5=-3

Solucion: x =15, y=-3

e Si k=5/3, queda:

1 14 5/3
A'=|5/3 -1.| 13
5 3 16
|
A

1 1 —8 o
=—#0 — ran(A) =ran(4A") = 2 = n.° de incognitas
’ 5/3 —1‘ 3 s
El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
3.2 ecuacion:

5
x+y=—
5 Sumando: §x=ﬁ - x=ﬁ=£
5 _ 3 3 8 2
—x-y=13
3
S5 -2 11 _ =23
YTITYTI T TG
Solucion: x=%, y=%

e Si kx2y k#5/3 > ran(A') =3 # ran(A), el sistema es incompatible.
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2. Discute y resuelve, en funcion del parametro a,
ecuaciones:

(a-1Dx+ y=0
(a-Dx+(a+1Dy=0

| a-

(a—Dx+ y=0
(a-Dx+@+Dy=0

a—1 1
a—1 a+1

1 1
Al=a-1
| | ( )‘1 a+1‘

e Si a=0, queda:

-x+y=0

} y =x. Sistema compatible indeterminado.
-x+y=0

Soluciones: x =i, y=LA
e Si a=1, queda:

y=0

29 = 0 } Sistema compatible indeterminado.
) =

Soluciones: x=A, y=0

e Sia#0y a#1 — ran(A) =2

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, =0

Pagina 88
1. Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices:
1 -1 -1
A=[-1 0 3 B=(i ‘;)
-2 5 -3 B

Calculamos la inversa de la matriz A:
|A]=-1#0 — Existe 47!

a0, ——— Adj() ——— Udj) ———

-15 9 -5 -15 9 -5 -15 -8 -3
8 =5 3| 5|8 5 3 5|9 5 -2
3 2 - 3 2 -1 S 3 -1

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes

- @-D@+1-D=at@-1=-0<_ "

_
UNIDAD H

el siguiente sistema de

0

1
1 . '
Tl (Adj (D)

15 8 3
- |9 5 2|=4"1
5 3 1
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Calculamos la inversa de la matriz B:

|B|=-3#0 — Existe B!

1
o — Adj(B) —— (4dj (B))) —— H(Adj(B))‘
2 1) 2 2 ) L 22 1)l pa
-1 2 1 2 -1 2 3 \-1 2
2. Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices:
4 -1 0
a=|1 4 B=|0 2 1
2 7 1 5 3
Calculamos la inversa de la matriz A:
|A|=-1#0 — Existe 47!
1
o; —— Adjd) —— (Adj (D) —— m(Ac{;'(A))f
7020 (7 2 (7 4 7 4| _ 4
4 1 -4 1 -2 1 -2 1
Calculamos la inversa de la matriz B:
|B| =3#0 — Existe B~
1
o, — AdjB) —— (Adj (B))!) ——— H(Adj(B))t
1 -1 =2 1 1 2 1 3 -1 1 3
3 012 21| 53 12 21| 5|1 12 -4 5 L1 12
1 4 8 1 -4 8 2 21 8 3\2 21

-1
4
8

B—l

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



UNIDAD

Pagina 94

EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR
Determinantes

1 |Sabiendo que =7, justifica las siguientes igualdades, citando en cada

a b
c

caso las propiedades que has aplicado:

a-b b 3a 2b
= b =42
DV _a d‘ 7 3¢ Zd‘
b a a b
=_ =—14
© d c 7 D a—2c b—Zd‘ 1

a) Propiedad 8: si a una columna de una matriz se le suma la otra columna multi-
plicada por un ndmero, el determinante queda multiplicado por ese nimero.

b) Propiedad 5: si multiplicamos cada elemento de una columna por un ndmero,
el determinante queda multiplicado por ese nimero.

©) Propiedad 3: si permutamos las dos columnas, el determinante cambia de signo.

d) Propiedad 7: si una fila es suma de dos, el determinante puede descomponerse
en suma de dos determinantes.

2 Si Z’ " = -5, ¢cual es el valor de cada uno de estos determinantes?:
2™ p‘ b)‘p m o3 —m
n q q n 3qg -p
alp 2m e)‘ 1 n/m
q 2n mp mq
m.pl_ _
21) n q(l)
pom_\p q|_ _\mn|_ _=y_
b)qn(Dmn(Z) ‘pq (-5 =5
3n—m=_nm= mmn|_ .. zy_
9] 3 —p|® g p (2)3‘10 q 3-(=5=-15
D 2m|_ S|P m|_ S|P gl 5 mnl_ 5 =y
d)q 2n (B)an(l)zmn(Z) 2‘1)@ 2-(5=10

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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1 m n|_|\mn
_-m =
& m p q

P q

(D El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.

e‘l n/m -5

mp mq

(2) Si cambiamos de orden dos filas o dos columnas, el determinante cambia de
signo.

(3) Si multiplicamos una fila o una columna por un nimero, el determinante queda
multiplicado por ese nimero.

Calcula el valor de estos determinantes:

1 8 1 3 4 -6 7 8 0 0 3 1
all 7 O b2 -1 1 c0l0 -7 3 |2 0 2
1 6 -1 5 3 -5 1 0 1 3 4 0
1 8 1 3 4 -6
D1 7 0[=0 b2 -1 1]=0
1 6 -1 5 3 -5
7 8 0 0 3 1
o) |0 =7 3|=-25 dDf-2 0 2(=10
1 0 1 3 4 0
¢Qué valor de a anula estos determinantes?:
3 4 -5 a-1 1 -1
all -1 1 b)| 0 a+6 3
1 -1 a a-—1 2 0
2 1 1 a+1 1 1
ol 2 2 dDf 1 2 a
2 3 a? 1 a 2
3 4 -5
|l -1 1|==23+5+4-5+3-4a=4—-4a=0 — a=1
1 -1 a

a—1 1 -1
b)| 0 a+6 3|=3@-D+@-D@+6)-6a-1D=@-DB+a+6-0]=
a-—1 2 0

=1
=(a—1)(3+a)=0<z=_3

[\
—_

! a=\3
2 |=da?+4-4-12=4a2-12=0 — a?=3 <_ 7
2 3 6i2 =3

o

9]

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



UNIDAD | 3
a+1 1 1
Dl 1 2 al=4@+D+a+a-2-a*a+1)-2=
1 a 2

=4a+4+2a-2-ad—-a* 2=-ad—-a*+6a=—-a(a*+a-6)=0 —

Prueba, sin desarrollarlos, que el determinante a) es multiplo de 3 y que el
b) es miiltiplo de 5:

132 521
a)|4 7 1 b) (4 7 6
825 639

a=0

1 +N1+24 -1+ a= 2
2 2 a=-

@ aq) Suma la 1.* y 2.% columnas a la 3.%.
1 3 2 1 3 2

Al =14 7 1|=14 7 12| =34 7 4| — Esmiltiplo de 3.
8 2 5 8§ 2 5

(1) Sumamos a la 3.2 columna las otras dos.

(2) Si una columna se multiplica por un nimero, el determinante queda multipicado por

ese nimero.
> 21 3 A N ) 521
b) |B|=|4 7 6|=|4 7 6|=5|4 7 6| — Esmultiplo de 5.
6 3 9 10 10 15 2 2 3

(3) Sumamos a la 3.2 fila la 2.2,

Rango de una matriz

Estudia el rango de las siguientes matrices:

10-12 ; _11 ;
a|2 3 12 b)
2 4 21 505
1 2 1
1 -1 2
a) El rango es 3, ya que el determinante |2 1 -2|=15=0.
2 2 1

b) 4.2 fila = 2.2 fila — 1.2 fila
3.2 fila = 1.2 fila + 2.2 fila

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Por tanto: ran

1 -1 2
2 1 3

— NN
N O =

Como =3#0 — Elrango es 2

_1‘

Estudia el rango seguin el valor del parametro:

21 0 a 1 0
aA=(11 =2 b)B=|-1 2a -2
31 a 1 -1 2
2 -1 a 1 1 1
coC=|la 3 4 d)D=|1 —a 1
3 -1 2 1 1 a
2 1 0
alA|l=|1 1 2|=2a-6+4-a=a-2=0 — a=2
3 1 a
2 1

e Sia=2 — Como|A|=Oy‘ 1‘=1¢0 - ran (4) =2

1

e Sia#z2 — 4|20 = rman =3

a 1 0

a=0
b) |B|=|-12a -2|=4a*>-2+2-2a=4a*-2a=2aa-1)=0
) [Bl= |1 2a Qa-D=0<___ ,
Observamos que 1 g‘=2¢0 — ran (B) 22
e Sia=0 — |B|=0 > ran(B) =2
. 1
e Si a=- - |B|=0 — ran (B) =2
. 1
e Si a¢0ya¢5 — |B|#0 - ran(B)=3
2 -1 a
o|Cl=|la 3 4|=12-a*>-12-9a+8+2a=-a*-T7a+8=0 —
3 -1 2
R a=7im=7i\/§=7i9 =-8
i) 2 2 =1
3 4

Observamos que

2‘=1O¢0 — ran (C) =22

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Por tanto:

eSia=1 — |C|=0 — ran(C) =2

e Sia=-8 — |C|=0 — rman(C)=2
eSiazlya+#-8 — |C|20 — ran(C)=3

11 1
a=-1
DDl =1 -a 1 =—a2+1+1+a—a—1=—6l2+1=0< .
1 1 a a
11 1
eSia=-1 5> D=1 1 1| Ipl=0vy|} =220 > ran) =2
1 -1
11 -1
11 1 .
eSia=1 - D=1 -1 1|, |D|=0y =220 = ran (D) =2
11 1 Lo

eSiazr-1ya#1 — |D|#0 = ran(D) =3

Estudia el rango de estas matrices:

a -1 1

1 —a 2a b)B =

aA)A=

a-2 1 a-1
a a 6

a) El rango de la matriz A serd menor o igual que 2, porque solo tiene dos filas.

Buscamos los valores que anulan el determinante formado por las dos filas y
las dos primeras columnas:

a=1
=—a*+1=0
<6l=—1

e Sia#1ya#-1:. ran(A) =2

a -1
1 —-a

eSia=1 - A=+ 11 oo rana) =2
1 -1 2 1

eSia=-1 - 4=|"1 11 110, ran ) =2
11 =2 1 -2

El rango de A es 2 para cualquier valor de a.

b) El rango de B sera menor o igual que 2, porque solo tiene dos filas.

61—2 1 2 2 6l=0
=0 > a*-2a-a=0 — a*—3a=0
u a‘ 3 <a=3

Resolvemos

e Sia+0y a+3 ran(B) =2

e Sia=0 - B=(_2 1 _1) - ‘_02 -1 #0, ran (B) = 2

0 0 6 6

e Sia=3 - B= ( ; ; é) Las dos filas son proporcionales — ran (B) =1

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Regla de Cramer

[ 3x — y = 2
a)y2x+ y+ z= 0
3y+2z=-1

3x+ y— z=0
)y x+ y+ z=0
|3x +2y—-2z=1

Solucion: x=-1, y=2, z=-2

Resuelve aplicando la regla de Cramer:

b)

d

[ 20+ y+ z=-2

x-2y-3z=1

| —x— y+ z=-3

[(x+y—z+1=1

x -y —t=2
z—t=0
a)Bx—y = 2 3 -1 2
2x+ y+ z= 0 A'=12 1 0] = |4]=1=20
3y +2z=-1 0 3 -1
———
A
2 -1 0 3 2 0
o 1 1 2 0 1
-1 2 — -1 2 _
x=—5=_1=_1, =O—=_5=_
1 1 1 1
3 -1 2
2 1 0
0 -1
z=—3 =1=7
1
Solucion: x=-1, y=-5 z=7
b)2x+ y+ z=-2 2 1 1 )
X—=2y-3z= 1 A'=11 =2 3| 1| = |4|=-11%0
_x_y+ Z=—3 -1 -1 1 —3
\—,—/
A
-2 1 1 -2 1
1 -2 -3 1 -3
-3 -1 1 11 -1 -3 1 22
X=— = "= =1, y=-——>- =22 -
~11 -11 11 -11
2 1 =2
1 -2 1
-1 -1 -3 22
ZZ—____
~11 -11

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



A3x+ y— z=0 3 1 -1
x+ y+ z=0 la]=11 1 1
3x+2y—2z=1 3 2 =2

0 1 -1 3
4] =10 1 1[|=2 |Ay|— 1
1 2 =2 3
31 0
4. =]1 1 0|=2
2 1
Por tanto: x=i, y=£, Z=__1
3 3 3

Dx+y-z+r=1 11 -1:1

X -y —t=2 A'=[1 -1 0 -1
z—1t=0 0.0 1:-1
—_—
A
1 1 -1
Tenemos que |1 =1 0 |=-2+#0
00 1
1-7 1 -1
2+t -1 O
t 0 1 2t
X = _ 25—t _3+1
-2 -2 2
1 1-¢ -1
1 2+¢ O
- 0 ¢t 11 147 _-1-1t
-2 -2 2
1 1 1-1¢
1 -1 2+7¢
0 0 t 2t
zg=—" =2 =y
-2 -2
Soluciones: (%, -1- 7‘, A, k)
s10 |Estudia y, cuando sea posible, resuelve:
x— y=06

a)4x + y=-1 b)

5x+ 2y=-5

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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x+ y— z=-2
2x— y—-3z=-3
x—2y—2z= 0
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A x— y=06

1
4x+ y=-1p A'=|4 1| -1|. Como 1 _1‘=5¢0 y |a]=0,
S5x + 2y =-5 > 2 15
H_J
A

tenemos que: ran (A) = ran (A") = n.° de incognitas = 2

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de
la 3.2 ecuacion:

X-y= 6} Sumando: 5x =5 — x=1 } Solucion: x=1, y=-5

4 +y=-1 =-l-4x=-1-4=-5
b) x+ y— z=-2 1101 | =2
2x— y-3z=-3 ¢ A'=(2 -1:-3 |3
X—2y-2z= 0 1 =2 =210
[E—
A
Tenemos que |A|=0 y que 5 11‘=—3;t0 - ran(4) =2
1 1 =2
Como |2 -1 3[=-3#0 — ran(A")=2#ran (A) =2
1 -2 0

Por tanto, el sistema es incompatible.

Estudia y resuelve estos sistemas, cuando sea posible, aplicando la regla de
Cramer:

>3x+y—z=0 [ x—-2y+ z=-2
a)) x+y+z=0 b)y 2x+ y+ z=-2
y—z=1 | x+ y—-2z=-2

x+y =5

x+2y+z= 0
Y X+ z= 6

©)| —x— =1 d
) y ) yiz= 7
- y—z=-1
| 2x+y+z=11
A)3x+y-—z=0 31 -11]0
x+y+z=0 A'=11 1 1 0
yoz=1 01 -1 .1
[ —
A
Como |A|=-6#0, tenemos que: ran (A) = ran (A") = n.° de incognitas = 3.

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



0 1 -1
0 1 1
1 1 -1 2 -1
x=d4 1 =201 _ 2 _ =1
-6 -6 3
3 0 -1
1 0 1
y=d0 L Al _—4_ 2
-6 -6 3
3 1 0
1 1 0
o o1 1] 2 4
Z_—_——_
-6 -6 3
Solucion: x = i, y= E, z==L
3 3 3
b) x -2+ z=-2 1 211 i)
2x+ y+ z=2p A'=[2 1.1 | =2
X+ y—-2z=-2 11 -21-2
| —
A
1 -2
Como 51 ‘ =-3 y |A]|=0, tenemos que ran (4) = 2.
1 -2 =2
Ademis, |2 1 -2|=18#0. Luego ran (A" =3 # ran (4A) = 2.
1 1 =2

Por tanto, el sistema es incompatible.

o x+20+z= 0 1 211 0
—-xX—= ) =1 A= T,l,,,j,l,,j 0 1
A\ y_z=_1 O —1 —1 —1
%,—/
A
1 2 0
Como |A]=0, -1 -1 1|=01y 12 =1#0, tenemos que:
0 -1 -1 -1

ran (A) = ran (A") = 2 < n.° de incognitas. El sistema es compatible indetermi-
nado.

Para hallar sus soluciones, podemos prescindir de la 1.2 ecuaciéon y resolverlo
en funcién de y:

x-y = 1} =—1-y

} = x=-l-yp, y=y; z=1-y
—y—z=-1| z=1-y

Soluciones: (<1 —A, A, 1 -20)

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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D x+y =5 11 0/] 5
x  +z=06 U U R
y+tz=17 0. 1 1:i] 7
2x+y+z=11 2 1 1
-
A
Tenemos que:
FILAS
1 1 0 5| an 11 0 5
|A/| — 1 0 1 6 _ Q25 -0n 0o -1 1 1 _
o 1 1 7 39 o 1 1 7
2 1 1 11| @o-2-a9 0 -1 1 1
-1 1 1 1 1 0
={1 1 7|=0y (1 0 1|=-2#0
-1 1 1 0 1 1
Luego ran (A) = ran (A") = n.° de incognitas = 3.
El sistema es compatible determinado.
Para resolverlo, podemos prescindir de la 4.* ecuacion:
510 550 11 5
6 01 1 6 1 1 0 6
_ 0 7 1 _ 0 1 _
x:L:i:Z;y:—:ﬁ:ﬁ;Z: 7 =_8=4
2 2 -2 2 -2 -2
Solucion: x =2, y=3, z=4

Pagina 95
Discusion de sistemas mediante determinantes
s12 | Discute los siguientes sistemas segun los valores del parametro m:
Ty+ 5z=-7 [(mx+ y— z= 1
a) 3x+4y+mz=-1 b){ x—-2y+ z=1
7x + 5z= 7 | 3x +4y—-2z=-3
2x+ y— z=1 [ x+ y+ z2=6
Oy x-2y+ z=3 d)y 2x+2y+mz=06
5x—-5y+2z=m | mx =0
a) Ty + 5z=-7 0 7 5| —7
3x + 4y + mz = -1 A'=|3 4 m| -1
7x +5z=7 705 7
| —
A

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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UNIDAD H

El sistema tendra solucion si ran (A) = ran (A"), segin el teorema de Rouché.

Buscamos los valores que hacen |4]| = 0:

0 7 5
|Al=|3 4 m|=49m—-245=0 — m=5
7 0 5

e Sim=5 — ‘(3) Z;tO — ran (A) =2

0 7 =7
3 4 —1|=-49+196-147=0 — ran(A4) =2
7 0 7

El sistema es compatible indeterminado.

e Sim#5 — ran (A) =ran (A) = 3, el sistema es compatible determinado.

b)mx+ y—- z= 1 m 1 -1 1

x=2y+ z=1 A'=11 -2 1 1

3x + 4y —2z=-3 3 4 2] -3
[
A
m 1 -1
|[Al=|1 -2 1|=4m-4+3-6-4m+2=-5
3 4 -2

Como |A|# 0 para cualquier valor de m, ran (A) = ran (A") = 3. El sistema
es compatible determinado para todo m.

o2+ y- z=1 2 1 -1 1
x—-2+ z=3 A'=11 =2 1 3
S5x—-5y+2z=m 5 S5 2 m

-—
A

2 1 -1
[A]=|1 =2 1|=-8+5+5-10+10-2=0

5 -5 2
? _1 20 — ran (4) =2
2 1 -1
1 =2 3|=-4m-5+15+10+30-m=-5Sm+50=0 — m=10
5 5 m

e Si m=10 — ran (A) = ran (A") = 2. El sistema es compatible indetermi-
nado.

e Si m#10 — ran (A) =2 # ran (A") = 3. El sistema es incompatible.

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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s13

D x+ y+ z=6 11 116
2x+2p+mz=06;r A'=|2 2 m | 6
- _0 m o 0| 0

S —
A

11
m=0
|A]=1]2 2 m=m(m—2)=0< i
m 0 0 m =2

11 1]6
e Sim=0 - A'=[22 0|6 ‘1 Y20 o ran4) = ran ) =2
00700 120

11 1]6
e Sim=2 —> A'=[2 226
2 0.0/0
1 1 6
‘2 27&0; 2 2 6|20 - ranA)=2=ran(4) =3
z 0 2 0 0

El sistema es incompatible.

e Si m#z0 y m#2 — ran (A) = ran (A) = 3. El sistema es compatible
determinacdo.

Discute los siguientes sistemas homogéneos en funcion del parametro a:

2x—ay+ 4z=0 x - z=0
a)y x+ y+ 7z=0 b) ay+3z=0
x— y+12z=0 4x+ y—az=0

a)2x—ay+ 4z=0
x+ y+ 7z=0
x— y+12z=0

Los sistemas homogéneos son siempre compatibles porque ran (4) = ran (A").
Pueden tener solucion Gnica o infinitas soluciones. Estudiamos el rango de A:

2 —a 4

[Al=(1 1 7|=24-4-T7a-4+14+12a=5a+30=0 — a=-6
1 -1 12

e Si a=—6 — ran (A) = ran (4") = 2, porque 11 # 0.

El sistema es compatible indeterminado.

e Si ax—-6 — ran (A) =ran (4") = 3. El sistema es compatible determinado.
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b) x - z=0]
ay+3z=0
dx+ y—az=0]
1 0 -1 a=
lal=]0 1 3|=-a?+4a-3=-0<_
4 1 -1 a=
1 01
eSia=1 - A=(0 1 3|, ! ?¢O%mn(A)=mn(A/)=2
4 1 -1

El sistema es compatible indeterminado.

1 0!-1
eSia=3 > A=|0 3! 3|, ‘1 (S);co — ran (A) = ran (4") = 2
4 1 -1

El sistema es compatible indeterminado.

eSia#lya#3 > ran(4d) =ran(4) =3

El sistema es compatible determinado.

s14 | ;Existe algin valor de a para el cual estos sistemas tengan infinitas solu-

ciones?:
3x—-2y—3z= 2 x+ y+ z=a-1
a)4 2x+ ay—5z=—4 b)i2x + y+az=a
x+ y+2z= 2 x+tay + z=1
a)3x—-2y—-3z= 2 3 2 -3 2
2x+ ay—5z=—4 A'=(2 a -5 | -4
X+ y+2z= 2 11 2 2
\%/—J
A
|A|=9a+27=0 — a=-3
*Si a=-3, queda:
3 =2 3| 2
A'=12 3 5| -4
1 1 2 2
3 -2 2
Como |2 2|=-5 y |2 -3 —4|= 20, entonces:
23 11 2

ran (A) = 2 #ran (A") =3 — El sistema es incompatible.

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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eSi a=-3 — ran(A) =ran (A) =3 — Compatible determinado.

Por tanto, no existe ningin valor de a para el que el sistema tenga infinitas

soluciones.

b) x+ y+ z=a-1 1 1 1]a-1
2x+ yt+az=a A'=|2 1 a a
x+tay+ z=1 La 1 1

| —
A

|A|=-a?+3a-2=0 — a-=

3+V9-8  3+1 a=1
= =) <

-2 a=2

eSi a=1, queda:

1 1 110
A=(2 1 1|1 ::| Contradictorias. El sistema es incompatible.
1 1 111

1 1:1 11
A'=[2 112 | 2| Lascolumnas 1.2, 3.2y 4.2 son iguales, y L # 0;
""""" 21
1 2 111
\_ﬂf—d
A

luego ran (A) = ran (A') = 2. El sistema es compatible indeterminado.

eSiazlya#2 — ran(4) =ran(A) =3 — Compatible determinado.

Por tanto, el sistema tiene infinitas soluciones para a = 2.

Matriz inversa

Calcula la matriz inversa de las siguientes matrices y comprueba el resultado:

4 2 01 1 0 2
a) 3) b)1_42 alo 3 0 Dz 0 1
11 3 101 0 2 0
a)|A|=120 — Existe A~
1
o, —— AdjD) —— Udj@) —— m(Adf(A))‘
1 1 1 -1 1 -3 1 -3)_ 1
H R P B P R Fi IS
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b)|B|=10#0 — Existe B~

0, —— Adj(B) —— (Adj(B) —— ﬁ(Adj(B))t

R R R S R F
-2 1 2 1 -3 1 10 (-3 1

o|Cl=3#0 — Existe ¢!
1

oy ——— Adj(C) ——— (Adj(©)) — il (Adj ()
3 0 -3 3 0 -3 3 0 -3 L (303
01 0]l >0 1 0] >0 1 0] > =-({0 1 0f=c!
30 6 30 6 30 6 315 0 6
d)|D|=-10#0 — Existe D™
1
oy —— Adj(D) ——— (Adj(D) —— m(Adj(D))’
2 0 -4 2 0 -4 2 -4 0 2 -4 0
4 0 2| 5 (-40 2| 500 0 5| 5 Lo o s5|=p
0 -5 0 0 5 0 4 2 0 -4 2 0

s16 |Resuelve las siguientes ecuaciones matriciales:

1 2x=(03

D5 30

b) X

-1 5
=1 2
o 4) a 2
a) Llamamos A4 = (; ?) y B= ((3) (5)) , de manera que tenemos:
A X=B —» X=A"-B
Calculamos A7
|A|=-3#20 — Existe A™!
1

o, —— A ——— AdjD) —— m(Adj(A))f
1 2 1 -2y (1 -2} 1 1 =2} _
2 1 -2 1 -2 1 -3 =21

Calculamos A™! - B:
1 (1 =2} (0 3})_1 (-6 3)_[2 -1
2 1 3 0 -3 |3 -6 -1 2

La solucién es: X = ( 2 _1)

=3
-1 2

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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s17

-1 5
-1 4

b) Llamamos A4 =(
X A=B > X-A-A'=B-A!' - X=B-4"
|A|=1#0 — Existe A7

Calculamos A~

) y B=(1 2), de manera que:

1

o, —— A ——— AdjD) —— m(Adj(A))’
4 -1y (4 1) (4 S5 L[4 S o
5 -1 -5 -1 1 -1 1 -1
Calculamos B - A%
4 -5
12 =6 -
( ) (1 _1) ¢ 7)
La solucion es: X =(6 -7)
Calcula la inversa de las siguientes matrices:
121 210
A=]0 1 0 B=|{01 3
203 211
Después, resuelve estas ecuaciones:
a)AX=B b)XB=A
e Calculamos [A]=3-2=1
Hallamos los adjuntos de los elementos de A:
1 0 0 O 0 1
All:‘o 5‘=3; Alzz_‘z 3‘=0’ 413 ‘2 o‘z_z
2 1 1 1 1 2
R R 8
2 1 1 1 1 2
Aﬁl_‘l O‘=_l; A32=_‘O ’=0’ A53_’ 1‘=1
3 0 =2 3 -6 -1
Adj(A)=|-6 1 4| - [Adj D=0 1 0
-1 0 1 -2 4 1
3 -6 -1
A71l=10 1 0
-2 4 1

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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UNIDAD | 3
Comprobacion:
1 2 1\({3 -6 -1 1 0 0
A-A1=l0 1 o|][lo 1 of=]0 1 0
2 0 3/\—2 4 1 0 0 1
o |B|=2+6-6=2
1 3_ . _ 10 3|_ . 10 1] _
By, ‘ 1‘——2, By, _‘2 1‘_67 Bl3 ‘2 1‘__2
1 0 2 2
BZl:_‘l 1‘__1’ BZZ_‘Z 1’=2; 323__‘2 1‘=0
1 o] 2 0 _ 2 1]
B31 ‘1 3‘_3’ B32 _‘O 3‘__6’ B33 ‘O 1‘_2
2 6 =2 2 -1 3
Adj(B)=|-1 2 0| - [AdjB)=|6 2 -6
3 -6 2 2 0 2
L [2 103 -1 -1/2 3/2
Bl=—[6 2 -6|=|3 1 -3
212 0 2 -1 0 1
Comprobacion:
2 1 0\ /[/-1 =1/2 3/2 1 0 0
B-B1=(0 1 3||3 1 3 1=]0 1 0
2 1 -1 0 1 0 0 1
ADAX=B - AAX=A4"'B > X=4"1B
3 —6-1\(2 1 0 4 -4 -19
xX=/0 1 0]|l0 1 3|=|0 1 3
2 4 1/1\2 1 1 -2 3 13
b)XB=A4A — XBB1=4B"1 - X=4B"!
1 2 1\ (=1 =1/2 37 4 3/2 -7/2
x=(0 1 o0]f|3 1 3 1=[3 1 -3
2 0 3/\-1 0 1 - | 6

PARA RESOLVER

Estudia y resuelve estos sistemas homogéneos:
Ix+3y+2z=0
3x— y+ z=0
8x+ y+4z=0

x+ y— z=0
a)y12x—-3y—-2z=0 b)

x—=2y+ z=0
x+2y—-2z=0

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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D x+ y- z=0] x+ y- 2=0 1 1 -1
12x-3y-22=0 x-2p+ 2=0¢ A=[1 =2 1
x=2y+ z=0] 12x-3y-22=0 12 -3 -2

1 -2

Como |A|=0
lal=0y ||

‘ =-3# 0, entonces, ran (A) = 2.

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir
de la 3.% ecuacion y pasar la z al segundo miembro:

|Z 1 |1 Z|
x+y=z| 1% 2=z Il 2l 22 22
x=2y=-2 -3 -3 3’ -3 -3 3
Soluciones: x=&,y=ﬁ,z—k
3 3
b) 9x + 3y + 22 =0 9 3 2
3x— y+ 2=0 3 -1 1
A= :
S8x+ p+4z=0 8 1 4
X+2y—-2z=0 1 2 &%
9 3 2
Como |3 -1 1|=-35#0, entonces: ran (A) = 3 = n.° de incognitas
8 1 4

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, y=0, z=0

Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz inversa:

x+3y— z=-1
x—y=2
a) b)y x— y— z=-1
2x—y=0
2x+ y+3z= 5

a) x-—y=2 _
y Aot ) xo[x] oof2
2x-=y=0 2 -1 y 0
=¥ 2] 5 4 x-csata-x-41Cosx=-4alC
2 -1/ \y 0

Calculamos A~

|A|=1#0 — Existe A7!
1

o, ——— Adj() —— (Adj@) —— m(Adj(A))’

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



2 10 -4\ (-1 -
x=-L |55 5 o| |al=-L]o
=20 13 5 _4) |5] 20 |_z8

UNIDAD | 3
-1 1 2 -2
X: . =
5]
La solucién del sistema es: x=-2, y=—4
b) x+3y— z=-1 1 3 - x -1
xX— y— z=-1 A=(1 -1 -1, X= , C=|-1
2x+ y+3z=5 2 13 = 5
1 3 -1 X -1
1 -1 -1|-[y]|=|-1| > A-X=C—> A1 4-X=4"-C—
2 1 3 z 5
- X=41-C
Calculamos A~
|A]=-20#0 — Existe 47!
o0, —— AdjA) ——— (Adj) —s ﬁ(Adj(A))’
-2 5 3 -2 5 3 -2 -10 -4 -2 -10 -4
10 5 5|—>(-105 5|->|-5 5 0] > —|-5 5 0|=4"
-4 0 -4 -4 0 -4 3 5 -4 - 3 5 —4

La solucion del sistema es: x = %, y=0, z= %
20 |Estudia y resuelve los siguientes sistemas:
x+ y+ z= 2
xX—y—2z=2 u
x—2y-7z= 0
a)j2x+y+3z=1 b)
y+ z=-1
3x + z=3
2x + 3y =0
a) x-—y-2z=2 1 -1 -2| 2
2x+y+3z=1¢ A'=[2 1 3| 1
3x  + z=3 53 0811 3
|
A
Como |A|=0y ’g (1)’ = -3 #0, tenemos que ran (4) = 2.
1 -1 2
Ademds, |2 1 1| =0. Luego ran (4") = 2 = ran (A) < n.° de incognitas.

3 0 3

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir
de la primera ecuacion:

= =1-=
2x+y+32=1}2x+y=1—5z ~ 3 3 Hacemos z = 3\.

3x 4 z=3]3x =3-2z y=1—5z—2x=—1—7?z

Soluciones: x=1-A, y=-1-7A, z =3\

b)) x+ y+ z= 2

11 1] 2
x—-2y-Tz= e 1 =2 _71 0
y+ z=- 0.1 1:-1
2x + 3y =0 2350 0
\_ﬁ/—J
A
1 1 1
Como |1 =2 7| =5#0 y |A'|=0, tenemos que:
01 1

ran (A) = ran (A") = n.° de incognitas = 3

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de
la 4.* ecuacion. Aplicamos la regla de Cramer:

2 1 1 1 2 1
0o 2 -7 1 0 -7
-1 1 1 0o -1 1 _
gei b L 1115 g do 1l o,
5 5 5 5
1 1 2
1 -2 0
0o 1 -1
z=2 - R185
5 5

Solucion: x=3, y=-2, z=1

s21 | Discute los siguientes sistemas segiin los valores del parametro m y resuél-
velos cuando sea posible:

(mx+y+ z=4 [ x+ y+ z=m-1
a) x+ty+ z=m b)i2x+ y+mz= m
X—y+mz=2 | x+tmy+ z= 1
x+ 2y+3z=0 [ x+my+z=4
0y x+my+ z=0 d) x+ 3y+z=5
[ 2x+ 3y +4z=2 | mx + y+z=4
(mx+y+ z=4
Ay x+y+ z=m
xX—-y+mz= 2

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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UNIDAD H

El sistema tendra solucion si ran (A) = ran (A"), segin el teorema de Rouché.
Las matrices A y A’ son:

m 1 1 m 1 1 4
A=|1 1 1 A=11 1 1 m
1 -1 m 1 -1 m 2

Como A y A’ tienen tres filas, su rango no puede ser mayor que 3.

Para estudiar el rango, buscamos en primer lugar los valores de m que anulan
el determinante de A, por ser A una matriz cuadrada:

m 1 1

m=1
[Al=0 > |1 1 1 =m2_1=0< .
1 -1 m T
e Sim=1:
1 1 1] 4 x+y+z=4

N
|
—_
[
—
—_

- Jx+ty+z=1
1 -1 112 X—y+z=2

La 1.2 y la 2.* ecuaciones son contradictorias. El sistema es incompatible.

e Si m=-1:

11 114 xtytz= 4
A=1 1 1 |-1| —> x+y+z=-1
1 -1 -1]2 X—y—z= 2

La 1.2y la 3.7 ecuaciones son contradictorias. El sistema es incompatible.

e Si m#1l y m=#=-1. ran (A) = ran (A") = 3. El sistema es compatible
determinado.

Resolvemos el sistema en este caso (m#1 y m #—1):

4 1 1

m 1 1
12 -1 m|  -m*+3m+4
= mz_l N m2—1

m 4 1

1 m 1
1 2 om|_ mP-Tm+6
ry= m2_1 - mz 1

m 1 4

1 1 m

1 -1 2 m2+ 3m—10
o= =

m2—1 m?* -1

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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b)

x+ y+ z=m-1
2x+ y+mz=m
x+my+ z=1
El sistema tendra solucion si ran (A) = ran (A"), segin el teorema de Rouché.
Las matrices A y A’ son:
1 1 1 1 1 1 m-1
A=|2 1 m A'=(2 1 m m
1 m 1 1 m 1 1

Como A y A’ tienen tres filas, su rango no puede ser mayor que 3.

Para estudiar el rango, buscamos, en primer lugar, los valores de m que
anulan el determinante de A, por ser A una matriz cuadrada:

1 1 1
[A]=0 = |2 1 m|=-m?+3m-2=0 =
1 m 1

m=_3i\/9_8<m=1
-2 m=2

e Si m=1:
1 1:1 1 1 1 0
A={2 1} , A'=[2 1 1 1]; con |4]=0.
1 1 1 1 1

Buscamos en A4 un menor de orden 2 distinto de 0:

’; 1 #0, luego ran (4) = 2.

Buscamos en A’ un menor de orden 3 distinto de 0. El menor que tomamos
en A es también un menor de A’ Silo ampliamos con la 3.2 fila y la 4.2
columna:

1 1 0
2 1 1|0, luego ran (A" = 3.
1 1 1

Por ser ran (A) #ran (A", el sistema es incompatible.

(Podriamos haber observado en A’ que la 1.2 y la 3.2 son contradictorias vy,
por ello, el sistema es incompatible).

e Si m=2:
1 1:1 1 1 1 1
A=|2 1:2]|, A'={2 1 2 2|; con |A]=0.
1 2 1 1 2 1 1

Como en el caso anterior, encontramos L 1 #0 > ran(4) =2

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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x=1

UNIDAD | 3

Ampliamos ese menor con la 3.2 fila y la 4.% columna:

1 1 1
2 1 2|/=0 = ran(4) =2
1 2 1

Al ser ran (A) = ran (A") = 2, el sistema es compatible indeterminado.

Como tiene 3 incognitas y el rango es 2, las soluciones dependen de un
parametro.

Resolvemos el sistema en este caso. Eliminamos una ecuacion y tomamos =z
como parametro:

x+y+ z=1 Y x+y=1- A
2x+y+2z=2

2x+y=2-2\

2-2L-2p+y=2-2L = y=0

-2

Las soluciones son: x=1-A, =0, z=A

e Sim#1y m#2: |A|#0 vy, porello, ran (4) = ran (4) = 3. El sistema
es compatible determinado.

Resolvemos el sistema en este caso (m#1 y m # 2):

m—-—1 1 1
m 1 m
~ 1 m 1| _—-m’+2m*+m-2
T i 3m—2 -m? + 3m - 2
1 m-1 1
2 m m
1 1 1] m?—d4m+4
Y T am_2 —ml+3m-_2
1 1 m—1
2 1 m
__ 11 m 1 _ =3m? + 4m -2

1
lal =11
2

—m?+3m—2 -m?+3m -2

¢) Razonando como en los casos a) y b), hacemos:

2 3
m 1|==2m+2=0 — m=1
3 4

=1:

1 2:3 |0

1 1}1 0

2 3 4|2

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Como #0, entonces: ran (A) =2 #ran (A") =3

(O I \]
N OO

) 1
1¢Oy 1
2

El sistema es incompatible.

e Si m#1: ran (A) = ran (A) = 3 = n.° de incognitas. El sistema es compati-
ble determinado. Lo resolvemos:

0 2 3
0O m 1
2 3 4|  4-6m  3m-2
- 2-2m S 2-2m m-1
1 0 3
0 1
_l2 2 4] _ 4
YT w22 2m
1 2 0
1 m O
B 3 2| 2m — 4 _m=2
T T om  2-2m 1-m

d) Razonando como en los casos a) y b), tenemos:

1 m 1 7 5
4+£N16-12 m=3
lal=11 3 1=m2—4m+3=0—>m=—<
2 m =
m 1 1
e Si m=3:
1 3 1] 4
A'={1 3 1| 5| Lal?yla2?ecuacion son contradictorias.
3 1 1| 4

El sistema es incompatible.

e Sim=1:
1 1 11| 4
A'=|1 3 1| 5| Lal?yla3.?ecuacion son iguales.
1 1 1| 4
Como P 0, ran (4) = ran (A" = 2 < n.° de incognitas.

El sistema es compatible indeterminado.

Resolvemos el sistema para m = 1:
x+20+3z2=0

Hemos eliminado la 3.2 ecuacion. Tomamos z = A:
x+ y+ z=0

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



UNIDAD | 3

X+ 2y=—3k} = 2)

x+ y= -A| x=2A

Las soluciones son: x =4, y=-2A, z=A.

e Sim#1y m#3: ran (A) = ran (A") = 3 = n.° de incognitas. El sistema es
compatible determinado.

Resolvemos el sistema en este caso (m#1 y m # 3):

4 m 1
5 3 1
ood4 o1 f_ 1-m
m2—4m+3 mP—4m+3
1 4 1
1 5 1
lm 4 1| _ 1-m
ro mZ_4dm+3  mE—4m+3

Sm?—16m + 11
3 m?—4m + 3

3

s22 |Discute y resuelve los siguientes sistemas homogéneos en funcion del
parametro a:

2x— y+ z=0 x+y+ z=0

a)y x+2y—3z=0 b)yax + 2z=0

3x—4y—az=0 2x —y+az=0
A)2x— y+ z=0 2 111
xX+20-3z=0p A= 12 =3
3x—4y—az=0 3 —4 -a

Como es homogéneo, sabemos que ran (4A) = ran (A").
|A]=-5a-25=0 — a=-5

2 —1‘

e Sia=-5 — Como =520 — ran (A =ran(4A") =2

El sistema es compatible indeterminado.

Lo resolvemos tomando las dos primeras ecuaciones y pasando z al segun-
do miembro:
2x— y = —Z} Restamos a la 1.2 ecuacion el doble de la 2.2,

X+ 2y =3z]| Sumamos a la 2.2 ecuacion el doble de la 1.2.
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Sy =-7z = y=%z

Hacemos z = A.
z

Sx=z — x=§

5
Soluciones: x = &, y=—A, z=1
5 5
e Si a#-5 — Solo tiene la solucion trivial: x =0, y=0, z=0.

b) x+y+ z=0 111
ax  +2z=0 A'=|la 10 2
2

2x —y+az =0

Como es homogéneo, sabemos que ran (4) = ran (A").

1+V1+24 _ 145 =3

Al=-a?-a+6= =
|A|==-a?-a+6=0 — a =) % - 5

e Sia=-3 0 a=2 — Como

! §‘=2¢0 > ran (A) = ran (A7) = 2
El sistema es compatible indeterminado.
—Lo resolvemos si a = —3:
x+y+ z=0
—3x + 2z=0

2x—y-3z=0

Prescindimos de la 3.* ecuacion y pasamos z al segundo miembro:
2

X+ y = > X = gz

3 N\, _ Hacemos z = A.
X T 3y 5 5 =22

¢ 2 -5

Soluciones: x = g?», y= ?7», z=A

—Lo resolvemos si a = 2:
x+y+ z=0
2x + 2z=0
2x—y+2z=0
Prescindimos de la 3.? ecuacion y pasamos z al segundo miembro:
xX+y= -z =0
Y Y Hacemos z = A.
2x =2z = -z
Soluciones: x=-A, y=0, z=2\

eSia+-3yaz#x2 — ran (A =ran (A") = 3. Solo existe la solucion
trivial: x=0, =0, z=0.

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes

UNIDAD | 3

Estudia, segiin los valores del parametro, el rango de cada matriz:

1 3 3 1 k1 -2 0
A=k kB 3 -1 b)B=|-1-1 k 1
-1 3 3 0 1 1 1 k
1 3 3 1
DA=|k k 3 -1
-1 3 3 0

Observamos que ran (A) < 3.

Hallamos los valores de k que anulan el determinante formado por las tres
primeras filas y las tres primeras columnas:

1 3 3

k k 3=0 > 6k-18=0 — k=3
-1 3 3

Para k=3, 1 g;to.

Buscamos un menor de orden 3 distinto de cero:

1 3 1
3 3 —1|#0 = ran4)=3
-1 3 0

Por tanto, ran (A) = 3 para cualquier valor de k.

k1 =20 ko1 =2 o
N o L -
bB=[-1-1 k 1| - |-1 -1 & b2 +1 0</€=_1
11 1 &k 111
1 1 -2 0 1 2 0
eSik=1->B=|-1-11 1| 5|11 1|20 - ran(B =3
11 1 1 111
11 20 11 0
e Sik=-1—>B=|-1-1-1 1| |-1-11 =Oy‘_2 Olso o
11 1 -1 11 -1 -1

— ran (B) =2

e Si k-1 — ran(B) =3
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Pagina 96

s24

s25

1 0 -1

a) Considera la matriz A4 =
211

) y calcula el rango de las matrices
AA' y AlA.

b) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales homogéneo cuya matriz de
coeficientes es A'A.

c) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales homogéneo cuya matriz de
coeficientes es AA'.

1 2
a)A=(1 O -1 4o 1
2 1 1 1
1 2
A~A’=(1 0_1)~ 0 1 =(2 1) — ran (44" =2
21 1)\ 4] 16
1 2 s 2 1
Aa=[0 1 ~(1 O-L 12 1 1| > rancata) =2
11 2 b1 11 2

b) Como el rango es 2, seleccionamos el menor:
‘5 2

=1#0
2 1

Podemos suprimir la 3.* ecuacion y pasar la z al segundo miembro:
S5x + 2y =—-z

- Xx=z y=-
S ERTERT

Soluciones: x =\, y=-3\ z=2»A

©) Como ran (AA") = 2 = n.° de incognitas, el sistema solo tiene la solucion trivial:
x=0, y=0

31 1 0 2 0
Dadas A=|1 -2 0| y B=|1 -2 1{:
0 2 0 2 01

a)Halla 4! y B™..
b) Halla la matriz inversa de A4 - B.
c) Comprueba que (4B)!' = B! 47L

a)|A| =220 — Existe A~

o; — Adj D) ——— (Adj (D) —— ﬁ(Adj(A))’
0 0 2 0 0 2 0 2 2 0 2 2
20 -6 (2 0 6] 5o 0o 1| 5 Lo o 1]=4a
2 -1 5 2 1 5 2 6 5 212 6 5

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



UNIDAD H

|B|=2#0 — Existe B!
1
o, —— Adj(B) ——— (Adj(B)) —— m(Ad]‘(B))t
2 -1 4 2 1 4 2 2 2 L (222
2 0 -4 |20 4| =1 0 0] > =1 0 0|=8B"
2 0 -2 2 0 -2 4 4 -2 2 14 4 22
3 -8 2
bA-B=|-2 6 -2|; |A-B|=4#0 — Existe (4-B)7!
2 —4 2
o; —— AdjAB) ——— (Adj (4B)) —— ﬁ(Adj(AB))’
4 0 —4 4 0 —4 4 8 4 4 8 4
-8 2 4| 518 2 4| 5|0 2 2| > 0 2 2|=wUB)!
4 2 2 4 2 2 —4 —4 2 —4 —4 2
2 2 2\ [0 2 2
oBl-at=L.1 0 ol|-lo 0 1|=4-B
214 4 2] \2 6 5
110
526 |Dada A=|-1 1 2|, determina la matriz B que verifica B—I=A'A".
10 1
1 1 0 1 -1 1
A=[-1 1 coAl=|1 1 0
1 0 1 0 2 1
Calculamos A™1:
|A]=4#0 — Existe 47!
o, —— Adj) —— (Adj () —— ﬁ(Adj(A))z
1 -3 -1 1 3 -1 1 -1 2 1 -1 2
1 1 -1l = [|-11 1] =13 1 2| = 3 1 2|=4"1
2 2 2 2 2 2 11 2 11 2
Calculamos A? - A~L
1 -1 1 1 -1 2 3 -1 6
a-at=L 1 1 o] (3 1 2|=L.]4 0 o0
4l 2 1) \c11 2] 4 2
|B| =A'- A7 + 1
3 -1 6 1 0 0 1 -1
=214 0 ol+lo 1 ol=L.[4 4
415 3 2] \lo o 1] 4 3

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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s27 | Discute el siguiente sistema y resuélvelo, si es posible, en el caso a = 4:
x—-y =a
x4+ a’z=2a+1

x—y+a(a—1)z=2a

xX-y =a
x o+ a’z =2a + 1
x—-y+ala—Dz=2a

Estudiamos el rango de la matriz de coeficientes:

1 -1 0
A=[1 0 a?
1 -1 ata-1)

|Al=ala-1) — |4]=0 = a=0, a=1

e Sia20ya#1 - ran(A =3=ran(A4")

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos por la regla de Cramer:

a -1 0
A |=|2a+1 0 a’? =a-(a*-a-1)
2a -1 aCa-1
1 a 0
l4,[={1 2a+1 a’® =—a
) 2a ala-1)

1 -1 a
[4.|=]1 0 2a+1|=a
-1 2a
- _at—-a-1 -1 1
Solucion: x = , Y= , z=
a—1 a—1 a—-1
1 -1 0
eSia=0 - A=|1 0 0| > ran(4) =2
1 -1 0
1 -1 0 O
A'=(1 0 0 1| — ran(A4) = 2. Elsistema es compatible indeterminado.
1 -1 0 O

Para resolverlo, tomamos las dos primeras ecuaciones:

x—-y=0
X =1

Solucion: x=1, y=1, z=X

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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UNIDAD | 3

1 -1 0
eSia=1—> A=|1 0 0| - ran(4 =2
1 -1 0
1 -1 0 1
A'=|11 0 1 3| — ran(4") = 3. Elsistema es incompatible.
1 -1 0 2

e Si a=4, se trata de un sistema compatible determinado, resuelto en el primer
caso, con solucion:

NS LR R |

3’ 3’ 3
x 1 0
Sea A=|0 1 3].
x 1 1

a) Halla los valores de x paralos que A tiene inversa.

b) Calcula, si es posible, A1 para x = 2.

Al =x+3x-3x=x

Si x#0, A tiene inversa.

b)Si x = 2:
2 1 0
A=[0 1 3| = |4|=
2 1 1
|1 3|_ _ |0 3|_ _10 1
Ay ‘ 1‘ —2; Ay, _‘2 1‘_6’ AlS_‘Z 1‘__2
_ |11 0l_ 4. _12 0|_ _ |2 1
Ay _‘1 1‘__17 Azz_‘z 1‘_2’ Aza__‘z 1‘_0
_ |1 0|_ _ |2 0f_ _12 1|_
A31_‘1 5‘_3’ 432 _‘0 3‘__6’ A35_‘0 1‘_2
-2 6 =2 -2 -1 3
Adi(AD=[-1 2 0| - [AdjD)F=|6 2 -6
3 -6 2 -2 0 2
1 -2 -1 3 -1 -1/2 3/2
A‘1=E 6 2 -6|=(3 1 3
-2 0 2 -1 0 1
Comprobacion:
2 1 0\ (-1 -1/2 3/2 1 0 O
A-A7'=|0 1 3|3 1 =3|=(0 1 0
2 1 1/\-1 0 1 0O 0 1

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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s30

Dadas las matrices:

3 1
a=20 1) B=|0 1 c=(1 2) D=(_9 3)
1 -1 5 12 3 4 -8 17

halla la matriz X que verifica AB+ CX = D.
AB+CX=D — CX=D-AB — X=C7'-(D-A4B)

e Calculamos C~! (|C|==2#0 — existe C7V:

1

oy —— Adj(C) —— (Adj(©)) — EHM@«QY
R P B Py A PP RS
21 2 1 -3 1 3/2 -1/2

e Calculamos A - B:

3 1
20 1)‘ 0 1 =(—7 0)
1 -1 5 12 -2 10
e Por tanto:

X=(3‘/22 _11/2)'[(:?; 137)_(:; 100)]=(3_/22 —11/2)'(:2 3)=(_02 1)

Halla X tal que 34X = B, siendo:

10 2
0
1

A -B=

1
A= B=|1
1

- o

11
01

[N
Rl

3AX=B — X=%A*1-B

Calculamos A™! (|A|=-120 — existe A™):

L
|4

1 1 -1 1 0 -2 -1 0
0 -1 0> 1|1 -1 -1]—-> [-1 1
0

o, — Adj(4) —— (Adj(A))’ E—

1 -1 -1
0 -1 0| —

(Adj (D)

2
1|=at

-2 1 1 -2 -1 1 -1 0 1 1

i

-1

Por tanto:

1o
311

—_
S = O
—_ =

0 2 1 2 0\ (1/323 0
0o 1]=L[1 1 0o|l={13 13 o0
11/ 3lo -1

-1 0 -1/3 1/3

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



s31

s32

UNIDAD | 3
Resuelve la ecuacion AXB = C siendo:
4=[(3 2 g-[23 c=(11
4 3 12 11
& Multiplica C por A~! por la izquierda y por B~ por la derecha.
AXB=C — A1 A4-X-B-B'=4A"1"-C-B' - Xx=41-C B!
Calculamos 47! y B (|4]=1 vy |B|=1 — existen 47! y B™):
1
o, ——— Adj() —— Udj) —— EHM@mW
34%5—4%3—2%3—2=A_1
2 3 -2 3 -4 3 -4 3
1
o, —— Adj(B) ——— (Adj (B))!) ——— H(Adj(B))’
2 1 N 2 -1 N 2 3 2 3 :B—l
3 2 -3 2 -1 2 -1 2
Por tanto:
S S N (1 s Y SR R Gt R e
-4 3 1 1 -1 2 -1 -1 -1 2 -1 1
_(2 3 . (11
Dada A—(1 2), halla una matriz X tal que AXA = 2 3).

@& Multiplica dos veces por A~, una vez por la izquierda y otra por la derecha.
Calculamos A7 (JA|=1#0 — existe A7)

o, —— Adj —— m@mﬁ-———»¥LM@mﬂ

|4l
(2 1 _)(2 —1) _)(2 —3)
3 2 -3 2 -1 2

Por tanto:

- (2 _3)=A‘1
-1 2

11

AXA =
¥

) = A‘lAXAA‘1=A‘1(; ;)A‘l

(En el 1.¢" miembro tenemos A4 =A4"1=1 — IXI=X).

xeat(y 422 ()2 )

AER NI A
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51



s33 | Determina si las siguientes ecuaciones tienen solucion y hallala si es posible:

-1 1 2 2 10

a|3 0 -1|Xx= 1 -2
1 2 3 3 0 1
2 10 -1 1 2

b)|0 1 2({Xx=|3 0 -1
3 0 -1 1 2 3
-1 1 2 2 -1 0

a3 0-1[Xx=(0 1 =2
1 2 3 3 0 -1
- -

A B

Como |A| =0, no existe A~!. La ecuacién no tiene solucion.

2 -1 0 -1 1 2
b)|0 1 2(Xx=|3 0 -1
3 0 -1 1 2 3
| — [N ——

A B

Como |A|=4#0, existe A7! y la ecuacién tiene solucion.

A X=B > A1 -4-X=41"B —> X=A4"1 B Hallamos A~
1

o; —— Adj D) —— (Adj (D)) —— m(Adj(A))f
1 6 -3 -1 -6 -3 1 -1 2 141 2
1 _ 41
1 2 3|5 |21 23> |-6=2 4| L|-6-=2 4|-=4
2 4 2 2 4 2 3 3 2 413 3 2
Luego:
1 -1 2\ [-11 2 03 5
X=%—6—24-30—1=l422
3 -3 2 123 4141 3
Por tanto:
0 3 5 0 3/4 5/4
x=24 2 20={1 12 12
4141 3] |21 14 34

34 |Resuelve esta ecuacion:

2 0 5 x -3 4
1 1=2||y|+|1]|=|—1
-11 1 z 2 1

@ Como AX+B=C - X=A71(C-B).

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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2 0 5 X 7
1 1 =2|-|y|=|-2] Calculamos A~' (JA|=1620 — existe A™D):
-1 1 1 z -1
— - —
A X =B
1
o; —— AdjH) ——— (Adj (D) ——— m(Adj(A))t
3 -1 2 31 2 3 5 -5 135—5
—572%57—2—)179—)—6179=A_1
5 9 2 -5 9 2 2 2 2 161 2 2
Por tanto:
. 3 5 -5 7 . 16 1
A-X=B — X=A—1~B=_6 1 7 9-|-2 oo 16| =-1
1602 2 2] | 10116 1
X 1
Luego [y |=|-1); esdecir: x=1, y=-1, z=1
z 1
35 |Resuelve la ecuacion siguiente:
11 2 2 00 110
X[(3 4 6|-|1 1 2|=(0 1 0
4 2 9 2 01 01 2
1 1 2 2 0 0 1 1 0
Sea A=[3 4 6|, B=|1 1 2|y Cc=[0 1 0]. Entonces:
4 2 9 2 01 01 2
X-A-B=C - X -A=C+B - X-A-A1'=(C+B)-A! - X=(C+B) A
1 1 0 2 0 0 3 1 0
C+B=|0 1 O|+(1 1 2|=(1 2 2
01 2 2 0 1 2 1 3
1 1 2
A=[3 4 6| - |4]=1#0 — Existe 4™
4 29
Calculamos AL
1
a0, ——— Adj() ——— Udj) —— m(Adj(A))’
24 3 -10 24 -3 -10 24 -5 -2 24 -5 -2
51 2]->(-51 2]|—-(31 0|->1]|31 0]|=4"
-2 0 1 -2 0 1 -10 2 1 -10 2 1
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Por tanto:

310 24 =5 =2 69 -14 -6
X=|12 2|31 0]=|-2 1 0
21 3 -10 2 1 5 -3 -1

¢Existe algin valor de a para el cual este sistema tenga infinitas soluciones?:
3x—2y—3z= 2
2x+ ay—5z=—4
x+ y+2z= 2

3x—=2y-3z= 2 3 2 3| 2
2x+ ay—5z=-4 A'=|2 a 5| -4
X+ y+2z= 2 11 2 2
(S ——
A

|A|=9a+27=0 — a=-3

e Si a=-3, queda:
3 =213 2

3 -2 2
Como ’3 _2‘ =-5 vy |2 -3 —4| =20, entonces:
3 11 2

ran (A) = 2 #ran (A") =3 — Elsistema es incompatible.

e Sia=-3 — ran(A) =ran(4) =3 — Compatible determinado

Por tanto, no existe ningin valor de a para el que el sistema tenga infinitas
soluciones.
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CUESTIONES TEORICAS

El rango de la matriz de coeficientes de un sistema homogéneo de cuatro
ecuaciones y tres incognitas es igual a 3. ;Qué puedes decir de su soluciéon?
Al ser el sistema homogéneo con 3 incognitas, tenemos que:

ran (A) = ran (A') = = n.° de incognitas = 3

El sistema seria compatible determinado. Por tanto, tendria como soluciéon unica
la solucion trivial: x =0, y =0, z=0.

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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UNIDAD H

En un sistema de igual nimero de ecuaciones que de incognitas, el deter-
minante de la matriz de coeficientes es igual a 0.

a) ¢Puede ser compatible?
b) ¢Puede tener solucion unica?

c) ¢Se puede aplicar la regla de Cramer?

a) Si, podria ser compatible indeterminado si ran (A) = ran (A") < n.° de incognitas.

b) No, pues al ser ran (4) < n.° de incognitas, el sistema no puede ser compatible
determinado.

©) Si, si es compatible, pasando al segundo miembro las incognitas que sea necesario.

a) ¢Qué condicion debe cumplir una matriz cuadrada para tener inversa?

a a*-2
a

b) ¢Existe algin valor de a para el cual la matriz no tenga

inversa?
a) La condicion necesaria y suficiente para que una matriz cuadrada A tenga
inversa es que su determinante sea distinto de cero, es decir, |A|#0.

b) a 6l2—2
1 a

‘ =a’—a*+2=2#0 para cualquier valor de a.

Por tanto, no existe ningtn valor de a para el que la matriz dada no tenga inversa.

Sean A y B inversas una de otra. Si |A| = 4, ;cudnto vale |B|?
Si A y B son inversas una de otra, entonces A - B =1 Asi:

L

1
A-B|=l4|-|B|=|Il=1 — |B|= S
|4+ Bl =14l - 18] |1] 181 = i1 = 4

El rango de la matriz de coeficientes de un sistema de tres ecuaciones con
tres incognitas es igual a 1.

¢Qué rango, como maximo, puede tener la matriz ampliada?

Como maximo, la matriz ampliada podra tener rango 2.

PARA PROFUNDIZAR

Prueba, sin desarrollar, que estos determinantes son cero:

-8 25 40 5 5 5
a)|2/5 3 2 b)| a b c
0 27 0 b+c a+c a+b

@ a) Hay dos lineas proporcionales. b) Suma la 3.% fila a la 2.°.

a) La 1.2 y la 3. columnas son proporcionales (Ia 3.2 es =5 por la 1.%).
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b) Sumamos la 3.2 fila a la 2.%:

5 5 5 5 5 5
a b ¢ |=latb+c a+b+tc a+b+c|=
b+tc a+tc a+b b+c a+c a+b
1 1 1
=5(a+b+o)| 1 1 1 | =0 (pues tiene dos filas iguales).

b+c a+c a+b

Calcula el valor de los siguientes determinantes:

10 -1 2 1-120
23 2 =2 21 31
Dl 4 2 1 b)ls 1 43
31 5 -3 21 70
1234 -1 3 2 -1
2121 2 21 3
D124 5 Do 510 4
3 41 2 7 8 9 2

a) Vamos a transformar en ceros los elementos de la 1.* columna, excepto el 1,
mediante operaciones que no cambien el valor del determinante:

FILAS

1.0-1 2 am 10-1 2 4 —
232 =2[_@vy-2ay |0 3 4 -6f_ 2 4 _g -
2 4 2 1 GH-2-09 0 4 4 3l 8 9
31 5 -3 €7 ) ") 01 8 -9

=-108 - 192 — 12 + 24 + 144 + 72 = -72
(1) Desarrollamos por los elementos de la 1.* columna.

FILAS

as -1 2

1 2 0 0
w2 13 1 e 2 13 1l _|L T AL
31 4 3|l Go-3-@o 3 2 -5 0l|lw 5 1 7 -
2 1 7 0 4 2 1 7 0

=-14-6+10+8+5—-21=-18
(1) Hacemos “ceros” en la 4.2 columna.
(2) Desarrollamos por la 4.* columna.

<) =0

1

21 2 1
1 2 4 5
3 41 2
Observamos que ¢, = ¢, + ¢; — ¢;. Si en un determinante hay una linea que es

combinacion lineal de las demas, el determinante es igual a 0.
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FILAS
-1 3 2 1| s -1 3 2 -1 i 5 1
O 2 21 3|_ @y+2-a9 0 4 5 1 s 10 4
0 -5 10 4 3 0 -5 10 4 13 23 9
7 8 9 2 “H+7- (1Y 0 13 23 9
Vamos a convertir en ceros los elementos de la 1.2,
Operando por columnas:
COLUMNAS
a9-4- G 0 0 1
@9-5:Gn  —-|-21-10 4 (;—“421 ‘6180‘=El ég‘=958
G 49 68 9 ? ?
(1) Desarrollamos por los elementos de la 1.2 fila.
44 | ;Para qué valores de a se anula cada uno de estos determinantes?:
11 1 2
) 1 2 -3 8
Pla 11
1 -1 1 -2
1 -2 0 1
0 1 1 a
b) 1 0 -3 -1
0 1 -1 2
FILAS
11 1 2| g 1 1 1 2
ML -3 8| _ @v-2-a9 -1 0 =5 4|_
a -1 -1 1 BH+aAH a+1l 0 0 3
1 -1 1 -2 @+ Ay 2 0o 2 0
-1 -5 4
=—la+1 0 3|=-[8a+1)-30+06]=-[8a+8-30+0]=
2 2 0
=-B8a-16)=0 — a=2
FILAS
1 20 1| qo 12 0 1| o
b)Olla_(z,a) 0O 1 1 b 5 -
1 0 =3 -1 655-a9 0 2 =3 =2\ | ] , -
0O 1 -1 2 45 o 1 -1 2
=a-14=0 - a=14
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AUTOEVALUACION

1. Discute en funcion de a el siguiente sistema y resuélvelo si a = 3:

xX— y+ z=a
ax +2y— z=3a
2x+ay—2z=06

El sistema serd compatible si el rango de la matriz de coeficientes, M, coincide con
el rango de la matriz ampliada, A"

1 -1 1 1 -1 1 a
M=|a 2 -1} M=|la 2 -1 3a
2 a -2 2 a -2 6

Estudiamos el rango de M buscando los valores de a que anulan el determinante
de M:
|M|=—4+a2+2—4+a—2a=a2—a—6=0< @
a=3
e Siax-2y a#3:

ran (M) = ran (M") = 3, y el sistema es compatible determinado.

e Si a=-2:
1 -1 1
M=[-22 <l [T 1‘=—1¢o - ran (M) =2
2 2 22 -1

1 -1 1 -2 -1 1 -2
M=|-2 2 -1 -6|; |2 -1 -6[=3020 — ran (M) =3
2 =2 -2 6 -2 -2 6

ran (M) = 2 <ran (M') =3 — El sistema es incompatible.

e Si a=3:
1 -1 1
M=|(3_2i-1} ! _1‘=5¢0 - ran M) =2
2 3 -2 3 2

1 -1 1 3 1 -1 3
M=(3 2 -1 9|, |3 2 9=0 —> ranM') =2
2 3 =26 2 3 6

ran (M) = ran (M") = 2 < n.° de incognitas — El sistema es compatible indeter-
minado.
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Resolvemos ahora el sistema para a = 3:

xX— y+ z=3 Sabemos que el sistema es compatible indeterminado.
3x+2y— z=9 Eliminamos la 3.* ecuacion, pasamos z al segundo

2x+3y-22=6 miembro y lo resolvemos aplicando la regla de Cramer:

xX— y=3-z

3x+2y=9+z}
3-4 -1 13-4

x=‘9+k 2‘ zli—k y=‘3 9+x‘:ﬁ L
’1 —1‘ 5 7 5 57
3 2

2. Determina para qué valores de a existe la matriz inversa de M. Calcula dicha
matriz inversa para a = 2.

2 1 —a
M=|2a 1 -1
2 a 1

La matriz tendra inversa si su determinante es distinto de O.

2 1 -a 1 1 —a
|M|=12a 1 -1|=2la 1 -1|=20-ad-1+a+a—-a)=2-a’+a)
2 a 1 1 a 1
a=0
|M|=0 - 2@-a)=0 - —Za(az—l)=0<a=l
a=-1
M tiene inversasi a#0, a#1 y a#-1.
Para a = 2:
2 1 =2
M=|4 1 1|, |M|=-12
2 2 1
My, = 3; My, = =6 My3=06
My, ==5; My, = 6 Myz =2
My =1 My, = =6; Myz = =2
3 6 6 3 5 1 1
M) =|-5 6 2| = M)' = -6 6 -0 —>M‘1=—E(Mij.)‘
1 -6 2 6 -2 =2

-1/4  5/12 -1/12
M1t=|1/2 -1/2 1/2
-1/2 1/6 1/6
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Comprobacion:

2 1 =2 -1/4  5/12  -1/12 1 0 O
M-M1=14 1 -1 1/2 -1/2 1/2 =0 1 O
2 2 1 -1/2 1/6 1/6 0o 0 1
3.si |4 b‘=4, calcula:
d
a 3b-a b+2a a
b
) ¢ 3d-c )‘d+20 c
a 3b-a D | g 3b (2) a b
; = = =3-4=12
@) ¢ 3d-c ¢ 3d d’ 3
b+2a al|®|b a|® |la b
b = = - =4
) d+2c ¢ d c c d‘

(1) A la 2.2 columna le sumamos la 1.2. Esto no cambia el valor del determinante.

(2) Sacamos el 3 como factor comun, puesto que los elementos de la 2.4 columna
son multiplos de 3.

(3) No cambia el valor del determinante si a la 1.2 columna le restamos el doble de
la 2.2,

(4) Al permutar las dos columnas, el determinante cambia de signo.

4. Halla, en cada caso, la matriz X que verifica la igualdad:
a)A1XA=B
b)(4A+X)B=1

. 3 1
do 4=
siendo (_2 _1) y

B=|1 ).
2 1
DA'XA=B
Multiplicamos por A por la izquierda y por A™' por la derecha:
AATN X AAT = ABAT! — IX1=ABA™"' — X=ABA™!
—
1 1
Calculamos A7 (JA4|=-3 +2=-1):
-1 2 -1 -1
Ay =1 A, =2 Ay =-1; 4y, =3 = (4 = (_1 3) - Ay’ = ( 5 3)

1 1 1
-1 - = t -1 =
A 4] (Al.j.) — A (_2 _3)

e A H P R Gt AR R L
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UNIDAD | 3

b)(A+X)B=1 > AB+XB=1 — XB=1-AB
Multiplicamos por B~ por la derecha:

XBBl'=(J-AB)B™! - XI=(U-AB)B™' —» X={-AB)B!
-

1
Calculamos B! (|B|=1+2=3):

1 -2 11
B, =1, By=-2 B, =1, By=1 — (Bz'i)=(1 ) ) - (Bz'j)’=(_2 1)
1

B! =
18]

‘ a_[ 13 13
Byt = B (—2/3 1/3)

Calculamos 7 — AB:
a3 ) (v (5 =2} L soapo[t o) _ (5 2)_(-4 2
-2 -1 2 1 -4 1 0 1 -4 1 4 0

—4 2)( 1/3 1/3)=(—8/3 —2/5)

X:
( —2/3 1/3] |43 4/3

El rango de la matriz de coeficientes de un sistema de tres ecuaciones con dos
incognitas es 2. ;Qué rango puede tener la matriz ampliada? ;Cuantas solucio-
nes puede tener el sistema?

La matriz de coeficientes de un sistema de tres ecuaciones con dos incognitas tiene
tres filas y dos columnas. La matriz ampliada tendra tres filas y tres columnas, y, por
tanto, su rango puede ser 2 O 3.

Si el rango de la matriz ampliada es 2, el sistema sera compatible determinado; tendra
solucion Gnica.

Si el rango es 3, el sistema serd incompatible; no tendra solucion.

Discute y resuelve el siguiente sistema:
x— y—az=1
Bx+2y+td4z=a
—x+tay+ z=0

1 -1 —a 1
A'=|-3 2 4 a
-1 a 1 0
—
A

Estudiamos el rango de la matriz de coeficientes:

1 -1 —a
|Al=1-3 2 4|=3a*-6a+3=0 — 3a—-12=0 — a=1
-1 a 1
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e Sia+*l:

ran (A) = ran (A") = 3, y el sistema es compatible determinado.

Para cada valor de a # 1, tenemos un sistema con solucion Gnica.

1 -1 —-a
a 2 4
e 0 a 1| _-a®-3a+2
3(a - 1)? 3(a - 1)?
1 1 -a
-3 a 4
-1 0 1| -a*+a-1
Y a1 3a— 172
1 -1 1
-3 2 a
__1-l.a 0 _—a*-2a+2
3(a—1)? 3(a — 1)
Si a=1:
1 -1i-1
A=|3 24| > ‘1 _1‘=—1¢0 - ran (A) =2
111 -3 2

1
A'=(-3 2 4 1|;|-3 2 1|=-120 — ran(4) =3
-11 1 0 -1 1 0

El sistema es incompatible.
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Resoluciéon de inecuaciones lineales

B Para representar y — x < 2, representa la recta y— x = 2. Después, para deci-
dir a cual de los dos semiplanos corresponde la inecuacién, toma un punto cual-
quiera exterior a la recta y comprueba si sus coordenadas verifican o no la de-
sigualdad.

B Representa, de forma aniloga, las siguientes inecuaciones:

a) x+5y>10 b) x + 2y <16 ©)2x+y<20

a)

x+5y>10

9)
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Resolucion de sistemas de inecuaciones

B Representa el recinto formado por las siguientes condiciones:

y—x<2
x+5y=210
x+2y<16
2x+y<20
AN
[ X .;ﬂ,
AR o g7
N NS
~ NI
- 2
1SN ,\’ |
X+ <
1o 'f?J’ﬂA
:“ 1 Tt~ 7~~*6.
. '\\\A -\ ‘#
B 1 RN
PNA'N

Inecuaciones en el mercado de frutas

Un comerciante acude al mercado a comprar naranjas. Dispone de 2000 € y en
su furgoneta caben 1 400 kg.

En el mercado disponen de naranjas de tipo A a 1,10 € y de tipo B a 1,60 €. Fl las
podrd vender a 1,20 € las de tipo Ay a 1,75 € las de tipo B, y se cuestiona cudn-
tos kilogramos de cada tipo deberia comprar para conseguir que los beneficios
sean lo mds altos posible.

a) Si se gasta todo el dinero en naranjas de tipo B, ;cuantos kilos le caben ain en
su furgoneta?

b) Si llena la furgoneta con naranjas de tipo A, scuanto dinero le sobra? ;Cual
sera el beneficio?

¢) ¢Cudl sera el beneficio si compra 400 kg de naranjas de tipo A y 300 kg de
tipo B?
a) Puede comprar 2000 : 1,60 = 1250 kg de naranjas de tipo B.
En la furgoneta le caben atn 1400 — 1250 = 150 kg.
b) Se gasta 1400 - 1,10 = 1540 €.
Le sobran 2000 — 1540 = 460 €.
Beneficio = 1400 - (1,20 — 1,10) = 140 €
¢) Beneficio = 400 - (1,20 — 1,10) + 300 - (1,75 — 1,60) = 85 €
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1. Representa la region definida por el siguiente sistema de inecuaciones:
x20, y23, x+y<10, 2y=3x

Averigua en qué puntos se hace maxima y minima la funciéon F(x, y) = 4x + 3y.

Representamos las rectas y vemos en qué puntos se cortan:

x=0 x=0
- y=5}A(0,3) x+y=1O}B(O’1O)
B NG i
AL - -
e x+y=10 c4, 6) 2y = 3x D2, 3)
"C 2_]/ = 3.% y = 3
/‘*\
/s, FAW=F0,3)=9 F(B) = F(0, 10) = 30
\ pan F(C)=F(4,0) =34  F(D)=F@2,3) =17
io F(x, ) = 4x + 3y se hace minima en A0, 3)y
axt 3y r maxima en C(4, 6).

2. Representa el recinto definido por estas inecuaciones:
x>0, y20, x<10, x<y, y—2x<6, 3x+4y>35
¢En qué punto la funciéon F(x, y) = 10x + 15y alcanza el valor maximo?

Representamos las rectas y vemos en qué puntos se cortan:

i
13

D
o y-2x=6
3x + 4y =35 }A(l’ ®

r
|
|

3x + 4y =35
INEN x=y

} B(5, 5)

x =10

x=y
o } (10, 10)

| |

A
T x=10
B | o 2x=6 } D10, 26)

F(A) = F(1,8) = 130 F(B) = F(5,5) =125
F(C) = F(10, 10) = 250 F(D) = F(10, 26) = 490

Representamos después la direccion de las rectas
que son de la forma 10x + 15y = K.

I 77345 SO A [ R SN N S
7

F(x, ) = 10x + 15p alcanza el valor maximo en el
punto D(10, 26).

10x + 15y =10
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3. En una confiteria se elaboran tartas de NATA y de MANZANA. Cada tarta de nata

requiere medio kilo de aziicar y 8 huevos; y una de manzana, 1 kg de azicar y
6 huevos. En la despensa quedan 10 kg de aziicar y 120 huevos.

¢Cuantas tartas de cada tipo se deben hacer si pretendemos que los ingresos
por su venta sean maximos?

Considera estos casos:
a) Sus precios son: nata, 12 €; manzana, 15 €.
b) Sus precios son: nata, 16 €; manzana, 12 €.

c) Sus precios son: nata, 15 €; manzana, 10 €.

cANTIDAD (kg) [ HUEVOS [| AzZUCAR

Anotamos los datos en una tabla: 28 8x (1/2)x
| MANZANA | y Gy 1y

Restricciones del problema:

x20

y=20

8x + 6y <120
(1/2)x +y <10

a4

Dibujamos las rectas y hallamos
los puntos de interseccion:

/—a) 12x # 15y =300

0 /—b)16x+12y=K
X = ¢
8x + 6y =120 } 40, 20) . b Ol 15x + 10y =220
N " 2p \/_
8x + 6y =120
(1/2)x + y =10 } B2, 4
= 1 .
(1/2)x+y =10 0. 10) :
x=0 1 15

a) Funcion objetivo: Fy(x, ) = 12x + 15p. Dibujamos la direccion de 12x + 15y =K
trazando 12x + 15p = 300. F,(x, » alcanza el miximo en el punto A(0, 20). Es
decir, hay que hacer 20 tartas de manzana y ninguna de nata.

b) Funcion objetivo: F,(x, ») = 16x + 12y. Dibujamos la direccién de 16x + 12y = K.
El maximo para F,(x, ) se consigue en cualquier punto, de coordenadas enteras,
del lado que pasa por los puntos A0, 20) y B(12, 4. Ademads de estas dos, las
soluciones son (3, 16), (6, 12) y (9, 8) (la primera coordenada indica las tartas de
nata que habria que hacer y la segunda, las tartas de manzana).

©) Funcion objetivo: Fy(x, y) = 15x + 10y. Dibujamos la direccion de 15x + 10y = K
trazando la recta 15x + 10y = 220. El maximo de Fj(x, ») estd en B(12, 4: 12
tartas de nata y 4 de manzana.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

s1 |Maximiza la funcién F(x, y) = 25x + 20y sometida a las siguientes restric-
ciones: x +y<120; 3y <x; x<100; y=10.

Dibujamos las rectas y hallamos los puntos de corte:

3y=x
: y=10 } AQ30, 10)
[ | x=1001
N E =10 500, 10)
I B B x =100
D L=
—N\! =100
L 2 (100, 20)
0 | A_—"| | C y=10 x+7y=120
BT
N ! +9=120
10 100 | 120 X _J/ } D@90, 30)
25x+ 20y/=0 3y =x
F(A) = F(30, 10) = 950 F(B) = F(100, 10) = 2700
F(C) = F(100, 20) = 2900 F(D) = F(90, 30) = 2850

El maximo se alcanza en C(100, 20) y vale 2900.

s2 |a) Maximiza y minimiza la funcion F(x, y) = 2x + 3y con las siguientes res-
tricciones: x+ y<5; x+3y=>29; x>0, y=0.

b) Haz lo mismo con la funcion G(x,y) =y— x.

Representamos las rectas y la region que cumple las condiciones del problema:

[ S, =0 =5-x
13 X A Y B3, 2
‘T’:‘ &/ﬁu y=5—x} 0, 5 X+ 3y=9 (3,2
S
|| 1 ‘:::.:1:'.-,4::3)/§ _
| Lﬁ 1 Al 2 9\. x:r3y 9 } €0, 3)
<% S x=0
g N

a) Dibujamos 2x + 3y =0 para ver la direccion de las rectas 2x + 3y = K.
F(A) = F(0,5) =15 F(B) = F(@3, 2) =12; F(C)=F(0, 3) =09.
El maximo de F(x, y) se alcanza en A(0, 5), y el minimo, en C(0, 3).
b) Dibujamos y —x =0 para ver la direccion de las rectas y — x = K.

G = GO0, 5 =5, GB) =G3, 2 =-1; G =G, 3) = 3.

El maximo de G(x, y) se alcanza en A(0, 5) y el minimo, en B(3, 2).

Unidad 4. Programacién lineal
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Maximiza la funcién z = x + y + 1 sujeta a las siguientes restricciones:

0<y
0<x<10
x<y
y—-2x<6
3x + 4y > 24

Representamos las rectas y la direccion de x + y + 1 = K. Obtenemos la region
que cumple las condiciones del problema:

y-2x=06
_ 10 } A(10, 26)
”
& Z S 10 } B0, 10)
e sl x=y
;\? 1 '/
3 AL x=y 24 24
3x+dy=24 [ €50
I’B
\ N ' y-2x=06 2
A
) \‘~3x+4y=24 z=Fx,)=x+y+1
\ F(A) = F(10, 26) = 37; F(B) = F(10, 10) = 21
FEXIED 24 24\ 55
F(O) = F(7 7) == F(D)=FQ, 6) =7

El maximo se alcanza en el punto A(10, 26) y vale 37.

En la region determinada por x +y2>5, x+3y29, 4x+y28, x>0 e
» 20, halla el punto en el que la funcién F(x, y) = 2x + 3y alcanza su valor
minimo. ;Puede alcanzar su maximo en esa region?

Representamos las rectas, la direccion de 2x + 3y = K y la region que cumple las
condiciones del problema, teniendo en cuenta que x>0 e y = 0.

TS x=0 4x+y=8
fi;““ A\ dx+y=8 A0, 8) xty=5 B, 4
2 <
\\\}:\ \\\ %+ _ _
. R y=5 Xx+3y=9
= By X+3y=9 } (3, 2) y=0 }D(9, 0)
1y R u 31/\ El minimo de F(x, y) se encuenta en uno de

T D los vértices de la region factible:
2x ¥ 3y =0 F(A) = F(0, 8) = 24 F(B) =F(,4) =14

F(C)=F(@3,2) =12 F(D) =F©O,0) =18
El minimo se alcanza en el punto C(3, 2) y vale 12.

No tiene maximo, pues hay puntos en la region en los que F(x, y) toma valores

tan grandes como queramos.
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UNIDAD ﬁ

2x+y =220
Calcula los puntos del recinto J 2x_ 5 <20 que hacen minima o maxima

0<y<20

la funcién z = 2x + y. ¢Cuantas soluciones hay?

2x+y =120
2x—y =20 2
Representamos las rectas -2 Y obtenemos la region que cumple las
i -0 restricciones dadas.

Representamos la direccion de las rectas 2x +y = K dibujando 2x+y = 0. Esta
recta es paralela a 2x + y = 20, que determina uno de los lados del recinto.

Hay infinitos puntos que hacen minima la fun- I T
cion: todos los que estin sobre el segmento de  ----o-in y320 /J._
recta 2x +y =20, con 0<x<10. i A
b (3
El maximo se alcanza en el punto de interseccion =) <
de las rectas: < x “éf
2 20 B b
x_ =
Y =20 } Punto (20, 20) = k2
Y o\2 J=0
2 B 20

¢Es posible maximizar y minimizar la funcién z = x + y + 1 sujeta a estas
restricciones?

3x+4y—-1320

2x-3y—-3<0

5x—y—-27<0

Para obtener el recinto que cumple las restricciones del problema, representamos
las rectas:

sf
= [
N ébo
I*II y/%""
= ! /6,"’

3x+4y-13=0 e
2x-3y-3=0
Sx—y—27=0 )

Para ver la direccion de z = x + y + 1, representamos la recta x + y + 1 = 0.

No existe maximo ni minimo.

Unidad 4. Programacién lineal
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Las rectas 2x +y =18, 2x+3y=24 y x+y =16 se cortan dos a dos en tres
puntos que son los vértices de un tridngulo 7. Sea S la interseccion del
triangulo 7 con el primer cuadrante. Halla el maximo de la funcién

z=5x+ 3y cuando x e y varian en S. Expresa el recinto mediante un sis-
tema de inecuaciones.

2x+y =18 s
Representamos las rectas | 2x+ 3y = 24 2
x+y=16 Rk
S 2
X X
5 . o 2
para obtener el tridngulo 7 vy la region NS\
que hemos sombreado, . 5 N
4 NN
Representamos la direccion de las rectas 2 W
I X . RN
z =5x + 3y =K dibuyjando 5x + 3y = 0. 3 = i
lo ‘\{9 “:

El maximo se alcanza en el punto de corte de x + p =16 con el gje X; es decir,
en el punto (16, 0). El maximo vale z=5"-16+ 3 -0 = 80.

El sistema de inecuaciones que representa el recinto es:

x20, y20
2x+y 218
2x+ 3y > 24
x+y<16

Dibuja el recinto determinado por: x>0, >0, y—x+120, y—4<0,
y+2x-5<0.

a) Localiza los puntos de este recinto en los que la funcién objetivo
F(x, y) = x + y se hace maxima y minima, respectivamente.

b) Sobre el mismo recinto, halla el maximo y el minimo de la funciéon
G(x,y) =5x+y.

Representamos las rectas:

x=0, y=0
y—x+1=0
y—4=0
Y+2x-5=0
x=0 L
y obtenemos el recinto que cumple las
condiciones del problema. < V i 4
- AT T
Representamos la direccion de las rectas AY D R
x +y =K dibujando la recta x + y = 0. \ .. 7%
4N o
Representamos la direccion de las rectas 1

S5x +y =K dibujando la recta Sx + y = 0.

x+y=0

Unidad 4. Programacién lineal
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a) F(x, ) alcanza el maximo en el punto de interseccion de las rectas:

1
_ 5= X =—
y+2x 5= O} 2 Punto (%, 4)
y Py

F(x, y) alcanza el minimo en el punto (0, 0).

b) G(x, y) alcanza el maximo en el punto de corte de las rectas:

- x+1=0 =2
$+2§_5=0} ;c=1 } Punto (2, 1)

El maximo vale G(2,1) =11

G(x, ») alcanza el minimo en el punto (0, 0) y vale G(0, 0) = 0.

s9 | Considera el triangulo de vértices (0, 0), (2, 8) y (10, 3). Determina razo-
nadamente:

a) El punto del triangulo donde la funcion F(x, y) =—4x +y + 9 alcanza el
maximo.

b) El punto del triangulo donde la funciéon F(x, y) = 4x + y + 12 alcanza el
maximo.

Sabemos que el maximo se alcanza en algin vértice (o en un lado). Calculamos el
valor de la funcion dada en cada uno de los vértices:

a) Flx, ) =—-4x+)y+9

F(0,0) =9 Hay infinitos puntos que hacen midxima la funcién:
F(2,8 =9 todos los puntos del lado que une los vértices (0, 0)
F(10, 3) = -28 y (2, 8).

b) Fx, y) = 4x+y+ 12

F(0, 0) = 12
F(2,8) =28 La funcion alcanza el maximo en el punto (10, 3).
F(10, 3) = 55

PARA RESOLVER

10 | Una persona quiere invertir 100 000 € en dos tipos de acciones A y B. Las
de tipo A tienen mas riesgo, pero producen un beneficio del 10%. Las de
tipo B son mas seguras, pero producen solo el 7% nominal.

Decide invertir como maximo 60 000 € en la compra de acciones A vy, por
lo menos, 20 000 € en la compra de acciones B. Ademas, quiere que lo
invertido en A sea, por lo menos, igual a lo invertido en B.

¢Como debe invertir los 100 000 € para que el beneficio anual sea maximo?

Llamamos x al dinero invertido en acciones de tipo A e y al dinero invertido en
acciones de tipo B (x e y en decenas de miles de euros).

Unidad 4. Programacién lineal
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Las restricciones del problema son:

<
g:y ; éO La funcion F(x, y) = 0,1x + 0,07y da el beneficio anual
y > ;C_ y hemos de maximizarla, sujeta a las restricciones senala-
x>y das.

Representamos el recinto de restricciones y la
recta 0,1x+0,07y=0 — 10x+ 7y =0, queda

i [
la direccion de las rectas 0,1x + 0,07y = K. 1x= 6#,7L \
S I L’
El maximo se alcanza en el punto de interseccion 23 RN
de las rectas: xm0 gy 3L
ZEES
x+9y=10 .
Y Punto (6, 4) ‘ -
x=06 DAL
T’M—l +1
Por tanto, debe invertir 60000 € en acciones de K (N >
tipo A y 40000 € en acciones de tipo B. 4 10x[+ 7y =10

Un sastre tiene 80 m? de tela de algodon y 120 m? de tela de lana. Un traje
de caballero requiere 1 m? de algod6n y 3 m? de lana y un vestido de sefio-
ra necesita 2 m? de cada una de las telas. Halla el nimero de trajes y vesti-
dos que debe confeccionar el sastre para maximizar los beneficios si un tra-
je y un vestido se venden por el mismo precio.

Llamamos x al nimero de trajes e » al nud- N.° [JALGODON[| LANA
mero de vestidos. Resumimos la informacion TRAE | o x 3
en la tabla de la derecha. y 2y 2y
Las restricciones del problema son: [ TOTAL | x+2y 3x+2y

x20, y20

x+ 2y <80

3x+ 2y <120

Si llamamos k& al beneficio obtenido por la venta de un traje o de un vestido, la
funcion que nos da el beneficio total es F(x, y) = k(x + »). Tenemos que maxi-
mizar esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.

Representamos el recinto de restricciones

3k 4 2) 4 120
ylarecta kx+)») =0 — x+ypy=0, 1o \3‘x+y
que nos da la direccion de las rectas NN
k(x +y) =K. N\ i
\\\‘2~§
El maximo se alcanza en el punto de inter- ild "Q.,
seccion de las rectas: \C
3x+ 2y =120 N
x+2y= 80 Punto (20, 30) 20 40
x+y=0

Por tanto, debe confeccionar 20 trajes y 30 vestidos.
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UNIDAD ﬁ

Pagina 115

12 | Una fabrica produce chaquetas y pantalones. Tres maquinas —de cortar,
coser y teilir— se emplean en la produccién. Fabricar una chaqueta repre-
senta usar la maquina de cortar una hora, la de coser, tres horas, y la de
teilir, una hora. Fabricar unos pantalones representa usar la maquina de
cortar una hora; la de coser, una hora, y la de teiiir, ninguna hora. La
maquina de teiiir se puede usar durante tres horas, la de coser, once horas
y la de cortar, siete horas.

Todo lo que se fabrica es vendido y se obtiene un beneficio de ocho euros
por cada chaqueta y cinco por cada pantaléon. ;Co6mo emplearemos las
maquinas para conseguir el beneficio maximo?

Llamamos x al n.° de chaquetas e y al n.° de pantalones.

Las restricciones del problema son:

x20, y20; x, y enteros
x<3
x+y<s7
3x+y<11
F(x, y) = 8x + 5y es la funcion que nos da el beneficio.

Tenemos que maximizar esta funcién sujeta a las res-
tricciones anteriores.

Representamos el conjunto de restricciones y la recta
8x + 5y =0, que nos da la direccion de las rectas que
son de la forma 8x + 5y = K.

El miximo se alcanza en el punto (2, 5). Por tanto, han de fabricarse 2 chaquetas
y 5 pantalones.

s13 | Un ganadero debe suministrar un minimo diario de 4 mg de vitamina A y
6 mg de vitamina B en el pienso que da a sus reses. Dispone para ello de dos
tipos de pienso, P, y P,, cuyos contenidos vitaminicos por kilogramo son los
que aparecen en la tabla:

“ n El kilogramo de pienso P, vale 0,4 € y el del P, vale

m 2 6 0,6 €. ;Como deben mezclarse los piensos para su-
ministrar a las reses las vitaminas requeridas con
m 4 3 un coste minimo?

Si llamamos x a los kilos de pienso P, e y a los kilos de pienso P,, las restric-
ciones del problema son:

x20, y20
2x+4y24 > x+2p22
6x+3y26 — 2x+y=22

Unidad 4. Programacién lineal
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La funcién que nos da el coste es F(x, y) = 0,4x + 0,0).

Tenemos que minimizar esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.

Representamos el conjunto de restricciones y la 9
recta 0,4x+ 0,6y=0 — 2x+3y=0, que nos o
da la direccion de las rectas 0,4x + 0,6y = K. s
El minimo se alcanza en el punto de interseccion .“~1~ )
de las rectas: N |
2x + =2 2 2 I 2~’~.~:1~
Y _ Punto [ —> — QFX Faast 5
X+ 2y=2 3 3 On &AL AN~3
“ 0 -~

Por tanto, se deben mezclar % kg de pienso P, con % kg de pienso P,.

Se va a organizar una planta de un taller de automoviles donde van a traba-
jar electricistas y mecanicos.

Por necesidades de mercado, es necesario que haya mayor o igual nimero
de mecanicos que de electricistas y que el nimero de mecanicos no supere
al doble del de electricistas. En total hay disponibles 30 electricistas y 20
mecanicos.

El beneficio de la empresa por jornada es de 150 € por electricistay 120 €
por mecanico.

¢Cuantos trabajadores de cada clase deben elegirse para obtener el maximo
beneficio?

Llamamos x al nimero de electricistas e y al de mecanicos.
Las restricciones del problema son:

x20, 20
x <30
y<20
y2x
y<2x
X,y enteros

La funcién que nos da el beneficio es F(x, y) = 150x + 120y.

Tenemos que maximizar esta funcion, sujeta a eI G

o ; 1AM
las restricciones anteriores. BINEE SN e,

Representamos el conjunto de restricciones y 2 o

- - 4 14 SO I

150x + 120y=0 — 5Sx+4y =0, quedala 2 0 b

direccion de las rectas 150x + 120y = K. 2 e
'.,1 10 !

El maximo se alcanza en el punto (20, 20). Por tanto, deben elegirse 20 electricis-
tas y 20 mecanicos.
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Una confiteria es famosa por sus dos especialidades en tartas: la tarta Im-
perial y la tarta de Lima.

La tarta Imperial requiere para su elaboracion medio kilo de azicar y 8
huevos, y tiene un precio de venta de 8 €. La tarta de Lima necesita 1 kilo
de aziicar y 8 huevos, y tiene un precio de venta de 10 €. En el almacén les
quedan 10 kilos de azicar y 120 huevos.

a) ¢Qué combinaciones de especialidades pueden hacer? Plantea el proble-
ma y representa graficamente el conjunto de soluciones.

b) ¢Cuantas unidades de cada especialidad han de producirse para obtener
el mayor ingreso por ventas?

a) Llamamos x al nimero de tartas de tipo Imperial e y al nimero de tartas de
Lima.

Las restricciones del problema son:
x20
20
05x+y<10 = x+2<20
8x+8y<120 - x+y<15
X, )y enteros

Representamos el conjunto de restricciones:

15 -
<A
N
ol |
SN
10 [lds: I Las posibles combinaciones de especialidades
:>'\ e i h
- - que pueden hacer se corresponden con los
i LLTL in puntos de coordenadas enteras dentro de este
"‘m‘%{ S recinto, incluida la frontera.
BN
5o 15

b) La funcion que da los ingresos por ventas es
F(x, y) = 8x + 10y.

15
Tendremos que maximizar esta funcién, sujeta xub
a las restricciones anteriores. s AR
\ .
| S >
. . . N I
Representamos el conjunto de restricciones y
la recta 8x+10y=0 — 4x+5y=0, que 5 EEEE e e
nos da la direccion de las rectas 8x + 10y = K. NEORER
- . N T
El maximo se alcanza en el punto de intersec- N
cion de las rectas: 5 16 15
X+ 10y =0
x+ py=15
Punto (10, 5
x+2y=20 0, 5)

Por tanto, han de fabricar 10 tartas Imperiales y 5 de Lima.

Unidad 4. Programacién lineal
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Un orfebre fabrica dos tipos de joyas.
La unidad de tipo A se hace con 1 g de oro y 1,5 g de plata y se vende a 25 €.
La de tipo B se vende a 30 € y lleva 1,5 g de oro y 1 g de plata.

Si solo se dispone de 750 g de cada metal, ;cuantas joyas ha de fabricar de
cada tipo para obtener el maximo beneficio?

Llamamos x al n.° de unidades de tipo A4 e y al n.° de unidades de tipo B.

Las restricciones del problema son:

x20, 20
x+15y<750
1,5x+ » <750

La funcion que tenemos que maximizar, sujeta a las restricciones anteriores, es:
F(x, 3) = 25x + 30y

Representamos el conjunto de restricciones y ooy

la recta 25x+30y=0 — 5x+06y=0, que

da la direccién de las rectas 25x + 30y = K.

El maximo se alcanza en el punto de corte 349

de las rectas:
15x+ y=750
x+ 1,5 =750

100

} Punto (300, 300)

100 300 508
Por tanto, ha de fabricar 300 joyas de cada b 4 30750 {
uno de los dos tipos.

s

Se dispone de 120 refrescos de cola con cafeina y de 180 refrescos de cola
sin cafeina. Los refrescos se venden en paquetes de dos tipos:

TIPO A, con 3 refrescos con cafeina y 3 sin cafeina.
1IPO B, con 2 refrescos con cafeina y 4 sin cafeina.
El vendedor gana 6 € por cada paquete que vende de tipo A y 5 € por cada

paquete de tipo B. Calcula de forma razonada cuantos paquetes ha de ven-
der de cada tipo para que el beneficio sea maximo. ;Cual es ese beneficio?

Llamamos x al nimero de paquetes de tipo A e y» al nimero de paquetes de ti-
po B. Resumimos la informacion en una tabla:

[l B [|REF. DISPONIBLES

2y 120
4y 180
5
x20, y20
Las restricciones del problema son: 4 3x+ 2y < 120
3x + 4y < 180

Unidad 4. Programacién lineal
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La funcién objetivo es la de ganancias, G(x, ») = 6x +5). Hemos de maximizar
esta funcion, sometiéndola a las restricciones anteriores.

Representamos el conjunto de restricciones y
. L 60§

la recta 6x + 5y =0, que nos da la direccion NN
de las rectas 6x + 5) = K. X

45 \P N
El maximo se alcanza en uno de los vértices —\\‘\’%
de la region factible (zona sombreada). N
PO, 45) N\
3o+ 2y =120 s &

2 Rz
3x + 4y = 180 } Q(20, 30) \‘\R o
10 40 60
R(40, 0)
b6x [+ 5y=0

G(P) = G(0, 45) = 225; G(Q) = G(20, 30) = 270; G(R) = G(40, 0) = 240

El maximo beneficio es de 270 €, y se alcanza vendiendo 20 paquetes de tipo A 'y
30 paquetes de tipo B.

Un comerciante acude a cierto mercado a comprar naranjas con 500 €. Le
ofrecen dos tipos de naranjas: las de tipo A a 0,50 € el kilo y las de tipo B a
0,80 € el kilo.Sabemos que solo dispone en su furgoneta de espacio para
transportar 700 kg de naranjas como maximo y que piensa vender el kilo
de naranjas de tipo A a 0,58 € y el de tipo B a 0,90 €.

¢Cuantos kilogramos de naranjas de cada tipo debera comprar para
obtener beneficio maximo?

Si llamamos x a los kilos de naranjas del tipo A e ) a los kilos de naranjas del
tipo B, las restricciones del problema son:

x20, y20
x+ <700
0,5x+ 0,8y <500 — 5x+ 8y <5000

La funcién que nos da el beneficio es F(x, ») = 0,08x + 0,1y. Tenemos que maxi-
mizar esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.

Representamos el recinto de restricciones, y la
recta 0,08x +0,1y=0 — 8x+10y=0 — .
— 4x + 5y =0, que nos da la direccion de SIS 7%

~

las rectas 0,08x + 0,1y = K. P

El maximo se alcanza en el punto de intersec- b
cion de las rectas: 200 ‘~.?\000

x+ y= 700
5x + 8y = 5000

} Punto (200, 500) 00

Por tanto, deberd comprar 200 kg de naranjas N )
del tipo A y 500 kg del tipo B. T

Unidad 4. Programacién lineal
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Una peiia de aficionados de un equipo de fiitbol encarga a una empresa de
transportes el viaje para llevar a los 1 200 socios a ver un partido de su equi-
po. La empresa dispone de autobuses de 50 plazas y de microbuses de 30 pla-
zas. El precio de cada autobis es de 1260 €, y el de cada microbus, de 900
€. La empresa solo dispone, ese dia, de 28 conductores.

¢Qué niimero de autobuses y microbuses deben contratarse para conseguir
el minimo coste posible? ;Cual es ese coste?

a) Llamamos x al nimero de autobuses e y al de microbuses.

x20, y20

x+ <28

50x + 30y = 1200
X, Y enteros

Las restricciones del problema son las siguientes:

* [N
. 2 . 2 M f )
La funcién que nos da el coste, funcion DERR
objetivo, es F(x, ») = 1260x + 900y. DA
AR . NN
Hemos de minimizar esta funcion, suje- AP BT
.. . N b
ta a las restricciones anteriores. AR
Representado el conjunto de restriccio-
nes, la region factible es la zona colore- 4
ada. El minimo se alcanzard en uno de a B
los vértices de esta zona (representa- 4 24 | 28
mos, también, 1260x + 900y = 0). 12605 +19005 =10

x+y=28

Sx+ 3y =120 } A(18,10) — F(A) = F(18, 10) = 6336 €

B(28,0) — F(B) = F(28,0) = 7056 €
C(24,0) — F(C) = F(24,0) = 6048 €

El minimo se alcanza en el punto (24, 0). Es decir, deben contratarse 24 auto-
buses y ningtin microbus.

b) El valor del coste minimo es 6048 €.

Otra resolucion
Este problema se puede resolver de forma trivial sin programacion lineal.

Precio por persona en autobis — 1260 : 50 = 25,20 €
Precio por persona en microbis — 900 : 30 = 30 €

Por tanto, es mds barato ubicar en autobuses a tantos viajeros como sea posible, y
si pueden ser todos, mejor.

1200 viajeros : 50 plazas/autobts = 24 autobuses

En 24 autobuses caben los 1200 forofos.

Unidad 4. Programacién lineal
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520 | Una persona tiene 15 000 € para invertir en dos tipos de acciones, A y B. El

a) Dibuja la region factible.

Las restricciones del problema son:

x20

x <900

» 2300
X2y

x+ <1500

Representamos las rectas y obtene-
mos la regién factible, que es la zo-
na sombreada.

1500+ E Il
- 8 : "’
Ly ot o
sl 2, 1Lt 54
‘\\\/\Y = E x.'//".c“
“?g : ¥ N
\‘ I{'
O
A
"R
B/ . =300
200 is
200 900 1500
0,09x +/0,05y = 0

Ay 600 € en acciones de tipo B.

Unidad 4. Programacién lineal

©) ¢Cual es ese beneficio anual maximo?

tipo A tiene un interés anual del 9%, y el tipo B, del 5%.

Decide invertir, como maximo, 9 000 € en A, y como minimo, 3 000 € en B.
Ademas, quiere invertir en A tanto o mas que en B.

b) ¢Como debe invertir los 15 000 € para que el beneficio sea maximo?

a) Llamamos x a la cantidad de euros invertidos en acciones de tipo A e p ala
cantidad de euros invertidos en acciones de tipo B.

¢) El beneficio maximo anual es de 111 €.

Y ’
15001 :
. o 1
kg,x O\: ”o
e Iy s
D =\ R
7 ! vz
gy LR
% e
}
A
L N ARELY
200 ! :
200 900 1500

b) La funcion objetivo es F(x, y) = 0,09x + 0,05y.

Vemos cudl es el valor de esta funcion en los vértices de la region factible:

P(300,300)  S(900, 300)
Xty = 1500 } (750, 750)
x=y

x +y=1500

N } R(900, 600)

F(P) = F(300, 300) = 42
F(Q) = F(750, 750) = 105
F(R) = F(900, 600) = 111
F(S) = F(900, 300) = 96

Para que el beneficio sea maximo, se deben invertir 900 € en acciones de tipo

17
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Un taller de confeccion hace chaquetas y pantalones para nifios. Para hacer
una chaqueta, se necesitan 1 m de tela y 2 botones; y para hacer unos pan-
talones, hacen falta 2 m de tela, 1 boton y 1 cremallera. El taller dispone de
500 m de tela, 400 botones y 225 cremalleras. El beneficio que se obtiene por
la venta de una chaqueta es de 20 €, y por la de unos pantalones, 30 €.
Suponiendo que se vende todo lo que se fabrica, calcula el nimero de cha-
quetas y de pantalones que se tienen que hacer para obtener un beneficio
maximo.

Llamamos x al nimero de chaquetas e ) al nimero de pantalones.

Resumimos los datos en una tabla y escribimos las restricciones del problema:

CHAQUETAS || PANTALONES [ DISPONIBLE |] x20
Lo 2y 500 y>0
2x 1y 400 X+ 2y <500
ly 225 2x + y <400
20x 30y Y <225

La funcién objetivo es la funcion de beneficios, F(x, y) = 20x + 30y.

Representamos el conjunto de restricciones
y la recta 20x + 30y = 0, que nos da la di-
reccion de las rectas 20x + 30y = K.

40015

El maximo se alcanza en uno de los vértices Ab-
de la region factible (zona sombreada).

A0, 225) B(50, 225)

x+ 2y =500
2x + y =400

1001

} (100, 200) o
200 500
20x+ 30y = 0

D(200, 0)

F(A) = F(0, 225) = 6750
F(C) = F(100, 200) = 8000

F(B) = F(50, 225) = 7750
F(D) = F(200, 0) = 4000

El maximo beneficio es de 8000 €, y se alcanza fabricando 100 chaquetas y 200
pantalones.

Una empresa fabricante de automéviles produce dos modelos, A y B. Tiene
dos factorias, F, y F,. En F, se producen diariamente 6 coches tipo Ay 4 tipo
B, con un coste de 32000 € diarios. F, no funciona mas de 50 dias. En F, se
producen 4 de A y 4 de B, con un coste de 24 000 € diarios. Para abastecer
el mercado, se han de poner a la venta al menos 360 coches de tipo A y al
menos 300 de tipo B.

¢Cuantos dias debe funcionar cada factoria para que el coste sea minimo?
¢Cual es ese coste?

Llamamos x al nimero de dias que debe funcionar F;, e » al nimero de dias
que debe funcionar F,.

Unidad 4. Programacién lineal



s23

_
UNIDAD ﬁ

Colocamos los datos en una tabla y escribimos las restricciones del problema:

FACTORIA F, 1 FACTORIA F, [ N.° DE cocHEs

0<x<50
o w3 0
4o 4y 300 6o + 4y > 360

32000x 24000y 4o + 4y 2 300

Hemos de minimizar la funcion objetivo, F(x, 3) = 32000x + 24 000y.

Representamos las restricciones del problema y la direccion de la funcion objeti-
vo. La region factible es la zona sombreada:

90 P(0, 90)
£ \
N 6x + 4y = 360
T dox + 4y = 300 } Q(@0, 45)
RN 2
S I
[ g 4x + 4y = 300
N\
N\ x =50 R(50, 25)
O\
20 F(P) = F(0, 90) = 2160000
2 NR F(Q) = F(30, 45) = 2040000

LY
SR

LR Y
“’)“: “:}'x
s D " F(R) = F(50, 25) = 2200000
‘*i)i% El coste minimo, 2040000 €, se ob-
10 50| 60 75 tiene cuando la factoria F, funciona
32000x + 24000y £ 0 30 dias y la F, funciona 45 dias.

Una empresa esta seleccionando empleados con contrato eventual por un
afo y con contrato fijo. Sus sueldos anuales son, respectivamente, 8 000 € y
15000 €. La empresa tiene un tope maximo de 480 000 € para los sueldos
de estos nuevos empleados. El nimero de empleados fijos ha de estar entre
10 y 24. Los eventuales no pueden ser mas de 14.

Si el objetivo es contratar al mayor nimero de empleados, ¢cuantos ha de
contratar de cada tipo?

¢Y si el objetivo fuera contratar al mayor nimero de eventuales?

Llamamos x al nimero de empleados fijos e ) al nimero de empleados even-
tuales. Las restricciones del problema son:

15x + 8y < 480 Si se quiere contratar al mayor nimero de empleados, la
10 < x < 24 funcion objetivo viene definida por F(x, y) = x + ). Tene-

mos que maximizar esta funcion, sujeta a las restricciones
0<y<l4 descritas.

Unidad 4. Programacién lineal 19
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Representamos el recinto de restricciones, y 20 H W
larecta x+yp =0, quenos da ladireccion |} 1} A1 B“IG\____Q/_T_1_4__
de las rectas x + y =K. 5 Ok

NP

34
El maximo se alcanza en un vértice de la re- D
gion factible, en B(24, 14). Habria que W%
emplear a 24 fijos y a 14 eventuales. 10 241113211146

x+yre0 in|

Si el objetivo fuese contratar al mayor nimero de eventuales (el maximo se alcan-
za en los puntos de coordenadas enteras del segmento AB), habria que contratar
a 14 eventuales, y el nimero de fijos podria variar entre 10 y 24, ambos incluidos.

Un fabricante de muebles produce dos tipos de mesas: clasicas y modernas.
Cada mesa del modelo clisico requiere 4 horas de lijado y 3 horas de barni-
zado, y deja un beneficio de 200 €. No deben fabricarse mas de 9 de estas
mesas. Cada mesa moderna necesita 3 horas de lijado y 4 horas de barniza-
do, y su beneficio es de 100 €. Se dispone de 48 horas para lijado y de 60 ho-
ras para barnizado.

¢Cuantas mesas de cada tipo ha de fabricar para que sus beneficios sean ma-

Ximos?

Llamamos x al nimero de mesas clasicas e y al nimero de mesas modernas.
Disponemos los datos en una tabla y definimos las restricciones del problema:

MESA CLASICA || MESA MODERNA [|  DISPONIBLE 0<x<9

4x 3y 48 =0
3 4y 60 4+ 3y < 48
200x 100y 3x + 4y < 60

La funcién objetivo que hay que maximizar,
sujeta a las restricciones anteriores, es
F(x, ) = 200x + 100y.

9

Representamos el recinto y la recta de ecua-

cion 2x + y =0, que nos da la direccion de ;

las rectas 200x + 100y = K. .

El maximo se alcanza en un punto de coor- pde
denadas enteras de la region factible. ! 5\\6
Trazamos paralelas a la recta 2x + py = 0 :C
por cada vértice de esta region: A0, 15), v‘ix o
B(12/7, 96/7), €9, 4), D(9, 0). De estas ] A
rectas, la que pasa por C(9, 4) esla de ma- o ND N\

yor ordenada en el origen. En ese punto se > \YO \
alcanza el miximo de la funcién objetivo.

Por tanto, hay que fabricar 9 mesas clasicas y 4 mesas modernas.

Unidad 4. Programacién lineal
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PARA PROFUNDIZAR

25 | Un pastelero fabrica dos tipos de tartas, T, y T,, para lo que usa tres ingre-
dientes, A,By C.

Dispone de 150 kg de A, 90 kg de B y 150 kg de C. Para fabricar una tarta T,,
debe mezclar 1 kg de A, 1 kg de By 2 kg de C, mientras que para hacer una
tarta T,, necesita 5 kg de A, 2 kg de By 1 kg de C.

a) Si se venden las tartas T, a 10 €, y las tartas T, a 23 €, ;qué cantidad debe
fabricar de cada clase para maximizar sus ingresos?

b) Si se fija el precio de una tarta del tipo T, en 15 €, ;cual sera el precio de
una tarta del tipo T, si una soluciéon 6ptima es fabricar 60 tartas del tipo
T, y 15 del tipo T,?

Llamamos x al nimero de tartas de tipo T; e y al nimero de tartas de tipo T,.
Las restricciones del problema son:

x20, y20
X+ 5y <150
x+ 2y <90
2x + y <150

a) La funcion que nos da los ingresos es F(x, y) = 10x + 23y. Tenemos que ma-
ximizar esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.

Representamos el recinto de restricciones, y la

. . 100 5
recta 10x + 23y = 0, que nos da la direccion ,
de las rectas 10x + 23y = K. Y;X
)
AR
El maximo se alcanza en el punto de intersec- 501 (,\O
I * Ry
cion de las rectas: k
x+ 5y =150
Punto (50, 20
x+2y= 90 (50, 20)
10*1\
Por tanto, deben fabricarse 50 tartas de tipo 35j,§0

T, vy 20 tartas de tipo T,.

b) Si llamamos p al precio de la tarta de tipo T,, los ingresos vendrian dados
por la funcion G(x, ) = 15x + py.

Si la funcion G(x, ») alcanza el maximo en el punto (60, 15), que no es un
vértice, serda porque hay infinitas soluciones y la recta 15x + py = 0 serad para-
lela a x + 2y =90. Por tanto:

15x+py= 0 — pendiente = —i;

15 1
—— = > =30
x+2y=90 — pendiente = ——; p 2 ’

Asi, el precio de una tarta del tipo T, serd de 30 €.

Unidad 4. Programacién lineal




22

Pagina 117

26

Una empresa compra 26 locomotoras a tres fabricas: 9aA,10aBy 7 aC.

Las locomotoras deben prestar servicio en

dos estaciones distintas: 11 de ellas en la es- AJlLB JC
tacion N y 15 en la S. Los costes de traslado 6 15 3
son, por cada una, los que se indican en la ta- 4 20 5

bla (en miles de euros).
Averigua como conviene hacer el reparto para que el coste sea minimo.

Resumimos los datos en una tabla y escribimos las restricciones del problema
(tendremos en cuenta que todos los datos de la tabla deben ser positivos o cero y
que x e y deben ser enteros):

A H B H C x20, y20
X y TN =" —" 11 x+y24
x+y<11
S 9-—x 10—y x+y—4 15 x<9
9 10 7 26 y<10

La funcién que nos da el coste (en miles de euros) es:

F(x,y) =06x+ 15y + 3(11 —x — ) + 4(9 —x) + 2010 — ) + 5(x + y — 4) =
= 4x — 3y + 249

Tenemos que minimizar esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.

Representamos el recinto de restricciones:

11% 1T
.---.-.-ib-;Q---.H. 0% A 0 O 5
' / ! = L. .
F B ;°"\ . Los vértices del recinto son:
2| \ | S
= e P, 10) oa, 10
T SRR < | RO, 2) 509, 0)
18 |
— - (R T4, 0) U, 4
] T sl 1
L] 4 9 |11
‘_l

Hallamos F(x, y) en cada uno de los vértices:

F(P) = F(0, 10) = 219 F(Q) = F(1, 10) = 223 F(R) = FO, 2) = 279
F(S) = F(9, 0) = 285 F(T) = F(4, 0) = 265 F(U) = FQO, 4 = 237
El coste minimo, 219 miles de euros, se A 8 H ¢ Hioma
alcanza en el punto P(0, 10). N o - : i
Por tanto, el reparto de locomotoras [ s ] 9 0 6 15
debe efectuarse como se indica en la 9 75 4 26

tabla de la derecha.

Unidad 4. Programacién lineal
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Don Elpidio decide emplear hasta 30 000 € de su patrimonio en la adquisi-
cion de acciones de dos sociedades de inversion: BLL € ISSA.

El precio de cada accion es de 10 € cada una, y en ambos casos.

BLL dedica el 35% de su actividad al sector seguros, el 45% al sector inmobi-
liario y el 20% al industrial.

1ssA dedica el 30% de sus recursos al sector seguros, el 25% al inmobiliario
y el 45% al industrial.

D. Elpidio no quiere invertir mas del 40% de su capital en el sector indus-
trial ni mas del 35% en el inmobiliario. ;Cuantas acciones debe adquirir de
cada sociedad si BLL prevé entregar un dividendo de 1,20 €/accion e 1ssa de
1 €/accion?

Llamamos x al nimero de acciones que adquiere de BLL e ) al nimero de ac-
ciones que adquiere de 1ssA.

Hagamos una tabla que resuma la informacion que nos dan:

N° || PRECIO || SEGUROS || INMOBILARIA [ INDUSTRIAL
x 10x 3,5% 4,5x 2x
10y 3y 2,59 4,59
10x+ 10y  35x+ 3y 45x+ 25y 2x+ 45y

Las restricciones del problema son:

x20, y20

10x + 10y £ 30000 — x+ <3000
2x + 4,5y < 12000

4,5x + 2,5y < 10500

La funcion que nos da los beneficios es F(x, y) = 1,2x + y. Tenemos que maxi-
mizarla, sujeta a las restricciones anteriores.

Representamos el conjunto de restricciones y la recta 1,2x + y =0, que nos da la
direccion de las rectas 1,2x + y = K.

T
N
30001 x
NSIEEDATS
NQEE
R
2000 “%\. El maximo se alcanza en el punto
AR
s, de corte de las rectas:
RNt
Tove “~QQQ x+ y= 3000 Punto
X ‘.~
\ RN 4,5x + 2,5y = 10500 [ (1500,1500)
\ .
\ "%
\ | I*. Debe adquirir 1500 acciones de ca-
1000 2000 | 3000 | 4000 da una de las dos sociedades.
12x+y=0

23
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AUTOEVALUACION
1. Representa el recinto limitado por las siguientes inecuaciones:
x+y<27
Halla los valores maximo y minimo de la funciéon
x 212 .
F(x,y) =90x + 60y en ese recinto.
y=>6
+caz, 1s i
N F(x, ) toma el valor maximo en
9 \C. B(21, 0).
2 X
% OB F(21,6) =90 - 21 + 60 - 6 = 2250
N — S N °
?‘K L \%
A\ - \ F(x, y) toma el valor minimo en
5 az. 6 B(21, 6\, A(12, 6).
F(12,6) =90 - 12 + 60 - 6 = 1440

2. Representa el recinto descrito por las siguientes inecuaciones:
x20, 20
10—-x=20
10-y>0
x+y<13
x+2y=>212
Halla el maximo y el minimo de las siguientes funciones:

a) F(x,y)=2x+Yy b) G(x,y) = x+ 2y

La region factible es la zona sombreada de la siguiente figura:

D
2xty=2 [
x20, 20 MBI =
B(0;10) 10—y =
10-x20 — x<10
10-y20 — p<10 i
7 =23
x+y<13 - p<13-x A0 o | D L=
J <]J
12 —x b
X422 o yz— D, $
10, DN T

Unidad 4. Programacién lineal
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a) F(x, y) = 2x + y toma el valor maximo en el vértice D(10, 3).
F(10,3) =210 + 3 = 23 es maximo de F.
F(x, )) = 2x + y toma el valor minimo en el vértice A0, 6).
F(0, 6) = 6 es el valor minimo de F en el recinto.

b) G(x, ) = x + 2y toma el valor maximo en C(3, 10).
G(3,10) =3+ 210 =23 es maximo de G.

G(x, ) toma el valor minimo en cualquier punto del segmento AE. Por ejemplo:
En el vértice A4 suvalores G0,6)=0+2-6=12
En el vértice E suvalores G(10,1)=10+2-1=12

3. ¢(Tiene maximo la funcion z en el recinto sefialado? ;Y minimo?

No tiene ni maximo ni minimo.

4. Una empresa de instalaciones dispone de 195 kg de cobre, 20 kg de titanio y
14 kg de aluminio.

Para fabricar 100 m de cable de tipo A, se necesitan 10 kg de cobre, 2 kg de ti-
tanio y 1 kg de aluminio, y se obtiene de €l un beneficio de 1500 €.

Para fabricar 100 m de cable de tipo B, se necesitan 15 kg de cobre, 1 kg de ti-
tanio y 1 kg de aluminio, y se obtiene un beneficio de 1000 €.

Calcula cuantos metros de cable hay que fabricar de cada tipo para que el be-

neficio sea maximo. ;Cual es ese beneficio?

Llamamos: x — metros de cable de tipo A
y — metros de cable de tipo B

CABLE TIPO A [| CABLE TIPO B [| DISPONIBLE ]

coBreE (kg) 10x 15y 195
TiraNio (kg) 2x 1y 20

1x 1y 14

1500 1000

Unidad 4. Programacién lineal
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Las restricciones del problema: (x>0

y20

10x + 159 <195 — 2x + 3y < 39
2x +y <20

[ x+y<14

La region factible es la zona sombreada:

v

>
-1 '
AN’/ 1) N Y
N w2
N AR
g ‘\ O
B3, TD N\,
A0
S
C 6, 8) N T8
N RS
3,
< S N
> N <J9
So2
“f‘l_ N N
53 N
N\ AN
< 10, O .

AN

Calculamos las coordenadas de los vértices B y C:

2x+ 3y =39

}39—2x=42—3x - x=3 —> B@G,1D
x+y=14

2x + 9y =20
Y }20—2x=14—x—>x=6—>€(6,8)
x+y=14

La funcion objetivo que hay que maximizar es:

F(x, ) = 1500x + 1000y

F(A) = F(0, 13) = 13000

F(B) = F(3, 11) = 15500

F(C) = F(6, 8) = 17000

F(D) = F(10, 0) = 15000

El beneficio maximo, que es de 17000 euros, se obtiene en el punto C(6, 8).

Es decir, para obtener el beneficio maximo sera necesario fabricar 600 metros de ca-
ble del tipo A y 800 metros de cable del tipo B.

Unidad 4. Programacién lineal
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Vision grafica de los limites

B Describe analogamente las siguientes ramas:

a) P

lim  flx) =3

X = +oo

b) lim  f(x) no existe
)
lim  flx) =3
d
lim  f(x) = +eo
\ X — +oo
AN
~___—
e) PN
// lim  f(x) = —oo

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad




h)

D

1)

lim  f(x) = +oo
X = —oo

Iim  f(x) =2

X = —oo

@ lim fx) = +oo

x = -1"

@ lim_ fo) = —e

x—-1"

® limf S =5

2 lim_ flx) =2

x = 4°

lim  f(x) = -2

x =2

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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1. Si u(x) > 2 y v(x) >-3 cuando x — +oo, calcula el limite cuando x — +« de:

D u(x) +v(x) b) v(x)/u(x)
c) 5™ Vo (x)
&) u(x) - v(x) £) Yu(x)
P _ 2y o v _ 3
’d) xlin;l-oo [M(X) ’ U(X)] 2+ ( 3) ! b) xlinzoo M(X) 2
o xlinzwsum =52=75 ) xlinzm Vo(x) no existe

o) lim [ux) - v@]=2-(3)=-6 ) lim Vuo =32

X = +oo X = +oo

2. S8i u(x) >-1y v(x) >0 cuando x — +, calcula el limite cuando x — += de:

a)u(x)—v(x) b) v(x)—u(x)

o) v(x)/u(x) d) log, v(x)

e)ulx) v(x) f) 3\lu(anv)

a) Ilim [ulx)—vx]=-1-0=-1 b)) Iim [v()—-ux]=0-1 =1
P vx) _ 0 _

© xli"io ulx) -1 0

{—oo si v(x) — 0"

d) lim log,v(x) =
L2 no existe si v(x) — 0

X = 4oo

e Iim [ulx) v]=-1-0=0

X —> +oo

D lim 5Vu(x =ﬂ=—1

X = +oo
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3. Indica cuales de las siguientes expresiones son infinitos (=) cuando x — +co:

a)3x5 —Vx +1 b)0,5* ©)-1,5%
d) log, x e)1/(x3+1) )Vx
84 h)47> i) —4*
a) lim Bxd—Vx +1) =+ — S
X = +oo
Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad 3




b) lim 05°=0 — No O lim (-1,5%) =—c0 — Si

X —> Foo X —> +oo

d) lim log,x = 40 — i e) lim L -0 5 No
X = Foo x4 3+ 1

£) lim Vx =+ — S Q) lim 4=+ — Si
X — too X — +oo

h) lim 4%=0 — No ) lim —4%=—00 — Si
X — too X — +oo

4. a) Ordena de menor a mayor los 6rdenes de los siguientes infinitos:
log,x Vx x%2 3x5 1,5 4~
b) Teniendo en cuenta el resultado anterior, calcula:

lim lim
x
Xt x>+ X x— +o 1,5

D log,x Vx a2 3x5 1,55 4°

log, x
b) lim €2
X — +oo X
o 3x°
lim 5 = +oo
X — +oo X
lim X 0
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5. Si, cuando x — +oo, f(x) — +oo, g(x) > 4, h(x) > —o, u(x) > 0, asigna,
siempre que puedas, limite cuando x — +c a las expresiones siguientes:

a) f(x) — b(x) b) f(x) /) ) f(x) + b(x)
D f(x)* e) f(x) - b(x) £) u(x)*

8) f(x)/b(x) h)[-b (x)]P ) D g(x)»®

D u(x)/b(x) K) f(x)/u(x) D b(x)/u(x)
m) g(x)/u(x) n)x + f(x) 1) f(x)P)

o) x + h(x) p) h(x)?™ QPx

a) lim (f(x) - b(x)) = 400 — (—o0) = 400 + 00 = oo

X = +oo

b)  lim f(0)/® = (+00)™ = +oo
X —> +oo

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad



o lim (f(x) + h(x)) = (+) + (—e0) — Indeterminado

X — +oo
d) lim f(x)¥ = +00™™ = +oo
X — +oo
e) lim (f(x) - h(x)) = (+00) « (—o0) = —oo
X — +oo

) lim u()" =)@ - Indeterminado
X = +oo
i LG _ (o)

— Indeterminado
x = +oo D (X) (—o0)

)

h)  lim [=h (]P0 = [+oo]=> = 0

X = +oo

D lim g)h® =4-==0
X = +oo

. _ 0

) llm M:_:O

SN Ye

71 & = 2 = +oo
= xli"iwuoc) ) *

_ b(x) _ —% _ i
b fim o~ *

0y 80 _ 4
m) fm o T ©

n) lim (x+f(x)) = +o0 + (+00) = +oo
X — +oo

0 lim )P = (+e0)== = 0

X = +oo

o) lim (x+ h(x) = (+) + (=) — Indeterminado
X —> +oo

p) lim h ()P = (o)™ 5  No existe
X = +oo

Q@ lim x™ = (+e0)™* =0
X —> +oo
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6. Las funciones f, g, b y u son las del ejercicio propuesto 5 (pagina anterior).
Di cuales de las siguientes funciones son indeterminaciones. En cada caso, si

es indeterminacion, di de qué tipo, y, si no lo es, di cual es el limite:

a) f(x) + b(x) b) f(x)/b(x)
o) f( x)h) d) f( x)P )
e) f(x)*® ) u(x)?@
) [g(x)/41/™ h) g (x)/™

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad




a) lim (f(o) + h(x)) = (+e0) + (=), Indeterminado.

X = +oo

b) lim ACI (+°°). Indeterminado.
x =+ D) (—o0)

o lim [0 = (+00)™° = +oo
X —> +oo

d) lim [P = (+e0)== =0

X — +oo

e) lim fo)"® = (+00)@ . Indeterminado.
X —> +oo

£ lim u(x)P® =07 = too

X = +oo

0
2 lim [%]f = (1)), Indeterminado.

X — +oo

h) Iim g(x)f(’o =47 = +oo

X — +oo
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1. Calcula los siguientes limites:

3xt—6x+1 3xt—6x+1
lim —————— lim ———
) Hm 37 D) i 5t 32
6x%2-3x 5x%—6x+ 2
lim ———— lim ————
C)xi”;loo ad+1 d)xi":oon4+x—1
4 4
2 g XizOx+1 by fam 2XIZ6x+1l
x> oo 5x3 + 3x2 x> oo —=5x3 + 3x2
2 4
o lim 0Xi=3x _ d) lim 2X=6x+2 5
x>+ a3+ 1 xo o+ 3t x+1 3
2. Calcula:
Gx + D*(x— Dx GBx + 1%x
li lim ——
) x i"fm x3—(x+3)3 b)x i”io x3—-10x
; x3-5x+3  gx3-_5x
o lim \|[—————= d lim ————
X —> +oo x2-2x X — +oo 3x
a) lim Gox + D0 = Dox = lim 9t — 33 — Sx? — x =
x>t x7—(x+3)3 x> teo X3 — (a3 + 9x? + 27x + 27)

4 _ 303 _ 52 _
_ g 2XT=3x0-5xT-x

x>t —9x? — 27x — 27

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad



b) lim M= lim M:

x— 4o X3 —10x x>+ x3—-10x

, 3_5x+
o) lim XZoXT O st 5 = 4o
X —> +oo X —Z.X

A3 —sx . g3 ox 2
d) lim ———— = im —— = lim = = =
X = +oo 3x X = 40 X X — +00 X 3
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3. Sin operar, di el limite, cuando x — +«, de las siguientes expresiones:

) (x2—V2x+1) b) (x2 = 2%)

A)VxZ+1 —Vx d) 3¥-2~

€) 5% — Ux®_2 ) Vx - logs x4

a) lim (x%- V2x + 1) = +oo b) lim (x?—2%)=—oo
X — +oo X —> too

o lim (NxZ+1 —x) = +eo d) lim (3% 2%) = +oeo
X — +oo X —> too

e lim (55-Ax® - 2) = +wo £) lim (Nx - logg x*) = +oo
X — +oo X —> too

4. Calcula el limite, cuando x — +oo, de las siguientes expresiones:

3x3+5 4x3-x b) x3 x
x+2 x-2 2x2+1 2
2—
c)f‘>.9c+5_.a\c 2 A (ax + 5)r-5x+1
2 X
3x+5\% x—2 |x*+x
f
e)(2x+1 )(2x—3)
D lim (3x5+5 A —x) L Bxd 45— 2) — (dad — 0 +2) _
x> to\ X+ 2 X — 2 X = +oo (x+2)(x-=2)
- lim 3x% — 603 + 5x — 10 — 4x* — 83 + % + 2 _
X —> +oo x2—4
-5 x4 = 1403 + x2 + Tx - 10 _
X —> +oo .X‘2—4
3 3 _ 2 5 o3
by lim ( x _x)= i 20 —x@x?+ D) g 200 - 200 —
xsreo\ 202+ 1 2] xore 227+ 1) x> teo 4xZ 42

lim X -0
X = +oo 4% + 2

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad




3x% + 5x—2x* + 4 _ X+ 5x+4 _

2
O lim (3x—+5_ X ‘2)= lim lim oo
X — +oo X X — +oo 2x X —> +oo 2x
d) dim (ST = (h00)" = oo
X —> +oo
+ X +o0
ot (EF (2]
s teo | 2X + 1 2
x—2 \x*+x 1 \*+e
lim =|—] =0
IR e I+
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1. Hallael U/Uim de las siguientes expresiones:
X —> —oo
S5x%—6x+2 Vx3-5x+3
e — b —_aF W
a) 3xt+x—1 ) x?%-2x
) i Sxt — 6 + 2 iim Sxt+6x+2 5
a 22 7T e — _— & *
X — —oo 3t +x—1 X — +o0 3t —x -1 3
by lim \Nxd —Sx+3 m N—x3 + 5x +3
dos e X2 —2x X =5 +oo X2+ 2x
No existe, pues el radicando toma valores negativos cuando x — —oo.
2. Hallael Hm de las siguientes expresiones:
X —> —oo
Va2—5x+3 3x3+5 4a3—x
= T v _ x
V32 D)2 T a2 3
o Ax?-5x+3 o Ax?+5x+3 A2 ) x 1
a lim ——————= Iim ——————= Ilim ——= lim ——=-—
X —> —oo 3.%'—2 X —> +oo —3.76'—2 X — +oo —_?).X' X — +oo —3x 3
o (3x3+ 5 4xd-x _ Bxd+5  —4xd -«
b) lim - = [im — =
X — —oo X+ 2 x—2 X = 4oo -+ 2 -x -2
3 3xt —5x + 6x3 — 10 — 4t + x2 + 8x3 — 2x
= lim 5 =
X = +oo xc—4
) —x4 + 1403 + x2 = 7x - 10
= lim 5 = —oo
X — +oo X4 —4

1
o lim 3= Ilim 3*= lim —-=0
X — —oo X — +oo X — +oo I

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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1.8i lim f(x)=3 y lim g(x) =2, dielvalor del limite cuando x tiende a 1
x—>1 x—>1

de las siguientes funciones:

a) f(x) + g(x) b)f(x) - g(x)
Jx) »
C)m d) f(x)8™
e) Vg(x) £)4f(x)-58(x)
) lim (f(x) +g)=3+2=5 b) lim (f(x) - gx)=3-2=6
x—1 x—1
) g 103

d) lim f(x)8@ =32=9
x—1

e) lim glx) =2 £) lim (4f(x) — 5g(x)) = 12-10 = 2
x—1 x— 1

2.8i lim f(x) =1y Ulim g(x) =m, entonces lim [f(x) + g(x)] =1+ m.
X —>a

X —>a xXx—a

Enuncia las restantes propiedades de los limites de las operaciones con fun-
ciones empleando la notaciéon adecuada.

Si lim f(x)=1vy Ilim g(x)=m, entonces:
X —> d X — a

D lim [f(x) + gl =1+m

xX—da

2) lim [f(x)— gl =1-m
X —> d

3) lim [f(x) - gl=1-m
X — d

o tm T 2L S om0
m

xX—=a g(x)

5)Si f(0) >0, lim [ s = 1"
X — a

6)Si n esimpar,osi n espary f(x) 20 — lim \fo =1

X—>d

7S >0y flx)>0, lim [log, f(x)]=Ilog, !
X — d
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x—>2

3. Si lim p(x) = +oo, lzm q(x) = +co, lzm rx)=3 vy lzm s(x) = 0, di, en los

casos en que sea posible, el valor del lim de las siguientes funciones:

x—2

[Recuerda que las expresiones (+o0)/(+), (+) — (+0), (0) + (+e0), (1)),

(0)/(0) son indeterminaciones].

D2p()+qx)  Bp-3gx) O ’"83
s(x) px)
. 3-
D p ) i) (s 1 %
m) r(x) P n) r(x)—q(.x) i) %)P(x)

) lim [2p(x) + g(x)] = +oo + (+e0) = +oo
x— 2

b) lim [p(x) — 3g(x)] = (+00) — (+00). Indeterminado.
x— 2

lim M:i:@

C) x> 2plx)  +oo

. p) ,

lim / =
d)x—>2p(x) xl—n>/l21 !
e) lim s _ 0 _ 0

x—>2qgx)  too

. Indeterminado.
x —> 2 q(x) (+00)

@) lim [s(x) - p(x0)] = (0) - (+e0). Indeterminado.
X — 2

h) lim s(x)5@ = (0)©. Indeterminado.
x— 2

D lim plx)"@ = +eod = +oo
x— 2

D lim ()™ =30 =1
xX— 2

k) lim 3-r0 _3-3_ @ Indeterminado.

x—=2 s ) )

D lim (_Vé”@)“’” -10-

x— 2

p(x)

D px)

h) s(x)s®

NESIR
—p(x)
o r(sx)) p
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m) lim rQoP® = 3% = too
x— 2
n) lim r(x)_q(x) =37 =
x— 2
px)
) Zimz(r(gx)) - (D). Indeterminado.
X —>
_ —p(x)
o) lzm2 (%) g (1)), Indeterminado.
X —>
Pagina 138
4. Calcula los limites siguientes:
) lim x3-2x2+2x+5
x—os-1 X2—6x-7
x3-5x+1
lim ——2%7 >
b) oy X3+ 2x% 3x
2 lim X -2 +2x+5 _ ypn 0+ DX2-3x+5) _
x— -1 x2_6x_7 x— -1 (X+1)(.X'—7)
lim X°=3x+5_ 9 _ 9
x— -1 x—7 -8 8
by lim X°=5x+1 45 15
x4 x3 + 2x2% — 3x 84 28
o (x?-5x+2 x3+2x+1
5. Calcula: xlz_i)no ( Z12x ~ Brx
p (x2—5x+2 X3+ 2x+ 1) p (x2—5x+2 X3+ 2x+ 1)
xlino x2+2x X +x XTO x(x+2)  x@x2+1)
_ g R DO =50+ 2) = (ot )3 20+ D) _
x—0 x(x+ 2)(x2+ 1)
_ gy X oS 2x 4wl —Sx+2-at— 2w —x— 200 —dx -2 _
x50 x(x+2)x? + 1)
o 7x% + x% - 10x o x(—7x%+ x—10)
= lim = lim =
x50 x(x+2Dx2+1) x50 x(x+2)2+1)
- XA rx—10 10 _ o
x=0 (x+2Dx2+1 2-1
Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad 11




Pagina 145
EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Limites cuando x — *«

1 |Sabemos que lim f(x)=+c, lim g(x)=—co y lim b(x)=3.
X — +oo

X — +oo X —> too
¢En cuales de los siguientes casos hay indeterminacion para x — +oo?

En los casos en que no la haya, di el limite:

a) f(x) + g(x) b) g(x) + b(x)
J(x) S(x)

RS Do

e) [h(x)]8™ )[3-b(x)] - f(x)

) lim (fo)+g))= lim (fx)+ lim (g))=
= (+0) + (—=o0) = (+0) — (+o0) — Indeterminacion

b) lim (g + b)) = lim g+ lim h(x)=—co+3=—oco

X — +oo X —> too X —> too
o S e
O b~ T
d) lim @ = (reo) — Indeterminacion
X — +oo g(X) (=o0)
1
e) lim [h()EW =3=>=—=0
x =5 +oo 3

) lim [3-h0)] flx)=(0) - (+e0) — Indeterminacion

X = +oo

2 |cCalcula los limites cuando x — — de las siguientes funciones:

2x +5 10x -5
DI D™=t

3x2—4 L X3+ 2x
) b(x) =—-— 3 di(x) = 7+ 5x3
D lim XS gy X5

X — —oo 2—-Xx X — +oo 2+ x

by i A%=5 - g

x> - x2+1

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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2 2
3x% — 4 lim 3x% — 4

o lim =——— = =—o0
Xx— - 2X+3 X = 400 —2X + 3
3 3 —
A& lim X 2 gy X2 1
x> e 7+ 5x3 x>t 7 —5x3 5

Calcula los siguientes limites comparando los exponentes del numerador 'y
del denominador:

. N3x?+6x ) 5x2_7
a) lim ——— b) lim _—
X — +oo 2x +1 X — too x+1

c) lim —1 +\/; i 3%

x>+ 2X—3 x>+ V3 + 2
V3x? + 6x V3x V3

a) lim —/————— = Iim = =
X — +oo 2x+ 1 X = +oo 2x 2

) 5x% — 7

b)xlinzw x+1 = + oo
1 +4x

o) Ilim =0

)x—>+m 2x—3

O lim —2X__ =0

X =40 \xd + 2

Calcula estos limites comparando los 6rdenes de infinito:

2+1
a) lim (e*— x3) b) lim =
X —> +oo x>t €
Imn(x%+1
o lim (Vax2+x —\Vx+7) d) lim "+ 1D
X —> +oo X — +oo X

a) lim (e¥—x3) = +oo
X — +oo

Porque e¥ es un infinito de orden superior a x3.

2
x“+1
b) [lim
X — 40 €

Porque e* es un infinito de orden superior a x? + 1.

o lim (Nx2+x —Vx+7)=+oo

X —> +oo

Porque Vx? +x es de mayor grado que Vx +7.

2
& g D

X —> +oo

Porque cualquier polinomio, x, es de orden superior a un logaritmo, n(x? + 1).

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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Calcula los siguientes limites y representa graficamente los resultados
obtenidos:

a) lim (0,5 +1)

x = —oo

b) lim 2x*1

x = —oo

a) lim 05+ 1= lim (05 +1) =+ \

X = —oo X = +oo

b) lim 2**l= [im 2%*+1=0
) %

X — —o0 X — too

Calcula los limites de las siguientes funciones cuando x — +oo:

5x2-2x+1
a)f(x)—w

x+1
b)g(x)—logx

2

O peay - 32

2x+1

X
d)l(x)=2x+1
) i St —2x+1 i Sxf—2x+1 5
axinzw Q2x —1)? _xinioo 4x2—4x+1 4
by m L e

x— +oo lOg X

" 3+ 2\x 2Vx 2
. 3+ 2% _ _ 2
x>t 2x+1  xore 2Vx 2

3% 3% 3\
& lim - lim - Mn(—)=+m
X400 25+ 1 x5 he 2¥ X — +oo

Limites en un punto

Calcula los siguientes limites:

3x+6 x2+4x+3
lim —>—— > lim —— 272
a)xi"iz x%2+4x+4 b)xi"f3 x+3
4 2
x*—1 5x“+ 15x
/7 dD lim =———==
) oy X221 )xl—tno x3—3x2

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad



a) lim ﬂ = © Indeterminacion
ros 2 XZ+4x+4 (O '
Simplificamos la fraccion dividiendo por x + 2:
3x+6  3x+2) 3
xZ+dx+4  (x+2P x+2
m - e
3 3x+6 3 3 x> 2" Xt 2
lim —————= lim = too
xo2 XPt+dx+4 o x+2 ) 3
lim = +oo
x— -2t x+2
244
b) lim NIHANES Q Indeterminacion.
x— -3 x+3 )
Simplificamos la fraccion:
2+ 4x + + +1
X2+ dx+3=(xA DA+ > 3 Y )=x+1
x+3 x+3
24 4+
e Sy A O S
x— -3 X +3 x— -3
L )
I = ——. Indeterminacion.
<) xlz’)/ll 21 ndeterminacion
Simplificamos la fraccion:
xt-1 2+ D?-1 241
x?-1 x% -1 *
4
-1
lim = = lim (x*>+1)=2
x—>1 X7 — x—1
5x2+ 15x  (0)
d) lim ——s————=——Indeterminacion.
) Jim 332 © ndeterminacion
Simplificamos la fraccion para resolver el limite:
5x%+15x  Sx(x+3)  S(x+3)
x3-3x? xAx-3)  x(x-3)
, 5(x +3)
_— =4

im =
_osx?+15x . S5(x+3) 15 < xoo0 X(x—3)
Iim —————= lim ———=— =400

x>0 X0-3x2 5o x(x-3) 0 i DX+

e xe—3)

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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Si lim p(x) = +oo, lim q(x) = —o,

x—2 x—2
lim r(x) =3, lims(x)=0,
x—2 x—2

di, en los casos en que sea posible, el valor de los siguientes limites:

. s _
a) xhl"z P b) j’i"z [s(x) - g(x)]
©) lim2 [r (]9 d limz [p(x) —2q(x)]

D I SO 0
D ey T e

b) lim [s(x) - q(x)] =(0) - (~) — Indeterminado
X —2

O lim [sQO)P@ =0t =0
x— 2

d) lim2 [p(x) = 2g(x0)] = +o0 — 2 (—00) = (F00) + (+00) = +oo

Calcula:
2

a) lim ad ;3—1)

x—0 X X

1 ]

b lim[ A
A ey ey

) 243 1 _ox*+3-x*_ 3 _ 3
a) lim (x ——)=llm -2 = = Iim ==

x—0 x3 X x—0 x3 x>0 X3 ()

Hallamos los limites laterales:

lim 3 - —oo;  [im 3 . 400,
x—> 0" x3 x> 0" x3
D - L)oo 222Dy, 2Xox* 1

x—1 (x—l)z_x(x—l) x—>1 x(x—1)?2 x—>1 x(x—1)>2

= lim x+1

2
x->1 x(x—-1% 0

Hallamos los limites laterales:

_ x+1 _ x+ 1
lim ————— =+oc0; [Jim —F——— = +oo,

x> 1 x(x—1)? T a1t x(x =12

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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10 | Calcula:
_1\2
ay tim =D b) tim X —7X*6
x>1 X—=5 x—1 x—1
2 _ 3 _ 2
O tim X IX=2 Q) tim X 23%
x—>1 2x°—2x x50 X°—Xx
(x—1)? 0
) lim ——= Iim —-
x—>1 X—=5 x—1 -4
2_7x+6 6 -1
by fim T TXFRO gy, G2O&=D 6= s
x—1 X = x—1 x—1 x—1
) lim xt+x-2 (x+2Dx-1) iim x+2 3
O T o A T - a2 2
3 _ 2 20 _ _
& i Z gy XX, X020,
x>0 XT—X x—o0 xXx=1D x50 x-1 -1

Pagina 146

Continuidad

11 | Averigua si las siguientes funciones son continuas en x = 2:

x— 2

lim f(x) =

x— 2"

b) lim f(x)= lim (x>-1)=3 |
X — 27

lim 2x+1 =5

x— 2"

3x—2 si x<2 x2-1 six<2

a)f(x)_{6—x si x2>2 b)f(x)—{szrl six>2
a) lim f(x)= lim Bx-2) =4

x— 27 x— 27

, \? oL JS(x) es continua en x = 2,
xlznff(x) xli)my 6-x=4 puesto que lim [f(x) = f(2).
x— 2
f=6-2=4

f(x) no es continua en x = 2,

puesto que no existe  lim [(x).
x— 2

12 |Estudia la continuidad de las dos funciones siguientes:

2% si x<2

a)f(x) = {4 si x>2
b) F() = 1/x si x<1
S=150 1 sinz1

a)e Si x#2 — Escontinua, pues estd formada por funciones continuas.

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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e En x=2: lim f(x) = lim 2¥=4
x— 27 x—= 27
f(x) es continua en x = 2

lim fx) = lim 4=4 pues lim f(x) = f(2) = 4.
Xx— 2

x— 2 x— 2

Q) =4
Por tanto, f(x) es continua en todo R.
b) El dominio de la funcién es Dom =R — {0}
e Si x#0 y x#1 — Lafuncion es continua.
e En x = 0: es discontinua, puesto que f(x) no estd definida para x = 0.

Ademids, lim f(x)=—co y lim f(x) = +oo.
x— 0" x— 0"

Hay una asintota vertical en x = 0.
e En x=1: lim f(x) = lim 1
x— 1" x— 17X
i i Jf(x) es continua en x =1,
Jim Jeo= Hm Qx=D =1 [ bues il fo = f(1) = 1.
x— 1
fH=2-1-1=2-1=1

Estudia la continuidad y representa graficamente la funcion f(x):

—x2+5x si 0<x<5
x—-5 si 55x<10

ﬁ(x)={

Dominio = [0, 10]

e Continuidad: Si x € [0, 5) U (5, 10], es continua, pues estd formada por
funciones continuas.

lim f(x)= lim (=x?>+5x)=0

X5 X5 lim  f(x) = f(5).
En x=5 —  lim fo)= lim (x-5) =0 oo
x5t x— 5" Es continua.
fG)=0
e Grafica:
.
6
5
4
3
2
1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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14 | Estudia la continuidad de las siguientes funciones y represéntalas grafica-

mente:
E! si x<0
A f(x)=1x+1 si 0<x<1
| x%2-2x si1<x
[3x—x2 si x<3
b f(x)=19x-3 si 3<x<6
L0 si x>6
1 si x<0
a)fo)=9x+1 si 0<x<1

x2-2x si 1<x
e Continuidad:

—Si x#0 y x#1 — Es continua, pues esta formada por funciones
continuas.

lim flo)= lim 1=1

x— 0 x— 0" lim f(x)=1
—En x=0 — lim flx)= Ilim (x+1D=1| x>0
x— 0" x— 0"
No existe f(0).
Hay una discontinuidad evitable en x = 0.
im fo= lim (x+1)=2
x—= 1" x—= 1"
—FEn x=1 > lim f(x)= lim (x*-2x)=-1
x— 1" x—1*
S =-1

Discontinuidad de salto finito en x = 1.

e Grafica:

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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3x—x? si x<3
b)) flx) =y x-3 si 3<x<6
0 si x=6

e Continuidad:

—Si x#3 y x#6 — Es continua, pues esta formada por funciones

continuas.

lim fo= lim Bx-x2=0

X — 3 x— 3

—FEn x=3 —
x— 3"

J3 =0

Jf(x) es continua en x = 3.

lim flx)= Ilim (x-3)=0
x— 3"

lim3 S = f(3)

lim  f(x) = h‘m& x-3)=3

x— 6"

—En x=6 - Iim flx)= lim 0=
x— 6"

x— 6"
f(6) =0
Discontinuidad de salto finito en x = 6.

e Ilim flx)= lim 0=0

X = +oo X = +oo

lim f(x) = lim (Qx—x?) = —oo

0

X = —o X = —oo
e Grafica:
P A WA N
=t
Ji‘, e
R |
= i/ i
‘ b :
‘ 1 2 3 4 5 6
|

Calcula el valor que debe tener k para que las siguientes funciones sean

continuas:

x+1 si x<2
k—x six>2

a) f(x) ={

2x+k si x<-1
—kx—2 si x>-1

) f(x) = {

b) f(x) = {

x+kR six<0
x2-1 si x>0

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad



a) e Si x# 2, lafuncién es continua.
e En x=2:
im fo)= lim (x+1) =3
x— 27 x— 27
lim f(x)= Ilim (k—x)=k-2 Para que sea continua, ha de ser:
x— 2" x— 2" k_2=3 N k=5
f2)y=2+1=3
b) e Si x# 0, la funcion es continua.
e En x=0:
lim flo)= lim (x+k =k
x— 0" x— 0"
lim f(x)= lLm (x*>-1) =-1 Para que sea continua, ha de ser: k= -1
x— 0 x— 0"
JO=0+k=Fk

c) e Si x#-1, lafuncion es continua.

e En x=-1:

lim flx)= lim Qx+k)=-2+k

x—-1" x—-1- Para que sea continua ha de
, _ J ser: —2 + k =k — 2. Esto se
xl_lZQpr o) = xl_i”fr SN 2k cumple para cualquier valor
de k.
JED =k=2

La funcién es continua para cualquier valor de k.

PARA RESOLVER

16 |a) Calcula el limite de la funciéon f(x) cuando x - 0, x > 2, x > 3,
X —> +oo, X —> —oot

) =23

x2-5x+6

b)Representa graficamente los resultados.

, - x—3 _ x-=3
D = e T Go a2

; 3.1
hmf(x)—6 3

x—0

p _ 1 1
Iim f(x) = lim —— = —.
x—)Zf() x—2X—2 0)

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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Hallamos los limites laterales:

lim f(x) = —oco; [lim f(x) = +oo
X =27 x— 2"

lim f(x) = Ilim % =1

x—=3 x—3X—

lim f(x)=0; Ilim f(x)=0

X — +oo X —> —o°

b)

x2

a) Calcula el limite de la funciéon y = x2—9x

no esta definida.

en aquellos puntos en los que

b)Halla su limite cuando x — +o y cuando x — —co,

c) Representa la funcion con la informacion que has obtenido.

d) ¢Cuales son los puntos de discontinuidad de la funcion?

a) El dominio de la funcion es:

Dom =R —1{0, 3}, pues el denominador se anula en:

x=0
x2-3x=0 — 96(96—3)=O<x=3

x*-9 _ (x+3)x-3
x% - 3x x(x—3)

y:

lim x*+35_3

x>0 X 0

Hallamos los limites laterales:

x+3 _

lim —oo
x— 0" X

Zim ‘LS:_HX,
x— 0t X

lim 2 5.6 2
x—>3 X 3

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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b fim X3 -1 gm X3 oy
X = 40 X X— - X
)
2
LT e
12 3

d) La funcion es discontinua en x = 0 (tiene una asintota verticaD y en x =3 (no
esta definida; tiene una discontinuidad evitable).

Calcula el valor de %k para que cada una de las siguientes funciones sea con-
tinua:

xf-1 x2 -1
si x#1 si x<1

a) f(x) =9 x-—1 b)f(x)=1 x-1
k si x=1 k si x>1

a) e Si x#1, lafuncion es continua.

e Si x=1:
xt-1 B3 +x2+x+Dx-1
lim f(x) = lim = lim =
x—1 x—1 x—1 x—1 (x-1

lim 3 +x2+x+1) =4
x—1

S =k

Para que sea continua, ha de ser k = 4.

b)Para x# 1, f(x) es continua.

Para que f(x) sea continua en x =1, ha deser [lim f(x) = f(1):
x—=1

x% -1 (x+Dx-1)

lim f(x)= lim = Ilim lim (x+1) =2
x—)l‘f x—=1" X— x—= 1" (x-1 x—1-

lim fo= lim k=k

x— 1" x— 1"

OBy

Ha de ser k= 2.

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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Estudia la continuidad de estas funciones para los distintos valores del pa-
rametro a:

edx si x<0

x+2a six>0

x2+axsi x<2

a) f(x) ={ b) f(x) = {

a-—x? six>2
a) ® En x# 2, la funcién es continua.
e En x=2:

lim f(x)= lim (x*+ ax) =4+ 2a
x— 27

x— 27 .
Para que sea continua, ha de ser:

lim f()= lim (a-—x»=a-4 4+2a=a-4 — a=-8
x— 2% x— 2%
S =4+ 2a
Por tanto, la funciéon es continua si a = -8, y es discontinua (en x = 2) si
a#+—8.

b) e En x# 0, la funcién es continua.

e En x=0:
lim fx)= Ilim e*™ =1
x—= 0" x— 0 .
Para que sea continua, ha de ser:
lim fo) = Ilim (x+2a)=2a 1
x—>0+f x— 0* I=2a — 6l=3
SO =1

L . . 1 . . . 1
Por tanto, la funcion es continua si a = > y es discontinua (en x=0) si a# >

4 3 2
x*—3x° +2x
Sea la funcion f(x) = 32—

X"—X

a) Calcula: lim f(x); lim f(x); Ulm f(x); lm f(x)
x—0 x—1 X — —oo

X = +oo
b) ¢Cual es la funciéon que coincide con f(x) exceptoen x=0 yen x=1?

c) ¢En qué puntos no es continua f(x)?

4_ 2.3 2 2(nn _
f(x)=x 32x + 2x =x(x 2(x -1

x?—x x(x—-1)

a) lim f(x)= lim [x(x-2)]=0

x—0 x—0
lim f(x)= lim [x(x-2)]=-1
x—1 x—1
lim  f(x) = +e
X — +oo
lim  f(x) = +e
X = —oco

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad



b) g(x) = x(x —2) = x? — 2x

AOJFEn x=0 yen x=1

evitables).

Pagina 147
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Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad

Calcula los limites de las siguientes funciones cuando x — +co:

x2-5x 3x
.
2x + 1\1-x
Bg(o =[5
3x2
= x—
) h(x) (1,2 —+ 1
X _ 3x + 4\x-1
d)z(x)—(2x+5
a) lim (xZ—Sx _3_x)=
x> 4o\ X+ 1 2
b) lim (ZX+1)17X
X —> +oo X—3

2
o lim (1,2x— 3x7 )= )

X —> +oo x+1

& lim (3“4)“1:(_

2x +5

X —> +oo

Dada la funcion:

1
—+Db
x2

JX)=13x2+4 si -1<x<1

—x3+8 si x>1

calcula el valor de b para que f(x) sea continua en x

¢Es continuaen x=1?

e Para que f(x) sea continua en x = -1, ha de tenerse que:

lim  f(x) = f(=1)

x—= -1

la funcion no estd definida (hay discontinuidades

2x% = 10x = 3x(x + D) _

2x% = 10x — 3x% — 3x _

_
UNIDAD ﬁ
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1
lim f(x)= lim |—+b|=1+b
x = -1 x—=-1"\X
lim [f(x)= lim GBx*>+4)=7 Ha de ser 1 +b=7; es decir, b=06.
x— 1" x—-1"
fH=1+b

e Veamos que la funcién también es continua en x = 1:

lim fo) = lim Gx2+4) =7
x— 1"

x =17

lim f(x)= lim (x>+8) =7 ¢ lim f(x)=/(D
x—1

x— 1" x— 1"

S =7

Por tanto, f(x) es continua en x = 1.
Estudia la continuidad, representa y halla los limites para x — +« y
x — —o de la funcion:
2% si x<1
SJ(x) =12 si 1<x<2
—x?+4x si x>2
e Continuidad:

—Si x#1 y x#2 — Es continua, pues estd formada por funciones
continuas.

lim f(x)= Ilim 2¥=2

x— 1" x— 1" lim f(X) =f(1)-

—En x=1 = lim flx)= lim 2=2 ol
x—1* x—1" J(x0) es continua en x = 1.
S =2

lim  f(x) = lim 2=2 f(x) no tiene limite

x =2 x =2 |
en x = 2, por lo
—En x=2 > lim fo= lim (x?+40)=4( . por
X 2* o 2t tanto no es conti-
nua en ese punto.
J2) =2 P

Discontinuidad de salto finito en x = 2.

o lim [f(x)= lim (=x?+ 4x) = —oo

X — +oo X —> too
lim flx)= lim 2*=2"=0
X — —oo X — —oo

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad



e Grafica:

-

1254\56

o\ul\)w»&

s24 | Considera la siguiente funcion:

x2+2x+1si x<-1
Jx)=92x+2 si—1<x<2

—x2+8x six>2

Estudia su continuidad y represéntala graficamente.

e Continuidad:

—Si x#-1 y x#2 — Es continua, pues esta formada por funciones
continuas.

lim flo = lm (220t D=0 iy f) = f-1)

ot N x— -1
—Fn x=-1 = Im f)= Iim QRx+2)=0 o
x— _1+f X1t f(x) es continua
en x=-—1.
JED =0

xlimT S0 = xlimr (2x+2) =0 [ no tiene limite

) ) -2 1
—FEn x=2 = lim flx)= lim (—x*+8x) =12 en o | 1e8o
x— 2" x—2* no es continua en

f(Z) =6 ese punto.

Discontinuidad de salto finito en x = 2.

e Grafica:
16
14
12
10
8
6
4/
2
5 4 -3 2 -1 12345678\910

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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Estudia la continuidad de las siguientes funciones y represéntalas:

—2x+5 si x<5/2

a) f(x) = |2x—-5| = {2x—5 si x>5/2

x2-4 six<=2
b)f(x)=|x?—4| ={-x2+4 si-2<x<2

x2—-4 six=2

2 si x<o0

f()=x|x| = {;:

si x>0

2x+5 si x<5/2

) flo) = |2 = 5] = {ZX—S si x25/2

e Si x# X la funcion es continua, pues esta formada por funciones polindémicas

(continuas).

5
En x=—:
® £rn X >

lim  flo = Ilim (2x+5)=0
x = (5/2) x— (5/2)

lim flx)= Iim (@2x-5) =0
x— (/2" x— (5/2)*

J(5/2)=0

Como lim [f(x)=f (2), S0 es continua en x = 2
x = 5/2 2 2

e Grafica:
Rl

»—-\Nuo»mu/
~

x%2—4 si x<=2

b) f(x) = |x?—4|={—x2+4 si 2<x<2
xZ2—4 si x=2

e Si x#-2 y x#2, [ es continua, por estar formada por funciones poliné-
micas (continuas).

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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e En x=-2:

lim fo= lim (x*-4=0

x> -2 x> -2
lim f(x)= lim (=x?>+4) =0

x—-=2" x— 2"

J=2)=0

Como [lim f(x) = f(-2), [ es continua en x = —2.
x—= -2

e En x=2:

lim f(x)= lim (~x*>+4) =0

x— 27 X =27

lim fx)= lim (x*-4 =0
x— 2" x— 2"
J2)=0

Como /lim f(x) = f(2), [ es continua en x = 2.
x—2

e Grafica:

si x<0

2
c)f(x)=x|x|={ ]
X

si x=0

e Si x#0, [/ es continua pues estd formada por funciones polinémicas
(continuas).

e En x=0:

lim fQo) = lim (=x» =0

x—= 0" x— 0"

lim fx)= lim (~x*) =0
x— 0" x— 0*
) =0

Como [Iim f(x) = f(0), [ es continua en x = 0.
x—=0

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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e Grafica:

Una empresa ha establecido para sus empleados un incentivo (en cientos de
euros) en relacion con el valor x (en cientos de euros) de lo vendido por
cada uno.

Dicho incentivo sigue la funcion:

0,01 x si 0<x<100
SJ&X) =1 30x .

—— si x>100

2x + 2300

a) Estudia la continuidad de f(x). Indica si el incentivo recibido por un
empleado es sensiblemente distinto si el valor de las ventas es
ligeramente superior o inferior a 10 000 €.

b)¢Cual es la cantidad maxima que un empleado podria recibir como
incentivo si sus ventas fueran muy grandes? Justifica tu respuesta.

a) Dom = [0, +o0)

—Si x# 100 — La funcién es continua, pues estd formada por funciones
continuas en los intervalos definidos.

lim  flo= lim 0,0lx=1 (100 €)

x — 100~ x — 100~
En x=100 =1 lim foo = lim SO 12 (120 €
—FEn = = - =1,
x = 100 x— 100" 2x + 2300

£(100) = 1 (100 €)

Hay una discontinuidad de salto finito en x = 100.
Como [lim flx)# [lim f(x), el incentivo recibido por un empleado si es
x — 100~ x — 100*

sensiblemente distinto si el valor de sus ventas es ligeramente superior o inferior
a 10000 € (x = 100).

30x
17 = [0 — =1 1500 €
b)xiﬂzw.f(x) i 2300 5 — 1500

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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527 |Las conclusiones de un estudio establecen que el nimero de individuos de
una determinada poblacion de una especie protegida vendra dado, durante

15 000z + 10 000
los proximos aifios, por la funcion f(#) = 5 2112 , siendo t el

nimero de afios transcurridos. Se pide:
a) Tamaiio actual de la poblacion.

b) Si esta funcion fuese valida indefinidamente, ;se estabilizaria el tamafio
de la poblacion? Justifica la respuesta.

a) f(0) = 5000 individuos.
1 t+1
b) lim f([) = lim M = 7500

[ — +oo I — +oo 20+ 2

Se estabilizaria en 7500 individuos.

528 |La profundidad de la capa de arena en una playa se vera afectada por la
construccion de un dique. En una zona de la playa, esa profundidad vendra
dada por la siguiente funcion:

2+ t2 si 0<t<1
P@®)=18t2-t-1

—_— sit>1
212

P es la profundidad en metros y ¢ el tiempo en afios desde el inicio de la
construccion. Si la profundidad llegara a superar los 4 metros, se deberia
elevar la altura del paseo maritimo.

a) ¢Es P(t) una funcion continua?

b) ¢Sera necesario elevar la altura del paseo con el paso del tiempo, por cau-
sa de la profundidad de la arena?

c) Haz una grafica aproximada de P(#).

a) Las funciones que definen P(#) son continuas en el intervalo en que estan de-
finidas. Estudiamos la continuidad en x = 1:

lim P@) = lim Q2+1t>)=3

t— 1" t— 1~

a1 lim P(t) =3 = P(1)
lim P = lim ———>—=3]"'71
r— 1" t—1* 2t

Por tanto, P(#) es continua.

) o 8tt—t-1
b) Calculamos  lim P(t) = lim ——5——=4
[ — +oo t— +oo 2t
8t2—rt-1

Observamos que <4 para cualquier valor de ¢ mayor que 1.

212

Por tanto, la profundidad nunca llega a superar los 4 metros y no sera necesa-
rio elevar la altura del paseo.

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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Un equipo de investigacion ha estimado que el tiempo (7, en minutos) que
se tarda en realizar cierta prueba de atletismo en funcion del tiempo de
entrenamiento de los deportistas (x, en dias), es:

300

30° 0<x<30
X +
T =
(=) 1125
—  _+2, x>30
(x-5)(x—-15)

a) Justifica que la funciéon T es continua en todo su dominio.

b) Por mucho que se entrene un deportista, ¢sera capaz de hacer la prueba
en menos de 1 minuto? ;Y en menos de 2?

300
5 0<x<30
+
TOx0) = x+3
1125
— 42 x>30
(x—5)(x—15)
. 300 .
a) e la funciéon y = % +30 es continua, salvo en x = -30; pero, como solo la
consideramos en 0 < x < 30, serd continua en el intervalo (0, 30).
G s ., tinua, sal 5 15
e La funcion y= ————— es continua, salvo en x = en x=15;
T G- 15) Y
pero como la estamos considerando para x > 30, es continua en el intervalo

(30, +00).
e Por tanto, si x # 30 (x € [0, 30) U (30, +<><>)), la funcion T(x) es continua.

e Si x =30, tenemos que:

lim Tx) = lim 300 =5
X = 30 x—30- X+ 30
1125 T(x) es continua en x = 30.
lim TG = lim |————+2|=
x — 30* ( ) x — 30" (x = 5)(x-15)

7(30) =5

e Por tanto, 7(x) es continua en su dominio.

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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b) 7(0) = 10 minutos; y, a mayor tiempo de entrenamiento, menos tardan en
realizar la prueba. Ademas:

1125
lim T = lim |—————+2|=2
X = +oo x — +oo | (X = 3)(x = 15)
Por tanto, ningin deportista seria capaz de realizar la prueba en menos de
1 minuto, ni en menos de 2 minutos.

30 |El grupo de estudios de una empresa ha comprobado que las pérdidas o
ganancias de esta se ajustan a la funcion:

2x—4

x+2

donde x son los afios de vida de la empresa (x> 0) e y viene expresada
en cientos de miles de euros.

y=

a) Representa la funcion.
b) ¢En qué aiio deja de tener pérdidas?

c) ¢Estan limitados sus beneficios? Si lo estan, scual es su limite?

a)

2 3 4 5 6
-1
-2

=0 = 2x-4=0 = x=2 (ylafuncién es creciente).

2x — 4
X+ 2

b)

Deja de tener pérdidas en el 2.° ano (x = 2).
2x—4

O lim =2 5 200000 €
X 4e0 X+ 2

El beneficio estd limitado a 200000 €.

31 |Un comerciante vende un determinado producto. Por cada unidad de
producto cobra 5 €. No obstante, si se le encargan mas de 10 unidades,
disminuye el precio por unidad, y por cada x unidades cobra:

5x si 0<x<10

Vax2 +500 si x> 10

a)Halla a de modo que el precio varie de forma continua al variar el
numero de unidades que se compran.

C(x) = {

b) ¢A cudnto tiende el precio de una unidad cuando se compran “muchisimas”
unidades?

@ El precio de una unidad es C(x)/x.

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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a) lim Clx)= Iim (5x) =50

x — 10~ x — 10~

lim C(x) = lim Vax?+ 3500 = V100a + 500
x — 10* x — 10"
c(10) = 50

Para que sea continua, ha de ser:

V100a + 500 = 50 — 100a + 500 = 2500 — 100a = 2000 — a = 20

\I 2 \I 2
b) lim @ = lim M = lim ZOX—+SOO = \/5 = 447 €
x— 40 X X —> +oo X X —> +oo X
CUESTIONES TEORICAS
x2—-4

Sea la funcié = .
ea la funcion f(x) <2
El segundo miembro de la igualdad carece de sentido cuando x = 2. ;Como
elegir el valor de f(2) para que la funciéon f sea continua en ese punto?

24 -2 2
lim [0 = dim Sk gy SZBDEED e i =4
x—2 x—2 X—2 x—2 (x—2) x =2

Para que f sea continua en x = 2, debemos elegir f(2) = 4.

Expresa simboélicamente cada una de estas frases y haz una representacion
grafica de cada caso:

a) Podemos conseguir que f(x) sea mayor que cualquier nimero K, por
grande que sea, dando a x valores tan grandes como sea necesario.

b) Si pretendemos que los valores de g(x) estén tan proximos a 1 como que-
ramos, tendremos que dar a x valores suficientemente grandes.

c) Podemos conseguir que b(x) sea mayor que un nimero K, por grande
que sea, dando a x valores suficientemente proximos a 2.

/

a) lim f(x) = +eo
X —> +oo

b) lim g =1 3

X — +oo

o) lim h(x) =+
x—2

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad



UNIDAD ﬁ

34 |De una funcion g se sabe que es continua en el intervalo cerrado [0, 1] y que
para 0<x<1 es:

X2+ x
gx)=——

¢Cuanto vale g(0)?

Si g es continua en x =0, debe verificar que /im g(x) = g(0). Hallamos el
limite: r=0

2 1
lim g(x) = lim XX lim x(x—+)= lim (x+1=1

x— 0t x— 0t X x— 0" X x— 0"

Por tanto, g(0) = 1.

35 |Escribe una definicion para cada una de estas expresiones y haz una repre-
sentacion de f:

a) lim f(x)=3 b) lim f(x)=—co
c) limrf(x) = 4oo0 d) lz’myf(x) = —oo

a) Podemos conseguir que f(x) esté tan proXimo a 3 como queramos sin mas
que darle a x valores suficientemente “grandes y negativos”.

b) Podemos conseguir que f(x) sea “tan negativo” como queramos sin mas que
tomar x tan grande como sea necesario.

¢) Podemos conseguir que f(x) tome valores tan grandes como queramos sin
mas que darle a x valores tan proximos a 2 (pero menores que 2) como sea
necesario.

d) Podemos conseguir que f(x) /

tome valores tan “grandes y «—//3

negativos” como queramos sin :

mas que darle a x valores tan :

proximos a 2 (pero mayores 132
.
.
.
.
.

que 2) como seda necesario.

36 |Siuna funcion no esta definida en x =3, ;puede ocurrir que lzm f(x) 5?
¢Puede ser continua la funcion en x = 3?

Si, puede ser que lim f(x) =5, por ejemplo:
x—3

_ 2 - 2
f(x) = Zo3x+2) es tal que /im K-3x+2) =5; y f(x) no estad definida
x—3 x—3 x-3

en x = 3.

Sin embargo, f(x) no puede ser continua en x =3 (pues no existe f(3)).

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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37 |De una funcién continua, f, sabemos que f(x)<0 si x<2 y f(x)>0 si
x> 2. ¢Podemos asegurar que no tiene limite en x = 2? Pon ejemplos.

lim f(x) =0

x—=2

Por ejemplo: f(x) = x? -4, g(x) = x - 2.

38 |Sea P un polinomio: P(x) = ax?+ bx + ¢

P(x) - P(0)

Prueba que tiene limite en 0 y calcula su valor.

~ P(x) = P  ax’+bx+c-c ax?+ bx
lim ————= Ilim = lim ———— =
x—0 X x—0 X x—=0 X
= tim ZED) o axes by = b
x—0 X x—0
Pagina 149
39 | Calcula, sobre la grafica de esta funcion:
Y
a) lim f(x) b) lim f(x)
X — too x — -1 *
~ A1 / -
O lim f(x) d) lim f(x) . p
x -2 x— 2" N\ /
44 1N\2 2[4 X
\ [
1 |
D lim fx) =3 b) lim  f(x) = —oo
X —> too x— -1
o) lim f(x)=+oo d lim f(x) = —eo
X — 2" x— 2"
40 |Halla, observando la grafica de esta funcion, los siguientes limites:
a) lim f(x) b) lim f(x)
X — +oo X —> —o° Y ,
o Ilim f(x) d) lim f(x) A
x— 2" x — 2" _’(//
e) lim f(x) ) lim f(x) i
X — 2" x — 2" \
a) lim f(x) = +eo b) lim  f(x) = —oo ) 214 [ Ix
X — +oo X —> —oo \
O lim f(x0) = oo & lim [0 = e e \
x— 2" x— 2" s
e lim f(x) = —oo ) lim f(x) = +oo 7
X — -2 x— =27 7

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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PARA PROFUNDIZAR

Estudia la continuidad de estas funciones:

| x|

a)y=2x+ =" ¢Qué tipo de discontinuidad tiene?

si x<-1

x
b)y={

|x=2| six>-1

a) En x =0, la funcion no esta definida, luego es discontinua.

2x—-1 si x<0
Como: y = . , entonces:
20+1 si x>0

lim Qx-1)=-1; lim Qx+1) =1

x— 0" x— 0"
Por tanto, hay una discontinuidad de salto finito en x = 0.

X si x<-—1
by=4-x+2 si -1<x<2
xXxX—2 six=22

e En x#-1 y x#2: lafuncién es continua pues estd formada por funciones
continuas.

e En x=-1:

lim flx)= lim x=-1
x—-1" x = -1"

lim f) = lim (wx+2)=3

x— 1" x— 1"

J-D) =1

Como [lim flx)# [lim f(x), f no tiene limite en x = —1.
x— -1 x— 1"

Es discontinua en x = —1.
e En x=2:

lim fx) = lim (—x+2)=0

x =27 x =27

lim f) = lim (x—2)=0

x— 2" x— 2"

f2)=0

Como lim f(x)=f(2), [ escontinua en x = 2.
X =2

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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43

38

| x|

Dada f(x) = , justificaque lim f(x)=1Yy
x+1 X — +oo
Definimos f(x) por intervalos:
_+ 1 si x<0
X
S0 =
si x>0
X+
X
lim  f(x) = [lim =1
x—>+oof() x—>+°°-x"'1
-x
lim  f(x)= lim =-1
X — —oo / x> - X+ 1
Calcula los siguientes limites:

a) lim (m—x)

X = oo

& Multiplica y divide por \x? + 3x +x

b) lim Vx2+2 —Vx2—-4

x = —o0

c) lim
x—0

.

d) lim (1_—

x—2

2 Iim (Nx? +3x —x)

X = +oo

=

x—2

lim f(x)=-1.

X — —oo

(V2 + 30 — 20) (V2

+3x+X)_

lim

X = +oo Vx2 + 3x + x

x2 + 3x — x2

3x

lim —= Ilim ——-=

x>t V2 + 3x +x x> e \VxZ 4+ 3x+x

lim 5% = lim

oy X3

x>ty 4 X e X T X x40 2X 2

b lim Nx?+2 —Nx2—4 = fim (N2 +2 —\Vx?2—4) =

X = —o0

lim
X —> +oo

lim
X —> +oo

X —> +oo

(Va2 + 22— 4) (Va2 + 2 +\x2—4)

Vx2+2+\x2 -4

X2+2-x%2+4 6

3 X2+ 2 - (x2-4)
lim

x> e \xZ+ 2+ V2 — 4

= [lim

V2 +2+\x2—4 x> ve 2 + 2+ \x2

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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x>0 x2(\x 9+3)
1

O

= lIim

x—0 x(\/ 9+3)

Hallamos los limites laterales:

lim

x>0 x(\x+9+3) 9+3)

1
ER e S—
x— 0" x(\/_x +9

UNIDAD | 5
C(Vx+9-3) (N +9-3)Nx+9+3)
o) lim — | = lim =
x—0 X x—0 xz(\/x+9+3)
= lim x+9-9 lim

x
x=0 x2(Vx +9+3)

= 400

+3)

= lim

w52 -2(1+V3-2)

2
= lIim A

w52 -1 +V3-n)

1 1
= lim

X =2 1+\/ - X 1+1
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AUTOEVALUACION

1. Calcula los siguientes limites:

VaZ+1

a) lim b) lim (2+e%)
x—oto 1—Xx X —> —oo
x l
o tim < d) tim ==
X = 400 X x — too X
Vx2 +1
a) lim =-1 b) lim Q2+eX)=2+0=
X = +oo - X X — —oo
eX In x
) lim —5 = +eo d) lim =0
x — +o0 X x40 X

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad

, (1_\@6) IRy R E
d) lim |———| = lim y
T2 xo2 (=21 +vV3 )

= lim 1-6G-%
xo2 (-2 +3 x)
1-3+x

1

2

2
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—2
2. Halla el limite de la funciéon f(x) = %

3. Dada la funcion f(x) = {

2

_s cuando x > 2, x 5> -2, X >+ y

x — —co. Representa graficamente la informacion que obtengas.

lim a2 (0 Indeterminacio
° 1 —_— = ndeterminacion.
xo2 2x2-8 (0

220 x(x-2) x(x—2) X

e X ~
Simplificamos la fraccion: 28 24 2t D=2 2t 2)

_oxt-2x x 2 _ 1

i x?-2x 8 . X< =2, y— +o
[ ] Zm — = T o0
w2 2x2-8 0 x>=2, y—> —oo
x2-2x 1
e [lim =—
N>t 242 -8 2
x2-2x 1
e lim =—
N> 2X°—8 2
A
! 1
'{ """ E"""" ""':;.":_'"';;1/2
=2! 2 X
5 -1
s
e¥+1 si x<0

—x2+3x+2 six>0
a) Estudia su continuidad.

b)Halla lim f(x) y Ulim f(x).

X — —oo X — +oo

a) Tanto si x <0 como si x>0, f{x) es continua, por estar definida mediante fun-
ciones continuas.

Estudiamos la continuidad en x = 0.

lz’mie‘x+l=1+1=2
Iim f(x) < ¥ 0 im0 =2

x—0 [[m_x2+5x+2=2 x—0
x = 0+

J(O=e"+1=2

Como [lim f(x) = f(0), f es continua en x = 0. Luego f es continua en R.
x—0

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad



b) lim fx)= lim e*+1=e") +1=+c
X — —oo X — —oo

lim f(x)= lim (=x?+3x+2)=—co
X —> +oo X — +oo
4. a)Calcula a y b para que Jf sea continua:

2x+a si x<-2
S(x)=1x%-5 si2<x<1
bx+3 sil<x

b) Representa la funcion obtenida.

a)e f escontinua si x<-2, si 2<x<1 ysi 1<ux, por estar definida por
funciones continuas.
e Para que [ sea continua en x = -2, debe cumplirse que lim f(x) = f(-2).
x— =2

S(2) =22 +a=4+a

lim(2x+a)=4+a

lim  f(x) < o Por tanto, 4 +a=-1 > a=-5
X2 lim (x?-5)=4-5=-1
x— 2"

e Para que f(x) sea continua en x =1, debe ser /lim [f(x) = f(D).
x—1

fO=b-1+3=b+3

lim (x* = 5) = —4
lim f(x)< ¥ Por tanto, b+3=-4 — b=-7
x—1 lim (bx +3)=b+3

x— 1"

—2x—-5 si x<-2
b)flx) =3x%-5 si 2<x<1
—7x+3 si 1<x

=

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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5. Observa la grafica de la funcion y = f(x) y di el valor de los siguientes limites:

o lim f(x) d lim f(x)
Y
Num /

1 2/ X

a) lim f(x) b) lim f(x)
x— -1 x—2
_/g
________________ 1
-3 -2 —1_1
=2
a) lim flx) =3
x— -1
lim f(x) = 0
b) lim f(x) o
x—>2‘fx < lim f(x) = =2 S mo
x— 2"

o lim f(x)=+oo

X — +oo

d Iim flo) =1

X — —oo

tiene limite cuando x — 2

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad



DERIVADAS. )
TECNICAS DE DERIVACION

Pagina 151

REFLEXIONA Y RESUELVE

Tangentes a una curva

]
y=lfoolf
/
p AN
/,/(
V// 5
%
\\\
-5 14

B Halla, mirando la grifica y las rectas trazadas, f'(3), f'(9) y f'(14).
F3 =0 fO = 25 pap =1
E Di otros tres puntos en los que la derivada es positiva.

La derivada también es positiva en x=-4, x=-2,x=0...

B Di otro punto en el que la derivada es cero.

La derivada también es cero en x = 11.

B Di otros dos puntos en los que la derivada es negativa.

La derivada también es negativa en x =4, x = 5...

H Di un intervalo [a, b] en el que se cumpla que “si x € [a, b], entonces

f’(x) > 0”7,

Por ejemplo, en el intervalo [-5, 2] se cumple que, si x € [-5, 2], entonces [f'(x) > 0.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién




Funcion derivada

B Continua escribiendo las razones por las cuales g(x) es una funcién cuyo com-
portamiento responde al de la derivada de f(x).

e En el intervalo (a, b), [f(x)

es decreciente. Por tanto, su L —
derivada es negativa. Es lo STACS) //
que le pasaa gx) en (a, b). TN //
LN
e La derivada de f en b esO: : /'
J'(b) = 0. Y también es / , ) /
g =0. / 7
e En general:
g() = f'(x) =0 donde f(x) N
tiene tangente horizontal. \
=lg(o)l= /GO
gx) = f"(x) >0 donde [f(x) N \
es creciente. P P \
\
g(x) = f'(x) <0 donde f(x)
es decreciente. \

B Las tres graficas de abajo, A, By C, son las funciones derivadas de las graficas
de arriba, 1, 2 y 3, pero en otro orden.

Explica razonadamente cual es la de cada una.

1)B 1 2 B
2) A \

7 Y .
3)C \ \

La derivada se anula en los
puntos de tangente horizontal, \
es positiva donde la funcion es
creciente, y es negativa donde
la funcién decrece.

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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2—-3x, x<2

. = ¢ i =2?
1. /(%) {xz—s,x>2 ¢Es derivable en x =2

lim fQx) = lim (2-3x)=-4
x— 2 x—= 2
lim _fQo) = lim (x*-3)=1
X —>2 X —>2
La funcién no es continua en x =2, pues lim _ f(x) # lim _f(x).
X — 2 x =2

Por tanto, tampoco es derivable en x = 2.

2. f(» 2-3%, x52 Es derivabl 2?
. X)= LS derivaple en x, = &f
2_8 x>2 °¢ 0

lim f(x) = Ilim (2-3x)=-4
x— 20 x— 2

li - I 8 =_
im _f(x) xz_>m2+(x2 8) =—4

x— 2

La funcion es continua, pues:  lim _ f(x) = lim__ f(0) = f(2) = —4.
x— 27 x—= 2

-3 si x<2

2x si x> 2

S0 = {

S (2)==-3=2/[02") =4

Por tanto, f (x) no es derivable en x = 2.
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1. Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones:

0D =1 b)) =\

OSC) =t DI =

) f(x) = \/::—’zi £) /(x) = In o=~

Q) f(x) =\3x+1 h) f(x) = log(sen x - cos x)?

i) f(x) = sen? x + cos® x + x ) f(x) = senVx +1-cos Vx—1

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién




K f(x) =7 senx?+D) D) f(x) = sen(3x5— 2Vx +2x)
m) f(x) =Vsen x + x%+ 1 n) f(x) = cos?x + (3 — x)?

) f,(x)z—l-(1+x)—(1—x)-1=—1—x—1+x= —2
1+ x)? 1+ x)? (1 +x)?
b) Utilizamos el resultado obtenido en a):
feo-—te. =2 1
5 1-x A+x0? NA-2000 +x)3
1+x
¢) Utilizamos el resultado obtenido en a):
fa-—L .2 20+w 2
1-x d+x? d-00+x0? 1-x?
1+x
De otra forma: Si tomamos logaritmos previamente:
S =In(1-x) -0 +x). Derivamos:
e~ 1 l-x—1+x _ -2
S 1-x 1+x 1 — x2 1—x?
& FG0 = A +1g? 00 +igx) -1 —1gx) - A +1g* %) _
' (1 + 1g x)?
_ A+ g0l —tgx—1+1gx]l _ 20 +1g% x)
1 + 1g x)? (1 + 1g x)?
De otra forma: Si tenemos en cuenta el resultado obtenido en a):
1) = -2 _ -2 2y L =21 +1g% x)
xX)=——  Dltgx]= ——=——— (A +1g°x) = ———=
s (1 + 1g x)? 8 (1 + 1g x)? 8 1+ 1gx0)?
e) Teniendo en cuenta lo obtenido en d):
_ 2 _ 2
0 = 1 =21 +1g ;c) _ (1 + 1g° x)
5 [1-1gx (1 +1gx) V(1 =g 01 + 1g x)3
1+igx
También podriamos haber llegado a este resultado utilizando lo obtenido en b).
0 fl) = Ne®* =nel®/ 2= _tgzx
o 1+ 1g% x
S0 —
@ flo)=N3¥*+1 =3+ D/2

S =3ernize Loy M3 EET

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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h) f(x) = log (sen x - cos x)* = 2[log (sen x + log (cos x)]

fo=2|Cosx 1 senx 1 2 . cos® x —sen® x _
senx In10 cosx In10 In 10 Sen x - cos x

4  cos’x—sen’x _ 4  cos2x _ 4

" 10 2senx-cosx  Im10 sen2x  In10 - 1g 2x

De otra forma:
Sf(x) = log (sen x - cos x2=2 log (S€n22x)
Fix) =2 - 1 cos2x _ 4

n10 sen2x  In10 - g 2x
2

D fo)=sen?x+cos?x+x=1+x
S0 =1
cosNx + 1 cosVx — 1 + sen\lx+1~(—sen'\lx—1) _
2Nx + 1 2Nx -1

_ cosNx+1- cosNx—1 _ senNx+1-senVx—1
2Vx + 1 2Vx -1

oS =

k) /1o = 75enC £ D gy 7 Dlsen(x? + D) = 75707+ DL 72 2x - cos(x? + 1)

5 2
D /0 = cos (3x5 — 2Vx + V2x ) - (15x4 _ Ly, )
! ( ) Vx o 3x2

m) f'(x) = . (cos x + 2x) = —SXXT 2x

2Nsen x + x% +1 2Nsen x + x* + 1

n) f'(x) = 2cos Vx+G-n? - [—sen m] : 13+ 20 -0 D _
Ve + 3 - 202)?

_ —2cos Vot G-x0tsenVx+ G-x0?% Q2x-5) _
33+ (3 - )2
_ -2 - sen 2+ 3 -x2?)
30+ (3 - 202)2

2. Halla las derivadas 1.2, 2.2 y 3.2 de las siguientes funciones:
a)y=x> b)y=x cos x o) y=sen* x+cos’ x+x
a)y=x>

y/= 5.%'4; y// - 20963; y/// - 60.96'2

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién




b)y = x cos x
y' = cos x — x sen x
Y/ =—=sen x —sen x — X cos X = —2sen x — x cos X
Y= -2c08 x — cOS X + X sen x = =3C08 X + X sen x
Oy=sen’x+cos?x+x=1+x
Y=L y'=09"=0

3
3. Calcula f'(1) siendo: f(x) = \/.;\/S_x . et

23342
1379 - ¢t

Por tanto: f'(1) = 0

4. Calcula f'(n/6) siendo: f(x) = (cos?* 3x — sen? 3x) - sen 6x

sen 12x

J(x0) = (cos? 3x — sen® 3x) - sen 6x = cos 6x - sen 6x =

12cos 12x _ 6cos 12

S0 =
Por tanto: f/(%) =06 cos % =6-cosQRn)=6-1=6

5. Calcula f'(0) siendo:

S =mNx?+x+1 —%3-(2.%%1)2

O =V x+ ] - Qx+12= 2 2+ x+1)— -5 Qx+ 12

1 2x+ 1 4 2 2x + 1 4Q2x + 1)
== —="— - —— - (2x+ 1= _ -
! 2 xXrx+l N3 202 + 2x + 2 NES
- 2x + 1 _ 8x+4 _ 1653 — 242 + V3 - 24)x + V3 -8
2X2+2.X'+2 \/g \/§(2x2+2x+2)

Por tanto: f7(0) = \/E—\/_gS

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon



UNIDAD | 6

Pagina 158

1. Estudia la derivabilidad en x, =3 de la funcion:

x2-3x, x<3

S = {3x—9, x>3

e Continuidad en x;, = 3:
lim  f(x)= lim (x*>=3x)=0| lim f(x)=/f3)=0
X =3 x— 3 x—3

lim LS00 = lim (3x - 9) =0 | Portanto, f(x) es continua en X, = 3.
x— 3 x—3

e Derivabilidad en x,, = 3:

lim _f'(x)= lim_(2x-3) =3 =f(3)

¥ v Las derivadas laterales existen
lim  f(x)= lim (3)=3=f"(3"%) y coinciden.

x—=3 x— 3

Por tanto, f(x) es derivable en x,=3. Ademas, ['(3) = 3.

2, Calcula m y n paraque f(x) seaderivable en R:

x2—mx+5, x<0

S(x) = { )

—Xx“+ mn, x>0

e Si x# 0, lafuncién es continua y derivable, pues estd formada por dos polino-
mios.

e Continuidad en x = 0:
lim  f(x)= lim (x> —=mx+5)=5
x— 0 x— 0

Para que f(x) sea continua en x = 0,

B 2 _
xlgmy S xh_’?o( X"+ n)=n ha de ser: =5

SO =5
e Derivabilidad en x = 0:

lim f'(x)= lim Qx—m)=-m=f(0)
x— 0

Xm0 Para que sea derivable en x =0, ha
lim _f/(x) = lim (-2x) =0 = /(0" deser: —m=0 — m=0
x— 0 x—0

Por tanto, f(x) es derivable en IR para m=0y n=>5.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Definicion de derivada

1 |Halla la tasa de variacion media (T.V.M.) de las siguientes funciones en los

a) flo) =x?+1

En [-3, -1]

En [0, 2]

En [2, 5]

En (1,1 + h]
b) f(x) = 7x -5

En [-3, -1]

En [0, 2]

En [2, 5]

En (1,1 + h]
o flx)=3

En [-3, -1]

En [0, 2]

En [2, 5]

En 1,1+ h]

a) f(x)=x2+1

%

_)

-

b) f(x) = 7x -5

T.V.M. =

TV.M. =

TV.M. =

T.V.M. =

T.V.M. =

TV.M. =

TV.M. =

T.V.M. =

T.V.M. =

TV.M. =

TV.M. =

T.V.M. =

intervalos: [-3, —1]; [0, 2]; [2, 5]; [1, 1 + h]:

A flx)=3 d) f(x) = 2%

¢En cuales de ellas es constante la T.V.M.? ;Queé tipo de funciones son?

[ED-f3)
2
[@-f© _,
2
(-1 _
3
2
f(1+h£_f(1) _h ;Zh o
[ED-fe3)
2
[@-1© _,
2
[O-f@ _
3
[A+—f@® _Th _
h " h
[ED—fED) _
2
[@-fO _,
2
(-1 _,
)

[A+h) -/
N =0

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon



d) flx) = 2¥
En [-3, -1] R R TAY A A et A e ;f =3 _ %
En [0, 2] - TVM. = [ -/ ;f © _ %
En [2, 5] - TVM = w _ ?
Enfl,1+h — Tvm = L4* hli -f _ 2 +£— 2 _ z(zhh_ )

La funcion b) f(x) = 7x — 5 es una funcion afin y la T.V.M. es constante.

La funcién ) f(x) = 3 es una funcion afin y la T.V.M. es 0 (constante).

2 |Halla la T.V.M. de la funcion f(x) =-x2+5x—3 en el intervalo [2,2 +h] vy,
con el resultado obtenido, calcula f'(2).
S =—=x?+5x—-3 en [2,2+h]

fQ+h)-f2 _ -h’+h
h T h

=-h+1

@@= lim (<h+1D-=1
h—0

3 |Utilizando la definicion de derivada, calcula f'(3) en las siguientes funciones:

3x—2
7

b) f(x) = x?2—4

a) f(x) =

) fx) = (x - 5)?

2+x
D flx) =—
o g SO -G . Bh/TD 3
a) ['(3) hh—njo T R hlzio;zo "
oo g JGEWfG) b2+ 6h
DS hhglo h hh;no h 6
2
Of@ = iim LOIWTS g, odh
h— 0 h h—0 h

, = I Z(3+h)_2(3) = I —2h =£
DfG = wm h W O+ 3R T 9

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Calcula la funcion derivada de las siguientes funciones, utilizando la defini-
cion:

a)f(x)=5x2+1
b) f(x) =3x%2-1
1
I =3
dflx)=x2-x
Sx+h)+1 5Sx+1
et [0 2 2
P 7 = / S o J W ] =
D10 b h b h
sh
o 25
h—o h 2

b) f1(x) = lim ACRS Yy (CONN 1 B+ 2 -—11-Gx*-1 _
h—0 h

h—-0 h
2
= lim 3h? + Gah = 0x
h—0 h
1
- +h-2 -2
O oo -t LTS x-2 _
h—o0 h h—0 h
- lim h I -1 -1

i T b b S D xrhoD =27

— 2 _ 2
A f1Go = hl@ow P (G Vol e Y B e O

h—0 h
2
- g or2h-h o
h—0 h

Calcula, aplicando la definicion de derivada, f'(2), f'(-1) y f'(x), siendo

x-1
S(x) = ~
2+h-1 1 1+h 1
_ o JQ+h-/f2) _ 2+h 2 2+h 2
e f'(2)= Ilim ft——F"F"F—"= |Iim ——=—— = = [im =
S'@ h—0 h h—0 h h—0 h
2+2h-2-h
L 22+ h) o h L 1 _ 1
= h R Te R LN To R

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon



UNIDAD | 6
-1+h-1
_f1+h) - fD ) 1+h
e f<D = iim L ! -
S hl—n>10 h hlzlo h
— lim -1+h-1+2-2h — lim —h _
h—0 (-1 +hh h—oo (—1+hh

lim -1 1

R

x+h-1 x-1

_ - fx+h)-f(x) , x+h X
® = [lim +H—F~—— = [im =
f(X) h—->o0 h h—-o0 h
xX+xh—-x-x*+x—-xh+h
_ (x+hx ) h
= / = 1 5 P
b o h o (o + hxh
1 1

B hlz_7>n0 (x+hx '

Comprueba, utilizando la definicion de derivada, que la funcion f(x) = Vx
no tiene derivada en x = 0.

Intentamos hallar f"(0) usando la definicion de derivada:

£y = tim LOED=SO gy Nh-o N
h—o0 h

h h—>0 h h—0

Por tanto, f(x) = Vx no tiene derivada en x = 0.

Halla la tasa de variacion media de la funcion f(x) = e* en el intervalo

[2; 2,001] y comprueba que su valor esta muy proximo a e?.

f2,00D) - f(2) _ 02001 _ 2

T.VM. [2; 2,001] = =500 0001

= 7,3928
e? = 7,3891. Los dos valores estin muy proximos.

2x—3 si x<2

w1l six>2’ halla £'(1) y f'(3) utilizando la definicion

Dada f(x) = {

de derivada.

iy SAFW D RO+ =3 =D _

e /(1) =

f() h—->0 h h—>0 h
_ oy 2¥2h-3+1 . 2h o
h—-0 h h—>0 h h—>0

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién
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12

e /(3= [im
fG) h—0 h—0 h h—0

= /lim 1=1
h—o0

Reglas de derivacion

Calcula la derivada de las siguientes funciones:

x%2-3 _ x+1
a)y—x2+3 b)y_(z—x)2
3x2 x4
- dDy=[05-—
Ay o Tn ) y ( 5 10)
2 L 20 (P H+3) - (P-3)-2x _ 12x
J (o + 372 7+ 3)?
Q-0+ (x+D-2Q-x)  x+4
by’ = 2 BRCEESE
6x‘(x+\/;)—3x2'(1——1 )
C)y’= 2\/; _ 15x2+6x2\/;
(x+ Vx)? W - (o + V)2
_ 3 A 3
d)y’=l—é-(0,5—1x—0) =?20(0,5—1i0)

Halla la derivada de estas funciones:
3 3

)y = x x2+1
ay_(x+1)2

b)y=

X
NSRRI

3 e+ DA xd 2 (D) a% - (x+ 3)

(x+ D (x+ 13

)y’

2 2 o 2 2 _
b)y,=3'(x+1)‘2xx 3 +1)=3'(x2+1)'x221
X X X X

_@x+1P-x3@x+ D e+ D-6x _ 1-4x

Yy’ (2x + 1)° T T x+Df Qx+ DA

[B+W=f® |, Grhob=2_ p, 3thol=z,

h

1— x2

T xZ_4dx+4

Dy’ (% _dx + 4 x_ 2"
2x(x-2)—(1-x%) 2  4x-2
(x = 2)3 S (w-2)

_ 2x(x%2—4x+4) -1 -xHQ2x—4) _ —2x(x— 22 -1 -x

2) . 2(x—2) _

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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UNIDAD ﬁ

Deriva las funciones siguientes:

a2
a)y=e4x(x—1) b)y=(1e—xx) c)y=\/27 dDy=mQ2x-1)

DY =4 (x-D+e 1= (4x-3)

o2 0-x) -0 -x ¢ 2-0-0-0-x°_  —x*+4x-3
by’ = o= ) o G

22 2812

N

2
2x—1

dy’

Deriva estas funciones:

ay=m(x*-1) b)y=mN1-x c)y=lnx d)y=e"2"1

ex
2x
=
)y x2-1
_—1
by = 2N1 —x _ -1
YT T o 20-%
l-ex—lnx-ex l—lnx
)= X X l-x-Inx
¢ ‘y B er N ex - x~ex

dy’'= 2xex 1

Calcula la derivada de estas funciones:

2

sen? x
= 2 b =" =

a) y = sen x cos“ x ) y 1+ cos? x

) y = sen?* x? dy=cos3(2x+1)

a) Y’ = oS X cos? x — 2C0s X sen X sen x = cos3 X — 2sen’ x cos x =
= cos3 x — 2(1 = cos? x) cos x = cos3 x — 2cos x + 2cos3 x = 3cos3 x — 2cos x

2

by y' = 2sen x cos x(1 + cos? x) + 2cos x sen x sen? x B
Y (1 + cos? x)?
2sen x cos X + 2sen x cos> x + 2cosx sen> x
(1 + cos? x)?
2sen x cos x(1 + cos? x + sen?x)  4sen x cos x
(1 + cos? x)? (1 + cos? x)?
Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién 13
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2 2 2

©) y'=2x - 2sen x? - cos x* = 4x sen x

d)y'=3cos? 2x+ 1) - [-sen 2x + 1) - 2] = —6sen (2x + 1) cos? 2x + 1)

COS X

Deriva las funciones siguientes:

a)y=log2i b) y = Vsen x2 Ay= 1:§i dy=Vx+x

a)y=log, 1 -log, x
1 1 -1

y=_;. n?2 =xln2
by = 2x - cos x>
35\Jsen2x2
2-1=-20+0+2x)2 4
(1 - 2x)? (1 - 2x)2 2
0 y'= 1+ 2x - 1+ 2x - B
1+2x
N1 2 N7 -0
1-2x
_ 2 _ 2
1+2x N —2x031 + 22
(1-2x)%-
1-2x
1
1+ —
Dy 2Vx 2Vx + 1 2Vx + 1
y'= = =
2 Vx+vx 4x-Vx+vx 4 VaZ+ alx
Halla la derivada de:
a)y=\lx\/; b)y=ln’\f X
x+1
c)y=ln(sen\/?) dy-= x—1
x+1

@ b) Aplica las propiedades de los logaritmos antes de derivar.

a)y = NVx?- =§/x_=x3/4—>y’=%-x1/4ﬁ
-\x

1
b)y=E~(lnx—ln(x+l))
,_l.(l L D
VI T 1) T 2k 2x

(/2 - e¥? - coseV?  eM? - cos Ne¥
sen e~/? 2 sen e~

Q) y=In(sene¥?) = y

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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x+1-x+1

x + 1)2 1 1
dy'= ( x)l = = =
2- — 2. 4)X=1 4. %21
x+ 1 G+ D \/x+1 \/(erD x+ 1
1

Nix =1 - (x+ 13
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Continuidad y derivabilidad

Estudia la continuidad y la derivabilidad de las siguientes funciones en los
puntos que se indican, y represéntalas:

3x—1 si x<1

a)f(x)={ en x=1

x2+axsix>1

2x—-1 si x<3

. en x=3
x2—4 si x>3

o) f(x) = {

{3x—2 six<2
df(x) = en x=2

3x+1si x>2

a) Continuidad en x = 1:

Iim_ flo) = lim Bx-1)=2
x— 1 x— 1

Jf(x) es continua

I = Iim (xX2+x)=2 _ Grifico:
ximff(X) xl_)m1+( X) en x=1.
J =2 0 |
!
Derivabilidad en x = 1: 8 /
- { 3 si x<1 E
"(x) = 7
4 2x+1 si x> 1 N //
Fan = 5} J(x) esderivableen x=1y f(1 = 3. — 711 /
f1an=3 L
Fa
3
=4
/5

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién
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b) Continuidad en x = 0:

lim_ flx) = lim —x*=0
x—= 0 x—= 0

JS(x) es continua

lim  fQx) = lim x*=0 en x=0.
x=0 x=0 Grafico:
SO =0 I s
Derivabilidad en x = 0: \>
—2x si x<O0
f1(x0 = { Sl N
’ 2x six > 0 =
21\
ol
) =0 . s
J(x) es derivable en x=0 y f(0) = 0. \
f10H=0
¢) Continuidad en x = 3:
Grafico:
lim fx) = lim Q2x-1)=5
x— 3 x— 3 2
f(x) es continua 1
lim f(x)= lim (-4 =5 ep x=3. 0
X =3 X =3 9
JB3) =5 i /
Derivabilidad en x = 3: N
- { 2 six<3 2
"(x) = 1
4 2x six > 3
—3-2 _-[_ 4 &
/A
VASRA 2} Jf(x) no es derivable en x = 3.
S 3D =06
Grafico:
d) Continuidad en x = 2: 2 /
lim _ f(x)= lim (3x-2)=4| () no es continua 6
x> 2 x> 2 en x =2 (tiene una 2
lim )= lim Gx+1) =7 discontinuidad de 3
xX—2 xX—2 salto finito). o1/
Derivabilidad en x = 2: 331 [/
1
Como f(x) no es continua en x = 2, tampoco es +2
derivable en ese punto. ;Zi
=5

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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UNIDAD | 6

Comprueba que f(x) es continua pero no derivable en x = 2:
m(x—-1) si x<2

S = {3x—6 si x>2

Continuidad en x = 2:

lim fx)= lim In(x-1)=mn1=0
x— 2 x— 2"

lim  f(x) = lim Bx—6)=0 f(x) es continua en x = 2.
x— 2" x— 2"
f(2)=0

Derivabilidad en x = 2:

—_

f/() _x__ si o x<2
. X) =

3 siox>2

J'(27) = 1] Como las derivadas laterales no coinciden, f(x) no es derivable
f@YH=3[en x=2.

Considera la siguiente funcion:

0 si x<0
Sx)=1a% si0<x<1
x six2>1
a) Estudia su continuidad.

b) Estudia su derivabilidad.

a)e Si x#20 y x#1 — Es continua, pues estd formada por funciones continuas.

e En x=0:

lim f(x)= Ilim 0=0

x— 0 x—0
B B lim f(x) = f(0). Por tanto, la funcion es
lim fQo) = lim x*=0 x— Of J . ’
x— 0" x—= 0 continua en x = 0.

JO®=0

e En x=1:

lim f(x)= lim x*>=1
x— 1 x—1

lim o = lim x=1 xlTl‘f(x) = f(1). Por Fanto, la funcién es
x— 1" x—1 continua en x = 1.

f(H=1

La funcién es continua en IR.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién

17



19

20

18

b)e S8i x#0 y x#1 — La funcion es derivable. Su derivada es, en esos puntos:

0 six<O0
S =12x si 0<x<1
1 six>1

e En x=0:

107 =0= /(0. Portanto, f(x) es derivable en x=0; y f(0) = 0.

e En x=1:

S =2=/f(1" =1. Portanto, f(x) no es derivable en x = 1.

La funcién es derivable en R — {1}. Su derivada es:

0 s x<O0
flo=12x si 0<x<1
1 six>1

Prueba que la funcion f(x) =|x + 1| no es derivable en x =-1.

—-x -1

f(x>=|x+1l={

x+1

si x<-1

si x=>-1

[(x) es una funcion continua, pues estd formada por dos funciones continuas, si

x#—1.

e En x=-1:

lim fx)= lim (x-1)=0

x = -1 x—-1"

im flx)= lim (x+1)=0

x— 1" x—-1"

JED =0

e Su derivada, si x# -1, es:

J'Co = {

-1 si x<-1

1 si x>-1

/ es continua en x = —1.

Las derivadas laterales en x =-1 son:

en x=-—1.

S =1 } No coinciden; por tanto, f(x) no es derivable

S =-1

Estudia la continuidad y la derivabilidad de la siguiente funcion:

x%—

J(x) = {

x—1

Continuidad:

1

si x<1
si x>1

Si x#1— f(x) es continua, pues estd formada por polinomios, que son funciones

continuas.

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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UNIDAD ﬁ

En x=1— Iim fx)= lim (x*-1)=0
x— 1 x— 1
lim f(x)= lim (x—1)=0 (/) escontinuaen x=1.
x— 17 x— 17

f(H=0

Por tanto, f(x) es una funcion continua.
Derivabilidad:
Si x#1: f(x) es derivable y su derivada es:
2x si x<1
"(x) =
4 1 six > 1
En x = 1: Hallamos las derivadas laterales:
San=1 L .
No coinciden; por tanto, f(x) no es derivable en x = 1.
S =2
e si x<0
Dada la funcion f(x) =
1-x six=20

Estudia su continuidad y su derivabilidad.

Continuidad:
Si x#0: f(x) es continua, pues estd formada por funciones continuas.
En x=0:
lim  f(x)= lim ¢¥=1
x— 0 x— 0

lim foo = lim (1-x =1 f(x) es continua en x = 0.
x— 0" x— 0"

JO) =1
Por tanto, f(x) es una funcién continua.
Derivabilidad:

Si x#0: f(x) es derivable y su derivada es:
—e¥ si x<0
"(x) =

S {—1 si x>0
En x = 0: Hallamos las derivadas laterales:

SO =-1

F10H =-1

Por tanto, f(x) es una funcion derivable.

} Coinciden; luego, f(x) es derivable en x = 0.

- % s x<0

Su derivada es f'(x) =
-1 si x=20

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién 19
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¢En qué puntos no son derivables las funciones siguientes?:
a) flx) = |x2 - 4] b)f(x) = |2x - 3|
a) f(0) = |x? — 4|
Jf(x) es una funcion continua, pues es la composicion de funciones continuas.
La definimos a trozos:
xX*—4 si x<-=2
S =1-x?+4 si 2<x<2
xX*>—4 st x>2
Si x#-2y x#2, ["(0) es derivable y su derivada es:
2x si x<-=2
Sl =1 —2x si 2<x<2
2x  si x> 2

En x =-2: Hallamos las derivadas laterales:

S1(20) =4

2t =4 } S0 no es derivable en x = -2.

En x = 2: Hallamos las derivadas laterales:

;:g:; i ;4 } f(x) no es derivable en x = 2.

Por tanto, f(x) no es derivable en los puntos (-2, 0) y (2, 0).

2x+3 si x<3/2

b)f(x)=|2x_3|={2x_3 si x=3/2

J(x) es una funcion continua pues es la composicion de dos funciones continuas
y=2x-3 e y=|x].

. 3 ) es derivabl derivad o) = -2 si x<3/2
n x;ﬁz,fx es derivable y su derivada es f'(x) = 2 x> 32
3 . 3\~ 3\*

En x=2 f no es derivable porque f’ 5) =2y f (5) =2
PARA RESOLVER
Dada f(x) = 3x—1 si x<2

ada flx x2+1 si x>2
a) Calcula f'(1) y f'(3). b) Comprueba que f'(27) = f'(2%).

Si x#-2: f(x) es una funcion continua, pues esta formada por polinomios, que
son funciones continuas.

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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En x=2:
lim f(x)= lim Bx-1=5
x— 20 x— 2
lim  f(x) = Ilim +(x2 +1D =5 f(x) escontinua en x = 2.
x— 2 x— 2
f=5
Por tanto, f(x) es una funcién continua.

Si x#2: [f(x) es derivable y su derivada es:

3 six<2
S0 = { 2x six>2
) f1()=3; f1(3) =6
b) /(2 =3

} no coinciden

f1@2H =4

24 |Esta es la grafica de una funcion y = f(x).

Calcula, observandola:

S'ED, Ay 3

¢En qué puntos no es derivable? JA7 2| 4

e En x =-1, la recta tangente a [/ es horizontal; su pendiente es 0. Por tanto,

JS'=D = 0.
e En x=1, / esuna funcion constante. Luego ['(1) = 0.

e En x =3, / esuna recta que pasa por los puntos (2, 1) y (4, 5). Calculamos su

pendiente:
5-1
m=—_——= 2. Por tanto, f'(3) = 2.

e No es derivable en x=0 nien x =2, porque en ellos observamos que:

SO =107 y f1(20)#f'(2D)

25 | ;Cuantos puntos que no tengan derivada hay en la funciéon y= | x?+ 6x + 8|?

_6¢m__61@_—612<x=—2
2 S22 x=-4

x2+6x+8=0 = x=

x2+6x+8 si  x<—4 2x+6 si x<-4
y=1 x2-6x-8 si ~4<x<-2 P=9-2x-06 si —4<x<-2
x2+6x+8 si x>-2 2x+6 si ox>-=2

La funcion es continua, pues es el valor absoluto de una funciéon continua.
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En x=-4 — p'(-4)=-2#y(-4") =2
En x=-2 — »p(=2)=-2=#y'(-2"=2
La funcion no es derivable en x=-4 nien x=-2; es decir, en (-4, 0) y en (=2, 0).

Son dos puntos “angulosos”.

526 |Calcula a y b para que la siguiente funcion sea derivable en todo R:

ax?+3x si x<2

f(x)={

x?—bx—4 si x>2
Para que sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.

e Si x#2 — lafuncién es continua, pues estd formada por dos polinomios.

e En x =2 debe cumplirse que /lim f(x) = f(2):
X =2

lim f(x) = lim (ax?+ 3x) = 4a + 6
X =27 X —2

lim f(x) = lim (x*—bx—4) =-2b
x—= 2" x—2

f2) =4a+6

Para que sea continua, ha de ser 4a + 6 = -2b; es decir, 2a + 3 = —b, o bien
b=-2a - 3.

Derivabilidad:

e Si x#2 — lafuncion es derivable. Ademas:

() = 2ax+3 si x<2
SO0 b s x>2
e En x =2 debe cumplirse que f(27) = f'(2%):
S1@2) =4a+3
f2H=4-b
Para que sea derivable, ha de ser 4a + 3 =4 — b; es decir, b=—-4a+ 1.

Teniendo en cuenta las dos condiciones obtenidas:

b=-2a-3 2a-3=-4a+1 — 2a=4 — a=2
=—4a+1| b=-7

Por tanto, para que f(x) sea derivable entodo R, hadeser a=2y b=-7.

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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27 |Observa las graficas de las siguientes funciones e indica en qué puntos no
son derivables:

a) b) <)
\

\
\ L

‘\\

N

\
\
) 2 2

\ T T

¢Alguna de ellas es derivable en todo IR?

a) No es derivable en x = -1 (tiene un punto “anguloso”), ni en x =2 (no esta
definida la funcion).

b) Es derivable en todo R.

¢) No es derivable en x =0 (tiene un punto “anguloso”™).

s28 |Calcula a y b para que f(x) sea continuay derivable:

x3-x six<0
ax+b si x>0

J(x) = {

Continuidad:
e En x#0 — La funcion es continua, pues esta formada por dos polinomios.
e En x=0:

lim )= lim (@W3-x)=0
x— 0 x— 0

lim f(x) = lim (ax + b) = b ( Para que sea continua ha de ser b= 0.
-0 x—=0

SO =0
Derivabilidad:

Si x#0: — La funcion es derivable. Ademas:

3x2-1 si x<0
S = { .
a si x>0
En x=0:
(0 = -1
710 Para que sea derivable, ha de ser a = —1.
SO0 =a

Por tanto, f(x) sera continua y derivable si a=-1y b= 0.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién 23
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Estudia la continuidad y la derivabilidad de la siguiente funcion:

ex

J(x)=491

—x2+3x+2 si x=3

Continuidad:

Si x#20 vy x#3:

En x=0:

lim f(x)

x—= 0"

lim f(x)

x—0*

JOES!

En x=3:

lim f(x)

X =3

lim ()

x — 3"

J(3) =2

= lim eX =
x—0

= [lim 1=1
x—0

= lim 1=1
x—3

lim
x—0

si x<0
si 0<x<3

es continua, pues estd formada por funciones continuas.

JS(x) = f(0). La funcion es continua en x = 0.

= lim (=x?+3x+2) =2 le%a_ S0 # xlim3+ JCo = /0.

x—=3

No es continua en x = 3.

La funcién es continua en IR —{3}.

Derivabilidad:

Si x#0 y x#3, esderivable y:

er

S ) =10

En x=0:

—2x+3

x <0
0<x<3
x> 3

F1O) =120 =0 — No es derivable en x = 0.

En x=3:

no es derivable, pues no es continua.

La funcion es derivable en R —{0, 3}.
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Averigua para qué valores de x es f'(x) = 0 en cada una de las siguientes

funciones:
_x’Bx-8)

a) f(x) = 12

=T

b) f(x) = x* + 2x2

d)f(x)=e*(x-1)

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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_ 3x3 —8x?
a) f(x) = =

9x% — 16x

A

x=0
fx)=0 — 9xr—16x=0 — x(9x—16)=0< 16

X =—

9

b) f1(x) = 4x3 + 4o = 4x (x> + 1D
S0=0 = 4x?+1D=0 — x=0

O f1(x) = _—2x

(.X2+1)2
Sx=0 = -2x=0 — x=0
dDfi)=e’x-D+e* 1=e*(x-1+D=e"x
=0 = x=0

Halla los puntos en los que la pendiente de la recta tangente es igual a 0 en
cada una de las siguientes funciones:

241 3
@) S = b)) = —3—
2_ 2
O S =23 D=1

Debemos hallar los puntos en los que f'(x) = 0 en cada caso:

2x(? - D-?+ D -2x _ 2x3— 20— 2x3-2x _ _ —4X
(x% - 1)2 (x% - 1)2 (x? = 1)?

a) f1(x) =
fx=0 - —-4x=0 —> x=0 —> py=-1 — Punto (0,-D

Ba?(x? — D —ad - 20 _ 3xt - 3x2 - 2xt _ xt - 3a?
(x? - 1? (x? - 1? (x? - 1)?

f=0 — x'-3x2=0 — x*x*-3)=0

b) f(x) =

x=0 — (0,0

2

x?2-3=0

w5 - [, 22)

(dx— 3)2 - x) —Q2x*— 3x) - (=1) _ 8x— 4x? -6+ 3x + 2x* — 3
(2 — x)? (2 — x)?

_ 2x*+ 8x -6

(2 —x)?

o) f'(x) =

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién
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f=0 = 2x°+8x-6=0 — x>—4x+3=0

—4+V16-12 4+\N4 4zx2 x=1 = (1,-D
X = = = =<
2 2 2 x=3 - 3,-9

2x - x-(*+ D1 22 -ax?-1  x*-1

) f10) = - . .

x2

X X

x=-1 - (-1,-2)

=0 = a-1=0<_" = a2

Averigua si en las siguientes funciones existen puntos en los que f'(x) = 0:

2x—-3 6x
) = B)S() = 37
f(x)=m(x+1) d) f(x) = 10 — (x—2)%
zl)f/(x):2(x+1)—(2x—3)~1:2x+2—2x+5: 5
(x + 1)? (x + 12 (x + 1)?

Jf'(x) #0 para cualquier valor de .

6(x?+ D—6x-2x _ 6x?+6— 12x* _ —6x*+6
(% + 1?2 (% + D? (% + D?

b) f'(x) =

x=-1 - (-1,-3)

f=0 = —6x*+6=0 — x2=1<x=1 - 1,3

1
x+1

o) f1(x) =

# 0 para cualquier valor de X.

d) f10) = —4(x—2)3
F@=0 - x=2 — (2,10

Las siguientes funciones tienen algin punto donde la derivada no existe.
Hallalos en cada caso:

a) f(x) = Va? b) f(x) = Vo + 2
o) f(x)=Vx?-1 dDf(x)=|x-3|
4x —
e)_f(x)=‘ x2 5‘ ) £(x) =| a2 — 2|
2 2
a) fo) =x?3;, Domf=R — fl(o==x"3=—"S=
S / f 3 .

/(%) no existe si x = 0; es decir, f(x) no es derivable en x = 0.

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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1
b) f1(x) = ———

2Nx + 2

['(x) no existe si x =-2; el dominio de f(x) es [-2, +o0).

Por tanto, en los puntos en los que la funcién estd definida, no es derivable en
x=-2.

¢) El dominio de la funcion es (—eo, —1] U [1, +o0).

2x X
() = -
S 2x2-1  x2-1

En los puntos en los que f(x) esta definida, no es derivable en x =-1, nien
x =1

—x+3 si x<3 -1 si x<3
d)f(x)={ {

. ;S0 = .
x—-3 six 2 3 1 si x>3

f(x) es continua en IR; pero no es derivable en x = 3, pues sus derivadas
laterales no coinciden:

S =-1 } Son distintas.
f3H=1
—4x+5 5
. —)y  Stx<+ . {—2 si x<5/4
efx‘4x2—5 Sixz_z Se= 2 si x>5/4

. . 5 .
J(x) es continua en IR; pero no es derivable en x = —, pues sus derivadas

laterales no coinciden: 4
"(5/47) =2
S/ Son distintas.
f1(5/4%) =2
X% —2x  si x<0 2x—2 i x<0
Dfx)=9-x*+2x si 0<x<2 flx)=4-2x+2 si 0<x<2
x2—2x  si x>2 2x—-2 si x>2

f(x) es continua en R; pero no es derivable en x =0, nien x=2, pues sus
derivadas laterales no coinciden:

S0 ==2 } Son distintas.
S0 =2
J@==2 } Son distintas.
f1@H =2

27
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Esta es la grafica de una funcion y = f(x).

Estudia su continuidad y su derivabilidad.

f(x) es continua en R—{3}. En x =3, presenta una
discontinuidad de salto finito. -2 2| 4

f(x) es derivable en R-{0, 3}. En x =0 hay un punto anguloso (las derivadas

laterales no coinciden), en x =3 no es continua, por tanto, no puede ser deriva-
ble.

Considera esta funcion:
£ x2-5x+m si x<1
x -
X2+ nx six>1

Calcula m y n para que f sea derivable en todo R.
Continuidad:

e Si x#1: f(x) es continua, pues esta formada por polinomios, que son funcio-
nes continuas.

e En x=1:
lim f(x)= lim (x*>-5x+m)=—4+m
x— 1 x—= 1"
lim f(x)= lim (—x*+nx)=-1+n
x— 1 x— 1*

FD=—4+m

Para que f(x) sea continua en x =1, hadeser —4 + m=-1+ n.

Derivabilidad:

e S8i x#1: f(x) es derivable y su derivada es:

2x—5 si x<1

J10 = {

2x+mn si x>1

e En x =1: Para que f(x) sea derivable en x =1, las derivadas laterales han
de coincidir, es decir:

fa) =3 o
FAH=2+n

Uniendo las dos condiciones anteriores tenemos que:

—4+m=-1+n m=n+3| m=2
_3=_2+n =_1 =-1

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon



36

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién

UNIDAD | 6

Estudia la continuidad y la derivabilidad de la funcion:

x2+2x—-1 si x<1

f(x)={x+1 si x>1

¢Existe algin punto en el que f'(x) = 0?

Represéntala graficamente.

Continuidad:

e En x# 1: La funcién es continua, pues esta formada por dos polinomios.

e En x=1:

lim f(x) = lim (x> +2x—1) =2
x— 1 x— 1 lim f(x)=f(1)
x—1

lim f(x)= lim (x+1)=2 ®
x— 17 x—1 Por tanto, la funcion es

continua en x = 1.

S =2
La funcién es continua en todo IR.

Derivabilidad:

e Si x#1: La funcion es derivable. Ademas:

S = {

2x + 2 si x<1

1 si x>1
e En x=1:
fAH =40 =1
La funcion no es derivable en x = 1.

Por tanto, la funcién es derivable en IR — {1}.

Puntos en los que f'(x) = 0:
S =2x+2 si x<1
2x+2=0 — x=-1
Sfo=1s x>1 = fl)#0 si x>1

Por tanto, la derivada se anula en x = —1.

Grafica de f(x):

Wi
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Halla a y b para que la funciéon f(x) sea continua:

2x+a si x<-1
Jx)=qax+b si-1<x<0
3x2+2 si 0<x

Para los valores de a y b obtenidos, estudia la derivabilidad de f.

e Si x#-1 y x#0: Lafuncion es continua, pues esta formada por polinomios.
e En x=-1:

Iim fx)= lim Qx+a)=-2+a
x— -1 x— -1 .
Para que sea continua, ha de ser

lim fx)= Iim (ax+b)=-a+b; -2+a=-a+ b, esdecir:
.96'—)—14r x— -1 b=2a_2

JED =—a+b
e En x=0:
lim  f(x) = lim (ax+b)=b
x— 0 x— 0

lim  f(x) = lim (3x2+2) =2 Para que sea continua, ha de ser b = 2.
x— 0" x—0

S =2

Por tanto, f(x) serd continuasi a=2 vy b=2.
Para estos valores, queda:

2x+ 2  si x<-1
[ =9 2x+2 si -1 <x<0; es decir:
3x2+2 si 0<x

2x + 2 si x<0
3x2+2 si x>0

S0 = {

Derivabilidad.:
e Si x#0: Es derivable. Ademas:

2 si x<0

6x si x>0

S0 = {

e En x=0:
FO)=2#0"=0
La funcion no es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en IR — {0}.

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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Calcula f'(0), siendo:

e*+e™
(x) = In "\ f —_—
S 2x +1
@ Aplica las propiedades de los logaritmos antes de derivar.

Hallamos f"(x) y después sustituimos en x = 0.

1

f(x) = Un(e* + e —InQRx + 1)]

|

) = L |e¥—er 2
S0 2 leX+e™  2x+1

SO =52 =-1

Halla la pendiente de la recta tangente a las siguientes curvas en los puntos
indicados:

T
a)y = sen x cos x en x=
b)y=xIlnx en x=e

x2
Oy=_yenx=0yx=1

dy= e~ 1len x=1

Debemos hallar la derivada en los puntos indicados en cada caso:

a) ' = cosx - cosx + senx(—senx) = cos’x — sen’x

o) (251~

Z 2 2
b)y’=1~lnx+x~%=lnx+l; y@=mhme+1=1+1=2

Oy = 2xe¥— x?-e* _ eQx-x?) _ 2x-x
(ex)z (QX)Z eX

PI0) = 0; /(1) = %

d) ' =2xex =1 (1) =2

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Estas graficas representan las funciones derivadas de las funciones f; g, b y j:

rad 5 h' \ J

i
F

Y Y

8 4

a) ¢Cuales de estas funciones tienen puntos de tangente horizontal?

b) ¢Cuil de estas graficas es la funcion derivada de una funcién polinémica
de primer grado?

c) ¢Cual de ellas corresponde a una funcion polinémica de segundo grado?
a) Los puntos de tangente horizontal son los puntos en los que se anula la derivada.
[ tiene un punto de tangente horizontal en x = -2, pues ['(-2) = 0.

Jj tiene dos puntos de tangente horizontal en x =1 y en x = 3, pues

J'(D =53 =0.
g vy b no tienen ningin punto de tangente horizontal.

b) La derivada de una funcion polinémica de primer grado es una funcion cons-
tante. Por tanto, es g".

¢) La derivada de una funcion polinomica de segundo grado es una funcién poli-
némica de primer grado. Por tanto, es f".

Pagina 165
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CUESTIONES TEORICAS

Una funcién polinémica de tercer grado, scuantos puntos de derivada nula
puede tener?

¢{Puede tener uno o ninguno?

La derivada de una funcién polindmica de tercer grado es una funcion polinémica
de segundo grado.

Por tanto, puede haber dos puntos, un punto, o ningiin punto, con derivada nula.

Por ejemplo:

fo)=x3-3x — f’(X)=3x2—3=0<x=1 Dos puntos
x=-1

Jo=x> - f(=3x*=0 — x=0 — Un punto

S =x3+3x — [f(x)=3x*+3#0 paratodo x — Ninguno

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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Justifica que una funciéon polinémica de segundo grado tiene siempre un
punto de tangente horizontal.

Su derivada es una funcién polinémica de primer grado, que se anula siempre en
un punto.

Si una funcion tiene un punto anguloso en x = a, (qué podemos decir de

S'(a)
["(a) no existe.

Sea f una funcion de la que sabemos que:

2 h - 2 2 h - 2
f’(z—) = lim M =_1 fl(2+) = lim ﬂ + ) ﬂ ) =1
h—>0" h h—o* h
¢Es f derivable en x =2?

No, pues las derivadas laterales no coinciden.

La funcion f(x) =Vx—-3 escontinuaen x=3 y f'(3) = +. ¢COmo es la
recta tangente a f en x = 3?

Es una recta vertical.

Prueba que la funcién f(x) = x + |x—3| no es derivable en x = 3.
X—x+3 si x<3 3 si x<3
S0 = , = ,
xX+x—-3 si x23 2x—-3 si x23
o {O si x<3
"(x) =
s 2 si x>3

f'(3) =0=# /(3" = 2. Por tanto, la funciéon no es derivable en x = 3.

PARA PROFUNDIZAR

¢Cuales de estas graficas a) b)
representan la funcion /
f ysuderivada f'? N >
Justifica tu respuesta. /
\>
/
©) d
N2/ ?

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién
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a) La funcién en rojo es una recta que tiene pendiente 3. Por tanto, su derivada es
y =23 (la recta verde).

Luego estas graficas si representan a una funcion y su derivada.

b) La funcién en rojo es un polinomio de 2.° grado, una parabola. Su derivada es
una recta. En x = 0, la funcién tiene un maximo; la derivada se anula. Para
que la recta fuera la derivada, tendria que pasar por (0, 0).

No representan, por tanto, a una funcion y su derivada.

o) La funcién tiene que ser un polinomio de 3. grado porque tiene dos extremos
relativos. Su derivada serd un polinomio de 2.° grado, una parabola. En x = 1,
la funcién tiene un maximo; la derivada se anula, f’(1) = 0, y tendria que
pasar por (1, 0).

Estas tampoco representan a una funcion y su derivada.

d) La funcién en rojo es una recta de pendiente 0. Por tanto, su derivada es y =0,
la recta en verde.

En este caso, las grificas representan a una funcién y su derivada.
La funcion f(x) = x3 + ax? + bx + ¢ verificaque f(1) =1, f(AD =0y
f"(1)=0. Calcula a, b y c.
J1(x0) = 3x% + 2ax + b, ["(x) = 6x + 2a

=1 — 1+a+b+c=1| a=-3
f(1D=0 — 3+2a+b=0 b=3
D=0 = 6+2a=0 c=0

Por tanto: f(x) = x3 — 3x? + 3x

Halla los puntos de la funcion y = —_1 " los que la pendiente de la recta
tangente es igual a —2.

Buscamos los puntos en los que f"(x) = —2:

vy - 26— —-2x-1 _ 2x-2-2x _ =2
S 17 G- Go1?
S0 =-2 — (x__—21)2=—2 - —2=-2(x-17?

(x—-12=1 - x2-2x+1=1 - x%2-2x=0 — xx-2)=0

<x=0 — (0,0
x=2 — 2,4

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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AUTOEVALUACION

1. Halla la funcion derivada de cada una de las siguientes funciones:

N 5 x
ym e b)y—\/; c)y—(x+2)2
1-x)\2 .
= = p2x+1 _ X
dy 1+ ey=e y ln3+1
N 2 3(2x + 1)+ 3x Ox + 3
a)y'=3V2x+ 1+ 3x = _
! N2x+1 Vax +1 Vo +1
1
_5.
b) ! = 2\/;_ _5
g X 2x\/;c
) ,=(x+2)2—x-2(x+2)=x+2_2x= 42
< (x + 2)% (x+2)3 (x + 2)3
DymofloX) A0 -G dox) 2 -
VAT 1+ x)? T 0 rx) Arx?2 d+x3
e)y’=2e2x+1
1
3 1 x+3 1
D y'= =—,——=
X, 3 3 x+3
3

2. Aplica la definicion de derivada para hallar f'(2) siendo f(x) = x%—5x.

Q) )
R, h

e fQ+h)=@2+h)”?-52+h)=h?2-h-6
e f(2)=22-5-2=-6
e fQ+h)-f(2)=h?-h

L@+ —f2) hi-h
h h

=h-1

S 2= Ilim (h-1)=-1
h—0

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién
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3. Estudia la continuidad y la derivabilidad de esta funcion:

x2+2x—-1 si x<1
S(x)=1 4

x+1

si x>1

¢Existe algin punto en el que f'(x) = 0?

S0 es continua si x <1 ysi x>1, porque las funciones que la definen lo son.
Estudiamos la continuidad en x = 1.
lim f(x)= lim (x?>+2x—-1)=2

x— 1" x— 17
i
xan S < lim lim 4 _ 5

x—>1*f(x)=x—>1*x+1

f=1+2-1=2

Como lim f(x)=f(1) =2, f escontinua en x = 1.
x—=1

Por tanto, [ es continua en IR.

2x + 2 si x<1
Hallamos [f'(x) = —4

m si x>1

f esderivable si x<1 ysi x> 1.

Estudiamos su derivabilidad en x = 1.

S =2-1+2=4
-4 Como [f'(17) #/'(1%), no existe ['(1).
1Y = ——— = -]
S 1+ 172

/ es derivable en R —{1}.
Veamos si f'(x) = 0 tiene solucion:
2+2=0 = x=-1

-4

W = 0 no tiene solucion.
X

Por tanto, f’(x) =0 cuando x = -1.

4. Calcula a y b para que la siguiente funcion sea derivable:

ax +b si x<0

x2-3x+2 si x>0

.ﬂ@={

Representa la funcion para los valores de a y b que has hallado.

Para que [ sea derivable en x =0, debe ser continua en ese punto.

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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lim _(ax +b)=b
lim f(x)< ¥ 0
x=0 lim (x%=3x+2) =2

x— 0"
Para que [lim f(x) = f(0) =2, debe ser b= 2.
x—0

Si b=2, f escontinua en R.

a si x<0
2x—3 si x>0

J'Co = {
Veamos si [ es derivable en x = 0:

"(0-) =
SO =a } Para que exista f’(0), debe ser a = -3.

S0 =-3 %
Si a=-3, f esderivable en R. \L /
—3x + 2 si x<0
oo = { N
SRS

x2-3x+2 s x20

¢En qué puntos no es derivable la funcion f(x) = |x? — 4x + 3|? Justifica tu
respuesta.

Definimos la funcién por intervalos. Para ello, hacemos:

4+N16 - 12 x=1

2— = - —_—
x“—4x+3=0 = x . <x=5
x2—4x+3 si x<1
SO =9-x?+4x-3 si 1<x<3
X% —4x+3 si x>3

Hallamos /"(x):

2x — 4 si x<1
Sl =9 -2x+4 si 1<x<3
2x — 4 six>3

Estudiamos la derivabilidad de f en x=1 yen x=3:
fAH=2-1-4==2
fraAH=-2-1+4=2

3 =2 3+4==2
S3H=2-3-4=2

} Como f(17) # f(1%), no existe f'(1).

} Como f'(37) #f'(3%), no existe f'(3).

J no es derivable nien x=1, nien x = 3.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién
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6. Observando la grifica de esta funcion f, estudia su derivabilidad. Halla, si

existen, f'(—4), f'(0), f'(3).
\ 2 \
N/ 2 \

e / es discontinua en x = 1. Por tanto, no es derivable en x = 1.

En x = -2 observamos que [f'(-27) #f'(=2"): tampoco es derivable.
Luego f es derivable en R —{-2, 1}.

e f/(=4) = 0 porque en ese punto la funcién es constante.
f(0) =0 porque en x =0 latangente es horizontal.

f'(3) =-1 porque -1 es la pendiente de la recta que pasa por (1, 2) y (3, 0):

2-0 1
m=——=_
1-3

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Relacion del crecimiento con el signo de la primera derivada

H Analiza la curva siguiente:

i
[ decrece [ crece [ decrece [ crece f decrece

f/<0 f/>0 f/<0 f/>0 f/<0

Relacion de la curvatura con el signo de la segunda derivada

B Describe el tramo CD Yy los tramos DE, EF y FG siguientes:

E f convexa E f concava E E E E E
; /' decreciente ; /' creciente ; : ! : :
S R 5 5 5 5

CD — fconvexa — [’ decreciente —  f"<0

DE —  f concava — [’ creciente -  f">0

EF — f convexa — [’ decreciente —  f"<0

FG — f concava — f' creciente -  f">0

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas




B Dibuja la grafica de una funcién, f, que cumpla las siguientes condiciones:
e La funcion esta definida en [0, 7].
¢ Solo toma valores positivos.
e Pasa por los puntos (0, 1), (3, 1) y (7, 1).
e En el intervalo (1, 2), la funcion es convexa.
¢ En el intervalo (2, 4), f"> 0.
¢ En el intervalo (4, 6), f' es decreciente.

e En el intervalo (6, 7), f es concava.
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1. Halla las rectas tangentes a la curva:

_ 5x3 + 7x% - 16x
x—2

en los puntos de abscisas 0, 1, 3.

Calculamos la derivada de la funcion:

= (15x2 + 14x — 16)(x — 2) — (5x3 + 7 — 16x)  _ 10x3 — 23x% — 28x + 32
(x—2)? (x—2)?

Ordenadas de los puntos:

y©@=0; p(=4 »p3) =150

¢ Recta tangente en (0, 0): y'(0) =8
y=8x

e Recta tangente en (1, 4): y'(1) = -9
y=4-9x-1D=-9x+13

e Recta tangente en (3, 150): y'(3) = 11
=150 + 11(x—3) = 11x + 117

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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2. Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva:
y=xa3—4x+3

que sean paralelas a la bisectriz de los cuadrantes segundo y cuarto.

y=xd—4x+3
Calculamos la derivada:
y'=3x%—4
Si son paralelas a la bisectriz del 2.° y 4.° cuadrante, la pendiente es —1. Por tanto:
3x2-4=1 > 3x?=3 - x?=1 > x==1
yED =06
y@=0
Recta tangente en (-1, 6):
y=06—-(x+1D=-x+5
Recta tangente en (1, 0):

y=0-(x-1D=-x+1
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1. Dada la funcién y = x3-3x%2—-9x + 5, averigua:
a) Donde crece.
b) Donde decrece.
Y'=3x2—6x-9=3x%-2x-3)=3(x-3)(x+1)
ax<-1 — yp'>0 — [ escreciente en (—oo, —1)
x>3 — p'>0 — [ escreciente en (3, +oo)

b)-1<x<3 — »'<0 — [ esdecreciente en (-1, 3)

Pagina 171
2. Comprueba que la funcion y = x3/(x — 2)? tiene solo dos puntos singulares,
en x=0 yen x=06.
Averigua de qué tipo es cada uno de esos dos puntos singulares; para ello, de-
bes estudiar el signo de la derivada.
L3t —2 -2 =23 _ x*x-2Bkx-2)-2x) _
(x— 2yt (x—2)

y

_ x*Bx-6-2x) _ x*(x-0)
(x—2) (x—2)°

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas




=0
y'=0 - xz(x—6)=0<i=6

f'(=0,0D) >0 ' )
/10,00 >0 En x =0 hay un punto de inflexion.
f'(5,99) <0 N |
£1(6,01) > 0 n x =06 hay un minimo relativo.

3. a) Halla todos los puntos singulares (abscisa y ordenada) de la funcion
y=-3x%+ 423,

Mediante una representacion adecuada, averigua de qué tipo es cada uno
de ellos.

b)idem para y = x* + 8x3 + 22x2 + 24x + 9.

a) y'=—12x3 + 12x% = 12x*(—x + 1)

x=0 — Punto (0, 0)
=0 Dos puntos singulares.
Y < x=1 — Punto(d, D } P 8

Los dos puntos estan en el intervalo [-1; 1,5],
donde la funcién es derivable. 1

Ademds, f(-1)=—7 y f(1,5) =-1,7. 1 \
e En (0, 0) hay un punto de inflexion.

e En (1, 1) hay un maximo relativo.

b) y’ = 4x3 + 24x? + 44x + 24 = 4(x + D(x + 2)(x + 3)

=-1 — Punto (-1, 0)

y'=0 < x=-2 — Punto (=2, 1) ; Tres puntos singulares.

x=-3 — Punto (-3, 0) 0

Los tres puntos estin en el mismo intervalo
[-4, 0], donde la funcién es derivable.

Ademas, f(—4) = f(0) =9.

e Hay un minimo relativo en (=3, 0), un ma-
ximo relativo en (=2, 1) y un minimo relati-
vo en (-1, 0).

—4 -3 21

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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1. Estudia la curvatura de esta funcion:
y=3x%—8x3+5
Fl0) = 12x3 — 24x?;  f"(x) = 36x% — 48x

x=0 — Punto (0, 5)
S0 =0 — 12xBx-4) =0 4 4 121

x=— —> Punto (— ——)
3 3

)

27
S0 = 723 — 485 f7(0) # 05 f(%) - 0)

Los puntos (0, 5) y (%, —%71) son puntos de inflexion.

e La funcién es concava en (—eo, 0) U ( +o<>), pues ["(x) > 0.

4
3 ’
e La funcion es convexa en el intervalo (O, %), pues f"(x) < 0.

2. Estudia la curvatura de la funcion siguiente:
y=x3-6x%+9x
S0 =3x%2—12x+9; ["(x) = 6x— 12
f"x=0 — 6x-12=0 — x=2 — Punto(2,2)
(/") = 65 f"(2) #0)
El punto (2, 2) es un punto de inflexion.
e La funcion es convexa en (—oo, 2), pues [f"(x) < 0.

e La funcion es concava en (2, +e0), pues f"(x) > 0.
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1. Halla el nimero positivo cuya suma con veinticinco veces su inverso sea mi-
nima.

Llamamos x al nimero que buscamos. Ha de ser x > 0. Tenemos que minimizar la
funcion:

B
Sx) =x+ »

fly=1-2 X225 g — 75 2 OO

x=-5 (no vale, pues x>0)

(Como lim [f(x) = +eo, [im f(x) = +eo vy la funcion es continua en (0, +oo),
x— 0" X = +oo

hay un minimo en x = 5).

Por tanto, el nimero buscado es x = 5. El minimo es 10.

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas




2. De todos los triangulos rectingulos cuyos catetos suman 10 cm, halla las di-
mensiones de aquel cuya area es maxima.

x+y=10 — p=10-x
x-y _x-1A0-x _ 10x-x?

Area = , 0<x<10
N 2 2 2
Tenemos que maximizar la funcion:
a2
-] 7 f(x):m—x’o<x<10
2
f/(x)=¥=5—x=0 - x=5 > p=10-5=5

S0 =0; f(10) =0; f(5) = %; y [ es continua. Luego en x =5 esta el maximol|.

Los catetos miden 5 cm cada uno. El drea maxima es de 12,5 cm?.

3. Entre todos los rectangulos de perimetro 12 m, ¢cual es el que tiene la diago-
nal menor?

d=VO6-x?+x*, 0<x<6
’ Tenemos que minimizar la funcion:
d.’ 6_
N S = NG -x0)?+x?, 0<x<6
' o 2(6-x)+2x _ —12+4x _ —6+2x
S0 = = =
x NG -2 +x2 2V -2+ a2 V(6 =22 + &2

fx=0 - -6+2x=0 — x=3
(f(0)=6; f(6)=6; f(3) =18 =3V2 = 424; y f(x) es continua. Luego en x = 3

hay un minimo).

El rectangulo con la diagonal menor es el cuadrado de lado 3 m.

4. Determina las dimensiones que debe tener un recipiente cilindrico de volu-
men igual a 6,28 litros para que pueda construirse con la menor cantidad po-
sible de hojalata.

Suponemos el recipiente con dos tapas:

O

—_ h Area total = 2mrh + 2wr? =

o =2nrth +r)
G
V=06281=0628 dm?

21r

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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Como V=m-72-h=314-r>-h=0628 — h-_0628 _ 2
314 -2 2
.- _ 2 _ 2 2
Asi: Areal total = 27:7(—2 + r) = Zﬂ:(— +7r )
r r

Tenemos que hallar el minimo de la funcion:
- 2,2
S =2n[=+r|, r>0
r

—2+273

72

£ = Zn(—% + Zr) - 21:(

)=0 o 2+2/3=0 — r=31=1
r

(Como lim f(r) = +eo, lim [f(r) = +eo, y [ es continua en (0, +eo); en r=1
r— 0" r—> +oo

hay un minimo).

El cilindro tendra 1 dm de radio y 2 dm de altura.

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Recta tangente

1 |Halla la ecuacion de la recta tangente a las siguientes curvas en los puntos
cuya abscisa se indica:

1-3x2

a)y=T en x=1 b)y =(0,3x—-0,01x2)2 en x=10
x+5
Ay=Vx+12 en x=-3 d)y=x 5 en x=3
T
e)y=e*en x=0 f) y = sen x cos x en x=7
gy=In(x+1) en x=0 hy=xnx en x=e

a) ® Ordenada en el punto: x=1 — y=-1
e Pendiente de la recta: y'=-3x — p'(1) =-3

Recta tangente: y=-1-3 - (x—1) = -3x + 2

b) e Ordenada en el punto: x=10 — y=22=4
e Pendiente de la recta:
7= 2(0,3% = 0,01x2)(0,3 — 0,02) — p'(10) =22 0,1 = 0,4

Recta tangente: y = 4 + 0,4(x — 10) = 0,4x
¢) ® Ordenada en el punto: x=-3 — y=3

Pendiente de la recta: /= ———— — /(=3) = —
L4 endiente de la recta: Yy’ = —F— Y= = —
2\x + 12 6

1 1 7
Recta tangente: y =3 + E(x +3)= —x+—

6 2
d) e Ordenada en el punto: x=3 — y=-4

-10 -10 -5
i G R

e Pendiente de la recta: y'= w57 7 >

— 7
Recta tangente: y = —4 — % (x=3) = Tsx + 5

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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e) ® Ordenada en el punto: x=0 — p=1
e Pendiente de la recta: p'=—-e™ — »p'(0) =-1

Recla tangente: y=1-1 -x=-x+1
i
f) e Ordenada en el punto: x = > - =0

2 2

. T
e Pendiente de la recta: y'= cos= x —sen*x — y/(E) =-1
i i
Recta tangente: y = -1 - (x -5 —x + >

g) e Ordenada en el punto: x=0 — y=0

e Pendiente de la recta: y’'= - (=1

x+1

Recta tangente: )y =x

h) ¢ Ordenada en el punto: x=e¢ — y=e
e Pendiente de la recta: y'=nx+1 — y'le) =2

Recta tangente: y=e+2 - (x—e)=2x—-e
s2 |Escribe la ecuacion de la tangente a la curva y = x2 + 4x + 1, que es paralela
alarecta 4x—2y+5=0.

Calculamos la pendiente de la recta 4x —2y +5 = 0:
4x-29+5=0 = y= 2x+% — Pendiente 2.

P'=2x+4=2 5> x=-1 > y=1-4+1=-2
La recta tangente tiene pendiente 2 y pasa por (-1, —=2):

y=-2+2 (x+1D=2x > y=2x

2x
s3 |Halla las tangentes a la curva y = ~—1 paralelas a la recta que pasa por

(09 0) Y pOI' (la _2)-

-2-0
La pendiente de la recta que pasa por (0, 0) y (1, -2) es m = 10 2.

Buscamos los puntos en los que la derivada de la funcion sea igual a —2:

L 2(x—1)—2x_ -2

-2 (- 12

/= e ;= _1)2 =
y——2—>(x_1)2 2_>(x—1)2 I - @-D*=1 —

x=0, =0
- x?2-2x=0
¥ . <x=2,y=2
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Los puntos son (0, 0) y (2, 4).

Las rectas tangentes son:
°)y-0==2(x-0 — y=-2x
°)y—4=2x-2) > y=-2x+8

Escribe las ecuaciones de las tangentes a la funcion y = 4x— x? en los puntos
de corte con el eje de abscisas.

Los puntos de corte son (0, 0) y (4, 0).

»'(0) = 4 pendiente en (0, 0)
—4-2
Y . < y'(49) = -4 pendiente en (4, 0)

Rectas tangentes:
En (0,0) — y=4x
En (4,0 — y=-4-(x—-4) =-4x+16

Halla los puntos de tangente horizontal en las siguientes funciones y escribe
la ecuacion de la tangente en esos puntos:

a)y=x3-2x%+x b) y = —x* + x2
6x x2—_5x+4
- —— d -—_—
Oy 2+ 1 Dy -

)y’ =3x2—4x+1=0

1 — y»=0, rectatangente en (1, 0).
1 N 4 @t . 1 4)
o x=— = — recta tangente en
3 Yo7 8 327
b)y'=—4x3 +2x=x-(4x*+2)=0
e x=0 — y =0, recta tangente en (0, 0).
2 oL e angente en |2 )
° x=— =— ‘ta tangente en |—,
x== Y= tecta tangente en |—-,
x=— Y= recta angeneen—2 4.
;6 + D —06xc 2x 5
Qy'= 21 12 =0 = -0x*+06=0
e x=1 — y=3 rectatangente en (1, 3).
e x=-1 — yp=-3 rectatangente en (-1, -3).
2x—5) - x—(x?—5Sx+4) 1
dy’'= (2r-5) (92 xry =0—> x?-4=0

X
e x=2 — y=-1, rectatangente en (2, —1).

e x=-2 — y=-9 rectatangente en (-2, -9).
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Escribe la ecuacion de la tangente a la curva f(x) = e>~* en el punto donde
corta el eje de ordenadas.

Punto de corte con el eje de ordenadas:

x=0 — y=e2"0=¢2 - (0,¢?
Pendiente de la recta tangente:
f/(x) = _QZ—x N f’(O) = _ez

Ecuacion de la recta tangente en (0, e?):

y=e?-e’x=e*(1-x)

Determina el punto de la curva f(x) = x> —5x + 8 en el que la tangente es
paralela a la bisectriz del primer y tercer cuadrante. Escribe la ecuacion de
dicha tangente.
La pendiente de la bisectriz del primer cuadrante es 1.
Buscamos los puntos en los que f'(x) = 1:

flx)=2x-5 > 2x-5=1 - x=3

JB3=9-15+8=2
Ecuacién de la tangente:

y=2+1x-3)=x-1

Maximos y minimos

Halla los maximos, los minimos y los puntos de inflexion de las siguientes
funciones:

33x-8
a)y=x3-3x%2+9x+22 b)y=% o) y=x%—2x3
d) y = x*+ 2x2 ey= 1 Hy=e*(x-1)
x2+1

a)y=x3—-3x%+9x+22
100 =3x2—6x+9
[0 =0 — 3x?2—6x+9=0 — No tiene solucion.
No tiene ni maximos ni minimos.
[ =6x-6=0 > x=1

.f//<0 I f//>o

Y

Hay un punto de inflexion en (1, 29).
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3xt — 8x3
12

12x3 — 242
12

by =

= x3 — 2x?

S =

f/<0 fr<0

[0=0 = x2x-2)=0<__

x=0 — p=0
x=2 — y=-4/3

S120

Hay un minimo en (2, _T)

j‘/f >0 I fH <0

\0\2/

fH> 0

x=0 — =0

1" - 2 - _ =
S0 =3x"—4x=0 — xQBx-4) O<x=4/3 - y=-064/81

NN

©) f(x) = 4x3 — 6x?

/<0 [1<0

i
3

=0 — ﬁ@x—@=0<<:

_/

x=0

S'>0

Hay un punto de inflexiéon en (0, 0) y otro en (%, 8_1)

- =0

x=3/2 — y=-27/16

~__ 0 ~_

3 —27)

Hay un minimo en =, ——
Y (2’ 16

/‘/!>0 I f//<0

/

S0 = 1202 — 12x = 12x(x — 1) = 0 <<_

/‘H> 0

x=0 — =0
x=1 = py=-1

d) f1(x) = 4x3 + 4x

/<0 . />0

\ 0 /

VAN MY,

Hay un punto de inflexion en (0, 0) y otro en (1, —1).

S0 =0 = 4x@x?+1)=0 — x=0 — =0
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Hay un minimo en (0, 0).
J(x) = 12x* + 4# 0 para todo x.
No hay puntos de inflexion.
—2x
e fix) = —==—
(x? + 1)?

=0 - 2x=0 - x=0 — y=1

S0 <0

/ 6 \

Hay un maximo en (0, D).

2(x%+ 1) +8x% _ 6x2-2

716 = S (;Zzgi '1;(’“2 - (x? + 1)3 a2+ 1)
S0 =0 - x=i\/§=i%=ig — y=%
S">0 : S"<0 : S">0
NZE VA AN/
Hay un punto de inflexion en (—g, %) y otro en (g, %)

) fllx) =eXx—-1D +e¥=e(x—-1+1) =xe*

f)=0 — xe*=0 — x=0 (pues e¥#0 paratodo x) — y=-1

fn<0 I f//>0

\ 0 /

Hay un minimo en (0, -1).

[ = e¥ + xer =eX(1 + x)

Fr0=0 = x=-1 — yp==2
e
‘/'// < O . fl/ > 0
Y
Hay un punto de inflexion en (—1, i)
e

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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Estudia los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de las siguientes
funciones, y di si tienen maximos o minimos:

Dy x21—4 by = 2;:13

c)y=x§c_'2_1 d)y=x2x_1

ay= PR Dominio =R —{-2, 2}
f/(x)=(xz_2+4)2=0 - x=0

Signo de la derivada:
‘/‘/>O . f/>O . f/<o . f/<0

/_Zl/é\é\

La funcion: crece en (—oo, =2) U (=2, 0).

decrece en (0, 2) U (2, +o0).

. . -1
tiene un maximo en (0, —|.

4
2x =3 o
by = 1 Dominio = R — {-1}
f,(x)=2(x+1)—(2x—3)= 2x+2-2x+3 5

(x + 12 (x+D? (ot D2
f'(x) >0 para todo x #—1.
Por tanto, la funcion es creciente en (—eo, —1) U (=1, +o0).
No tiene maximos ni minimos.

2

Ay= o Dominio = R
e 2x(x2+ 1) —2x - x%2  2x3 + 2x—2x3 2x
X) = = =
(x% + 1)? (x% + 1)? (x% + 1)?

S >0 - 2x=0 > x=0
Signo de la derivada:
S'<0 >0

\ 1 /

La funcion: decrece en (—oo, 0).

crece en (0, +o0).

tiene un minimo en (0, 0).
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-1
dy= - . Dominio = R — {0}

5 =

e 2x - x—-(x?2-1) 2x%2—-x%2+1 «x%+1
x) = =
X x?2 x2

['(x) #0 para todo x #0.
f'(x) >0 para todo x # 0.
La funcioén es creciente en (—eo, 0) U (0, +o0).

No tiene maximos ni minimos.

10

Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, y los maximos y los
minimos de las siguientes funciones:

_ 8-3x _x?+1 __x3
a)y x(x—-2) by x2-1 Ay x2-1

_ 2x%2-3x _ (x—1D(x-2) B 8
Dy=5 RS R EE y oy B (T e )
a)y= 8-5x _ 8=3%  pominio =R — {0, 2}

x(x—2) x2%-2x

A2 -2x) - (8-3x) - 2x—2) —3x%+ 6x—16x + 16 + 6x% — 6x
S0 =

(x2 = 2x)? (x? = 2x)? -
_ 3x?—16x + 16
(x2 = 2x)2

f) =0 = 3x2-16x+16=0 — x= 16 £V256 - 192 _ 16 + 64

6 6
16 £ 8 x =4, fl4)=-1/2
ST S x4, [/ - 902
Signo de la derivada:
f'>0 ., S'=0 <0 f'<0 , f'>0
(I) T

NG

4
La funcién: es creciente en (—oo, 0) U (O, —) U (4, +o0).

3
) 4
es decreciente en 3 2l U (2, D).
. .. 4 9)
tiene un maximo en [—, ——|.
37 2
. . 1
tiene un minimo en (4, -5
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x2+1

b)y = “—5——. Dominio = R —{-1, 1}
x°—1

2x(x? =1 — (w2 + 1) 2x  2x3 — 2x— 2x3 — 2x —4x

S0 = (x2-1)2 (x2—1)2 - (x2—1)2

=0 - -4x=0 - x=0, f(0)=-1

Signo de la derivada:
JS'>0 />0 <0 f1<0
/ -1 / 0 \ 1 \

La funcion: es creciente en (-, —1) U (-1, 0).

es decreciente en (0, 1) U (1, +o0).

tiene un maximo en (0, —1).

3
Ay=— . Dominio = R —{-1, 1}
x°—1
) = 3t =D —od 20 3ot —3x?—2xt xf-3w? af(w?i-3)
S I 17 -2 GI-12 -1
x=0, fl0)=0

[l =0 = x2(x2-3)=0 x=—V3, f(=\V3) = (=33)/2
x =3, f(V3) = (3V3)2

Signo de la derivada:
f'>0 . f'<0 . f'<0 . f'<0 . f'<0 . f'>0
///I_%W\\i \\\‘(5\\\\ i\\‘@'///w

La funcion: es creciente en (—co, —\/g) U (\/g, +00).

es decreciente en (—\/5, -D UL DU, \/3)‘

5,22

tiene un punto de inflexion en (0, 0).

tiene un maximo en

tiene un minimo en

2x2 — 3x

dy= 7

. Dominio = IR — {2}

(4x—3)  2-2x0 - Qx?-3x) - (1) 8x—4x?— 0+ 3x + 2x* — 3x
(2 — x)? - (2 - x)?

2x2+8x—6  —2x*—4x+3)

S0 =

Q-0  (2-x)7?

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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S0 =0 = x?-4x+3=0 —

. =4i\/16—12=4i\/2=4¢2<x=5,f(3)=—9
* 2 2 2 x=1, f(1)=-1
Signo de la derivada:
f/<0 . f/>0 . f/>o . f/<o

La funcion: es creciente en (1, 2) U (2, 3).
es decreciente en (—oo, 1) U (3, +00).

tiene un minimo en (1, —1).
tiene un maximo en (3, -9).
e)y =x2—3x?-9x. Dominio =R
S0 = 3x% — 6x = 9 = 3(x? - 2x - 3)

o 224+ 12 2216 244 x=3, f(3) =-27
S0 =0 - x= : - <<:x=—LfGD=S

Signo de la derivada:

[20 <0 >0
/—1\5/

La funcion: es creciente en (—eo, —1) U (3, +o0).

es decreciente en (-1, 3).
tiene un maximo en (-1, 5).

tiene un minimo en (3, —27).

s _ 8
x*(x-3)  x3-3x%’

Hy= Dominio = R - {0, 3}

—8(3x? — 6x)  —8x (Bx - 6) . 8 (Bx - 6)
xix—32  xMx-32 T adx-3)?

S0 =

x =0 (no vale)

f10) =0 — —8x(39€—6)=0< x=2, f(2)=-2

Signo de la derivada:

/<0 J1>0 L fl<0 L fr<o

\ 0 / 2 \ 3 \
La funcion: es creciente en (0, 2).

es decreciente en (—o, 0) U (2, 3) U (3, +).

tiene un maximo en (2, —2).

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas 17
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Estudia la concavidad, la convexidad y los puntos de inflexion de las
siguientes funciones:

aAy=x3-3x+4 b) y = x* - 6x2

c)y=(.x—2)4 dy=xe*
_2—-x _

e)y—x_'_1 Dy=m(x+1)

)y =x3-3x+4. Dominio = R
J1x0) = 3x% = 3; f(x) = 6x
[0 =0 > 6x=0 > x=0, f(0)=4
Signo de f"'(x):
S1<0 S'>0

N

La funcion: es convexa en (—oo, 0).

es concava en (0, +oo).
tiene un punto de inflexion en (0, 4).
b) y = x* - 6x2. Dominio = R
S0 = 4x3 — 12x; f"(x) = 12x2 — 12

e PN x=-1, f(-1)=-5
[ =0 — 12(x2 - 1) 0<x=1’ o
Signo de f"(x):

f//>0 . ‘/<H<O f”>o

N L
La funcion: es concava en (—oo, —1) U (1, +o0).
es convexa en (=1, 1).
tiene un punto de inflexiéon en (-1, =5) y otro en (1, -5).
o) y = (x—2)* Dominio = R
S0 = 40 = 2)3; f(x0) = 12(x — 2)?
[0 =0 - x=2, f(2)=0
["(x) >0 para x# 2
Por tanto, la funcién es concava. No tiene puntos de inflexion.
d)y = xe*. Dominio =R
Sl =e¥+xe’=(1+xeY [(x)=e"+(1+xeX=(2+xe"

f"(x) =0 — x=-2 (e¥#0 paratodo x), f(-2)=-2e~>

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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Signo de f"(x):

[1<0 o
N\

La funcion: es convexa en (—oo, —2).

es concava en (=2, +o0).

2
tiene un punto de inflexion en |-2, it
ey= 2=%  Dominio = R — (-1}
x+1
f/()=—1(x+1)—(2—x)=—x—1—2+x= -3
S G+ D2 GrD? e D?
6

f (-x) - (x + 1)3

Sf"(x) #0 para todo x.
Signo de f"'(x):
f// <0 I f// >0
m _'1 U

La funcion: es convexa en (—eo, —1).

es concava en (=1, +oo).

no tiene puntos de inflexion.

) y=In(x+1). Dominio = (-1, +o0)

1
S0 = <11

-1
[ = T

J"(x) <0 para x € (=1, +o0)

Por tanto, la funcion es convexa en (-1, +o0).

Estudia si las siguientes funciones tienen maximos, minimos o puntos de
inflexion en el punto de abscisa x = 1:

aAy=1+(x-1)>3 b)y=2+(x-1)* Ay=3-(x-1)°
a) ['(x) = 3(x — 1? S0 = 6(x — 1)
f>0 o[>0 fr<o o fr>o0

/i/ Y

Hay un punto de inflexion en x = 1.

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas 19




b) f1(x0) = 4(x — 1) Fr(0) = 12(x — 1)?

S'<0 f>0 S>0 0 f1>0

~ ' NN

Hay un minimo en x = 1.

o) f1(x) = —6(x - 1)° S0 = =30(x — D

>0 <0 JU<0 . f<0
N NN

Hay un maximo en x = 1.
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Problemas de optimizacion

Una discoteca abre a las 10 de la noche y cierra cuando se han marchado
todos sus clientes. La expresion que representa el nimero de clientes en
funcién del nimero de horas que lleva abierta, , es N(¢) = 80t — 10£2.

a) ¢A qué hora el nimero de clientes es maximo? ;Cuantos clientes hay en
ese momento?

b) ¢A qué hora cerrara la discoteca?

a) Buscamos los puntos en los que la derivada es igual a 0:
N'(t)=80-20t —» 80-20t=0 — t=4
N'"(t) = -20<0; en =4, lafuncion tiene un maximo.

El nimero de clientes es maximo a las 2 de la manana (4 horas después de
abrir). Este nimero de clientes es:

N(4) =80 - 4 —10 - 42 = 160 personas
0

=
DN =0 — 80r—1062=0 — 10668 -0 =0 <_ g

Cierra 8 horas después de abrir, a las 6 de la manana.

Una franquicia de tiendas de moda ha estimado que sus beneficios semana-
les (en miles de euros) dependen del nimero de tiendas que tiene en
funcionamiento (n) de acuerdo con la expresion:

B(n) =—-8n3 + 60n2—-96n
Determina razonadamente:

a) El nimero de tiendas que debe tener para maximizar sus beneficios
semanales.

b) El valor de dichos beneficios maximos.

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas



15

16

UNIDAD | 7

a) Buscamos los puntos en los que la derivada es igual a O:
B'(n) = =24n* + 120n — 96 — —24n* +120n - 96 =0 —

—51V25—16<n=1
-2 n=4

Para saber cual es el maximo utilizamos la segunda derivada:

- —n2+5n-4=0 - n=

B"(1) =72>0; en n=1 hay un minimo.
B" = —48n + 120
() " < B"(4) =-72<0; en n=4 hay un maximo.

Debe tener 4 tiendas para que los beneficios semanales sean maximos.
b)B(4) = -8 - 43 + 60 - 42 - 96 - 4 = 64
Los beneficios semanales seran de 64000 euros.
El coste total de produccion de x unidades de un producto es:
1
C(x) = gxz +6x + 192

C
Se define la funcion coste medio por unidad como Cm(x) = %

¢Cuantas unidades hay que producir para que el coste por unidad sea minimo?

x)7 igualando a 0 su derivada:

Buscamos el maximo de la funcién C, (x) =

1/3x2 + 6x + 192 1 192
Cf1z(x) = /3x o J =—x+06+ L
x 3 X
c’ (x)—l P\ %l 192—0%962—'76<x=24
m 3 x? 3 x? 2 x ==24 (no vale)
Comprobamos que hay un minimo en x = 24:
384

0 = =5 = €, (24 >0

El coste medio por unidad es minimo si se producen 24 unidades.

Una empresa quiere producir C(#) = 200 + 10¢ unidades de un producto
para vender a un precio p(¢) = 200 — 2¢ euros por unidad, siendo ¢ el
nuamero de dias transcurridos desde el inicio de la produccion.

a) Calcula el beneficio si ¢ = 10.
b) Escribe, dependiendo de ¢, la funciéon de beneficio (0 << 60).
¢) Deteremina cuando el beneficio es maximo.

YSior=10 < C(10) = 200 + 10 - 10 = 300 unidades
o p(10) = 200 — 2 - 10 = 180 € por unidad

Beneficio: C(10) - p(10) = 300 - 180 = 54000 €

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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b) B(t) = Ct) - p(t) = (200 + 10¢) (200 — 2t) = —20¢% + 16001 + 40000 si 0 <1< 60
¢) Para hallar el maximo, hacemos B'(t) = 0:

B'(1) =—-40t + 1600 =0 — =40

Al cabo de 40 dias se obtiene el maximo beneficio, que es:

B(40) = =20 - 40% + 1600 - 40 + 40000 = 72000 €

Se quiere fabricar una caja de volumen maximo que sea el doble de larga que
de ancha y que, ademas, la suma del ancho mas el largo mas el alto sea igual
a un metro.

Calcula las medidas que debe tener la caja y cual sera su volumen.

: ) Volumen de la caja: V=2a-a - b=2a%
L _____ /J at2a+b=1 — b=1-3a
Sl a

2a V= 2a*(1 - 3a) = 2a? — 643

Para hallar el maximo volumen, derivamos e igualamos a cero:

a =0 (no vale)

Vi=4a—-18a*>=0 — a(4—18a)=0<

2
a:_
9

i i 2
Comprobamos si el volumen es maximo para a = 9

wi36a > (2] 536

2 .
— = -4 < (0, maximo.
9
Si a 2 11 a2 2 _4 | alto, 1 6 _1
i a=—m, ellargoserd2- —=—m,yelalto,1 - —=—m.
9 8 9 oMY 93

El volumen maximo es:

2 4 8
I °©

1
V="—ta X &
9 9 3 243

PARA RESOLVER

Prueba que la recta y = —x es tangente a y = x3 — 6x2 + 8x. Halla el punto
de tangencia y estudia si esa recta corta a la curva en otro punto distinto al
de tangencia.

y'=3x2-12x+8
Veamos para qué valor de x tiene pendiente —1:

3x2 - 12x+ 8 =-1

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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El punto (3, —3) verifica la ecuacion y = —x.
Veamos los puntos de corte:

X3 —6x2+8x=-x — x3-06x2+9x=0

x=0—= =0

x-(x2—6x+9)=0< X3 o> y=o3
El otro punto de corte es (0, 0).
Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva y = 4x3 — 12x2 - 10 en su
punto de inflexion.
e Hallamos el punto de inflexion:

pl=12x% = 24x — p"=24x—-24 — =24

P'=0 — 24x-24=0 — x=1, y=4-12-10=-18

Comprobamos que (1, =18) es un punto de inflexion:

y"1) =24#0
e Pendiente de la recta tangente:

m=y'(1)=12-1-24-1=-12
e Ecuacion de la recta tangente:

y=-18-12(x-1 — y=-12x-06
Determina la parabola y = ax? + bx + ¢ que es tangente a larecta y = 2x—3
en el punto A(2,1) y que pasa por el punto B(5,-2).

y=ax’+bx+c
La pendiente de la recta y = 2x -3 es 2. Debe ser y'(2) = 2.

y'=2ax+b - y'(2)=2 — 4a+b=2

Pasa por A2,1) — y2)=4a+2b+c=1
Pasa por B(5,-2) — y(5) =25a +5b+c=-2

Solucion del sistema: a=-1, b=6, c=-7 — y=-x2>+06x-7

La curva y = x3 + ax? + bx + ¢ corta al eje de abscisas en x =—1 y tiene un
punto de inflexion en (2, 1). Calcula a, b y c.

y=x>+ax?+bx+c

f1(x0) = 3x% + 2ax + b

(%) = 6x + 2a
fD=0 - —-1+a-b+c=0 a-b+c=1 a=-6
=1 — 8+4d4a+2b+c=1| 4da+2b+c=-7 b=1_30
M2 =0 - 12+2a=0 a=-6 c=53_1

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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De la funcion f(x) = ax3 + bx sabemos que pasa por (1, 1) y que en ese
punto tiene tangente paralela a la recta 3x + y = 0.

a)Halla a y b.
b) Determina sus extremos relativos y sus intervalos de crecimiento y de
decrecimiento.
a) f(x) = ax3 + bx;  f'(x) = 3ax? + b. La pendiente de la recta es —3.
JO=1 — a+b=1 } a=-2
f(OL=-3 - 3a+b=-3] b=3
b) f(x) = —6x2 + 4

} Jlx) = =2x3 + 3x

_ﬁ, f(__Z) - _\2

2

x =
2
S =0 = 32x*-1D =0 <
x=ﬁ, f(ﬁ)=\/z

Signo de la derivada:

f/<0 fr>0 j‘r<o

=
&
=5
=}
2
O
=)
e}
»
[oN
a
o
=
a
23
O
=)}
—t
¢}
O
=}
|
8
|
=&
|
+
8
—°

tiene un minimo en (—
. L 2 2
tiene un maximo en - 2.

De la funcion f(x) = x? + ax + b se sabe que:

— Tiene un minimo en x = 2.

— Su grafica pasa por el punto (2, 2).

Teniendo en cuenta estos datos, scuanto vale la funcion en x = 1?

[1(x)=2x+a

Ademas:

“Tiene un minimoen x=2" — f(2)=0 —» 2-2+a=0 — a=-4

“Su grafica pasa por (2,2)" — f(2)=2 — 22+(-4) - 2+b=2 —
- b-4=2 - b=6

Por tanto: f(D=12+a+b=1+(-4)+6=3

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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s24 |Calcula p y g de modo que la curva y = x? + px + q contenga al punto
(-2, 1) y presente un minimo en x =-3.
y=x?+px+q — [(x)=2x+p
f(2)=4-2p+qg=1
F3) =23 +p=0 > p=6B 4-2.6+g=1 > g=9
(1) Sustituimos en f(-2).
Portanto: p=6y g=9
25 |Estudia los intervalos de crecimiento y de concavidad de las siguientes
funciones:
3x 4 2
)f(x) =" b) f(x) = x* + 8x3 + 18x2 - 10
. 3x o3 -xP
@) /(0 = 1+x2 S = (1 + x?)?
S ) =0 > 1-x2=0 - x==I
Signo de la derivada:
f/ <0 I fr >0 I f/ <0
Crece en (-1, 1) y decrece en (—eo, —=1) U (1, +o0).
, Ox(x? = 3)
S
["x) =0 > x=0, x=\/§, x=—\/§
j‘//< 0 I f//> 0 I fH< 0 I j‘//> 0
AV AN
Es concava en (—\/5, 0 U (\/5, +o0) y convexa en (—oo, —\/5) U (0, \/3).
b) f(x) = x* + 8x3 + 18x2 — 10 — f/(x0) = 4x3 + 24x2 + 36x
fx)=0 - x=0, x=-3
Signo de la derivada:
/<0 . /<0 . />0
Crece en (0, +o0) y decrece en (—oo, 0).
Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas 25




S0 = 12x% + 48x + 36
S =0 - x=-3, x=-1
Signo de la segunda derivada:
Jr>o0 <o >0
N AN

Es concava en (oo, —3) U (=1, +e0) y convexa en (=3, —1).

26 | Comprueba y justifica que la funcion f(x) = e 3* es siempre decreciente y
concava.

S0 = e
f/(x) = -3e™3* < 0 para cualquier valor de x
Por tanto, f(x) es siempre decreciente.

/"(x) = 9¢™3* > 0 para todo x

Asi, f(x) es concava en todo su dominio.
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27 |Observando la grafica de la funcion f', derivada de f, di:

a) Cuales son los intervalos de crecimiento y de
decrecimiento de f.

Ui

b) ¢(Tiene f maximos o minimos?

a) [ es creciente (f'> 0) en el intervalo (—eo, 2) y \
decreciente (f"<0) en (2, +oo).

b) f tiene un maximo en x = 2. (f'(2) = 0 vy la funcion pasa de creciente a
decreciente).

28 |Esta es la grafica de la funcion derivada de f(x).
Explicasi f(x) tiene maximos, minimos o pun- /!
tos de inflexionen x=1, x=3 y x=5. / \
x=1: en este punto, la funcién tiene un minimo, T
porque pasa de ser decreciente (f'<0) a | - \

creciente (f'>0), y f(1) =0.

en este punto, [ tiene un punto de inflexion, ya que f"(3) = 0.

en este punto, f tiene un maximo, pues pasa de ser creciente a decre-
cientey f'(5) = 0.

26 Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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Dada Ia funcién f(x) = {xz vix—lsiwsd
x+1 si x>1
a) Halla su funcion derivada.
b) ¢Tiene f algun punto en el que f'(x) = 0?
c) Estudia el crecimiento y decrecimiento de f.
d) Escribe la ecuacion de la recta tangente a f en x = 0.
foo- T
2x+2 si x<1

a)f,(X)={1 si x> 1

No es derivable en x =1 porque f'(17)=2# (1" = 1.
b) f'(x) = 0 solo puede darse para 2x +2=0 — x=-1
©) Signo de la derivada:

S<0 >0 . [>0
\ -1 / 1 /

Crece en (=1, +e0) y decrece en (—eo, —1).
d) La pendiente de la rectaen x=0 es: m =/'(0) =2

Por tanto:

y =0+ mx-0)

y=-1+2x-0)

y=2x-1
Esta es la grafica de una funcion y = f(x).

|
I

a) Indica el signo que tendra f’' en los intervalos (—e, =2), (-2, 1) y (1, +<0).

b) ¢En qué puntos la grafica de f’ cortara al eje OX?

D fr0  f<o0 L f>0

/—2\ 1/

b)En x=-2 yen x=1.

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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Escribe la ecuacion de la recta tangente a la curva y = 2x3 — 24x% + 72x - 15
en su punto de inflexion.

y=2x3 - 24x2 + 72x - 15
' =6x%—48x+72
P’ =12x — 48
El punto de inflexion sera:
[0 =0 > 12x-48=0 - x=4 — (4, 17)
En ese punto, la pendiente de la recta tangente es:
m = f'(4) = =24
Asi, la ecuacion de la recta pedida es:
y=f4 +mlx—-4)
y=17 = 24(x - 4)
y=24x+ 113

Dada la curva y = x*— 4x3:

a) ¢Cual es la funcion que nos da la pendiente de la recta tangente en un
punto cualquiera?

b) Halla el punto en el que la pendiente de la recta tangente es maxima.
a) La funcion pedida es la de su funcion derivada: f"(x) = 4x3 — 12x?
b) Para ello hay que hallar el maximo de la funcién f”:

S(x) = 12x% — 24x

SUx0=0 — 12x%>—=24x=12x(x—2)=0 — x=0y x=2

Hallamos la tercera derivada:

L) = 20— 24

f1M0) =-24<0 — (0,0 es un maximo.

f"(2)=24>0 — (2,-16) es un minimo.

El punto pedido es el (0, 0).

Una feria ganadera permanece abierta al publico desde las 10 hasta las
20 horas. Se sabe que el nimero de visitantes diarios viene dado por:

N(@) =-204-1)?>+B, 10<t<20

Sabiendo que a las 17 horas se alcanza el nimero maximo de 1500 visitan-
tes, determina el valor de A yde B.

La funcién pasa por el punto (17, 1500). Su derivada es igual a 0 en = 17,

punto en el que alcanza el maximo:

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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N(17) = -20(4 — 17)%> + B = 1500
N'(t) =404 -1 — N'(A7)=40UA4-17)=0 = A=17
N(17) = -20(17 = 17)* + B= 1500 — B = 1500
Comprobamos que hay un maximo en = 17:
N'"(t) = —-40 < 0, es un maximo.
34 |El nuimero de vehiculos que ha pasado cierto dia por el peaje de una

autopista viene dado por la funcion:

—3\2
=3 +2 si 0<t<9

N@) =

10_(t—15
3

2
) si 9<t<24

donde N indica el nimero de vehiculos y ¢ el tiempo transcurrido en
horas desde las 0:00 h.

a) ¢Entre qué horas aument6 el nimero de vehiculos que pasaba por el
peaje?

b) ¢A qué hora pasé el mayor nimero de vehiculos? ;Cuantos fueron?
a) Para saber cuando la funcién es creciente, estudiaremos el signo de su derivada.

Las funciones con las que N(#) esta definida son continuas y derivables si
0<1<9 ysi 9<t<24. Estudiamos la derivabilidad en = 9:

i("‘_3) si 0<t<9
N@ = 32 315
——(_ ) si 9<1<24
3 3
N’(9’)=%
4 N es derivable en t=9.
N'(©O") = —
3
%(Z;S)=O - =3
N/(t)=0< 2 (1-15
——( - )=O - t=15
3 3
Signo de N'(#):
N' (1) <0 . N'(t)>0 N' () <0

6\é _ 1'5\

El nimero de vehiculos aument6 entre las 3 h y las 15 h.

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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b) El maximo absoluto de una funcién continua definida en un intervalo cerrado
se encuentra entre los maximos relativos de la funcion o en los extremos del
intervalo:

NO) =3 N5 =10, N4 =1

El mayor nimero de vehiculos paso a las 15 h, y fueron 10 vehiculos.

Se desea construir el marco para una ventana rectangular de 6 m? de
superficie. El metro lineal de tramo horizontal cuesta 2,50 € y el de tramo
vertical, 3 €.

a) Calcula las dimensiones de la ventana para que el coste del marco sea
minimo.

b) ¢Cual sera ese coste minimo?

A Area=x-y=6 — y=§

6 m? y

Perimetro = 2x + 2y
Coste = 2,5 -2x+3-2y=>5x+0y x
C=5x+3—6

X

6 o\
C’=S—%=O - X=TSZZ,68H1 - y=\/§22,24m

2 &\'s
(C”=7—3; C”(—S >0 - x= es minimo).
x 5

6
Las dimensiones son x = TS me y= s m.

6\56 +6V5 = 12V5 = 26,83 €

b)C=5"

Se quiere construir un recipiente conico cuya generatriz mida 10 cm y que
tenga capacidad maxima. ;Cual debe ser el radio de la base?

h*+R?=100 — R?=100-h?
Volumen = %nth - %n(lOO ~h?h = %n(lOOh —hd)
Tenemos que maximizar la funcion volumen:

S = Sm(100h ~ 1)

F1i(h) = %n(lOO _3R2)

fih)=0 — 100-3h*=0 — h=¢\llg—0

(consideramos la raiz positiva, pues h > 0).

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas



37

UNIDAD | 7

(f’(h) >0 alaizquierda de h = '\'% y f'(h) <0 aladerechade h= '\,%
Luegoen h = '\'% hay un méximo).

Por tanto, el radio de la base sera:

R2=100—h2=100—13ﬂ=2L30 N R=1[_2<;0

Un articulo ha estado 8 afios en el mercado. Su precio P(#), en miles de
euros, estaba relacionado con el tiempo, #, en afos, que este llevaba en el
mercado por la funcion:

412 + 4 si 0<t<2
—(5/2)t+25 si 2<t<8

a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de P(#).

P = {

b) ¢Cual fue el precio maximo que alcanzé el articulo?

©) ;Cual fue la tasa de variacion media del precio durante los ultimos 6 afios?

412 + 4 si 0<t<2
P =
—(5/2)t+25 si 2<1<8
yrn =18 0 o existe P2 P2 # P2
a 1) = 52 2<i<8 O existe , pues # .

P(1) es creciente en 0<¢<2 pues P'(¢)>0.

P(1) es decreciente en 2<¢<8 pues P'(1) <0.

b) El maximo se alcanza en t =2, P(2) = 20.

Pagina 183
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_P®-PQ) _5-20 15 _ -5 _
O TVM. [2, 8] = s - ¢ "¢ -5 25
CUESTIONES TEORICAS

La funcion f tiene derivadas primeray segundayes f'(a)=0 vy f"(a)=0.
¢Puede presentar f un maximo relativo en el punto a? En caso afirmati-
vo, pon un ejemplo.

Si puede presentar un maximo. Por ejemplo:

fGo =-x* en x=0 estal que:

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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32

f>0 . f'<0 J1(x) = —4x3 J(x) = —12x?

/ 0 \ Por tanto: f(0) =0 y f"(0) =0

En (0, 0) hay un maiximo relativo.

Considera la funciéon |x| (valor absoluto de x):
a) ¢Presenta un minimo relativo en algin punto?
b) ¢En qué puntos es derivable?

Razona tus respuestas.

a) S(x) presenta un minimo relativo en x = 0,
pues f(0)=0<f(x) si x#0.
=l De hecho, es el minimo absoluto de f(x).
14
-1 1
b) £ = |x] —X si x<0 . -1 si x<0
fx—x—x >O’fx_1 si x>0

f(x) no es derivable en x =0, pues f'(00) =-1=f(0" = 1.

Por tanto, [ es derivable para x # 0.

Si f'(a) = 0, ¢qué proposicion es cierta?:
a) f tiene un maximo o un minimo en el punto de abscisa x = a.
b) f tiene un punto de inflexién en x = a.

c) f tiene en el punto x = a tangente paralela al eje OX.

Si f(a) = 0, solo podemos asegurar que [ tiene en X = a tangente horizontal
(paralela al eje OX).

Podria tener un maximo, un minimo o un punto de inflexién en x = a.

Por tanto, solo es cierta la proposicion ©).

Comprueba si existe algiin valor de a para el cual la funcion:
f(x)=aln x + x3

tenga un punto de inflexién en x = 1.

Para que exista punto de inflexiéon en x =1, debe ser f"(1) = 0:

fo=alnx+x3 — f’(x)=a~%+3xz=%+ 32

f”(X)=—%+6x S D =-a+6=0 = a=6

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas



Comprobamos con [ si existe punto de inflexion:
. 6 6
S0 = -z Ox — f(x) = i 6 = /"D #0

Para a = 06, la funcion tiene un punto de inflexion en x = 1.

PARA PROFUNDIZAR

42 |Estudia la existencia de maximos y de minimos relativos y absolutos de la
funcion y =|x%—4/|. ;Tiene puntos de inflexion?

x2—4 si x <=2

J)=9-x%2+4 s 2<x<2
x2—4 si x>2

2x siox <=2
fix)=9-2x si —2<x<2
2x siox>2

En x = -2 no es derivable, pues f'(-=27) = —4 # f'(-2%) = 4.
En x =2 no es derivable, pues f/(27) = -4 # f'(2") = 4.

e La derivada se anula en x = 0.

Signo de la derivada:

[<0 0 <0 fr20
\ -2 / 0 \ 2 /

e La funcion tiene un maximo relativo en (0, 4).

No tiene maximo absoluto ( /lim f(x) = lim [f(x) = +oo).
X — +oo X —> —oo

e Tiene un minimo relativo en (=2, 0) y otro en (2, 0). En estos puntos, el minimo
también es absoluto, puesto que f(x) =0 para todo x.

e Puntos de inflexion:

2 si x <=2
S =4 -2 si 2<x<2
2 six>2
e Signo de f":
.f//>0 . -f//<0 . Af//>0

N L

¢ Tiene dos puntos de inflexion: (=2, 0) y (2, 0). Coinciden con los dos minimos
absolutos.

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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S0 =

x2+2x-3=0 — «x-=

y=|x?+2x-3|

Estudia el crecimiento, los maximos y los minimos de la funcion:

Definimos la funcion por intervalos. Para ello, calculamos los puntos donde f(x) = 0:

2

x2+2x-3 si x<-3
S =9=x*-2x+3 si 3<x<1
x2+2x-3 si x>1

Hallamos la derivada de f:

2x + 2 si x<-3
2x—2 si 3<x<1

2x + 2 si x>1

e Veamos donde se anula la derivada:

2¢+2=0 —> x=-1

Pero f/(x) =2x+ 2 para x<-3 y x> 1.

e Signo de la derivada:

S<0 0 f1<0

__ZiV4+12_—214 <.X'=
X

2

En x=-3 no es derivable, pues [/(-37) = -4 # ['(-3") = 4.

En x =1 no es derivable, pues f'(17) = -4 # f'(17) = 4.

2x-2=0 — x=-1y fllx)=-2x-2 para -3<x<1

Por tanto, f(x) se anulaen x=-1 — f(-1) = 4.

f'>0

e La funcion:

N

es creciente en (=3, -1) U (1,

+

/

00).

es decreciente en (—oo, =3) U (-1, 1.

tiene un maximo en (=1, 4).

tiene un minimo en (=3, 0) y otro en (1, 0). Son los puntos

donde f no es derivable.

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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44 |Se quiere construir una pista de entrenamiento que consta de un rectangulo
y de dos semicirculos adosados a dos lados opuestos del rectangulo. Si se
desea que el perimetro de la pista sea de 200 m, halla las dimensiones que
hacen maxima el area de la region rectangular.

X

Perimetro de la pista = 2x + 1 - y = 200

. 200 — 2x
Despejamos: y = B

. . 200 — 2x  200x — 2x2
Area del rectangulo = x -y = x - =

T T
Derivamos:
200 4 100
A’=———x=0 - x=50m — y=—m
T B b

4
"= 0 A"(50) <0 — x =50 es maximo).

45 |Dos postes de 12 m y 18 m de altura distan entre si 30 m. Se desea tender un
cable que una un punto del suelo entre los dos postes con los extremos de
estos. ;Donde hay que situar el punto del suelo para que la longitud total del
cable sea minima?

La longitud total del cable es:

18m L) = Va2 + 122 + V(30 — x)? + 182; es decir:
12 m

x N 30-x L(x) = Vx2 + 144 + Vx? — 60x + 1224
30 m

_ 2x N 2x — 60 _ X N x— 30 _
Va2 + 144 2Vx2 —60x + 1224  Na2+ 144 Va2 — 60x + 1224

Va2 — 60x + 1224 + (x — 30) Va2 + 144
V(2 + 144) (%2 — 60x + 1224)

L'(x)

I') =0 — xVx2—060x+ 1224 + (x—30)Vx? + 144 =0
x Va2 —60x + 1224 = —(x — 30)Vx?2 + 144

x2(x% = 60x + 1224) = (x — 30)2(x2 + 144)

xT = 60x3 + 122452 = (2 = 60x + 900) (a2 + 144)

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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46

xt = 60x3 + 1224x% = x + 144x% — 60x3 — 8640x + 900x2 + 129 600
180x2 + 8640x — 129600 = 0

x2+48x—-720=0

_ —48 £ V2304 + 2880 _ —48 + V5184 _ —48 + 72 <X=12
2

2 - 2 x =-60 (no vale)

(En x =12 hay un minimo, pues L'(x) <0 a la izquierda de ese valory L'(x) >0
a su derecha).

Por tanto, el punto del suelo debe situarse a 12 m del poste de 12 m (y a 18 m del
poste de 18 m).

Determina el radio de la base y la altura de un cilindro de 54 cm? de irea
total para que su volumen sea maximo.

Area total = 2nrh + 2mr?

54 — 2mr?

2rrh + 22 =54 — h=
27r
Volumen = mr*h

54 — 2mr?
21r

V=mr’- =rQ27 —mr?) = 27r — wr?

Buscamos el maximo de V-

Vi=27-3m? > 27-3mr=0 —> r2=2L-2
o

- r= (la solucién negativa no vale).

S

aximo:

3

Comprobamos si el volumen es

"=_6mr — V' 3< 0, es un maximo.
T
. 3 27-no/m  18Vn  6\n
Si r=—=— — h= = =
Vn r(3An) 3n T

Por tanto, para que el volumen sea maximo debe ser:

3 6\r

r=—-—==17cmy h=——=34cm

1 T

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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AUTOEVALUACION

1. Dada la parabola y = —x2 + 4x—3:

a) Halla la pendiente de la recta » que une los puntos de la parabola de abscisas
x=0y x=3.

b) Escribe la ecuacion de la recta tangente a la parabola que es paralela a la
recta r del apartado a).

a) El punto de la pardbola de abscisa x =0 esel (0,-3)yelde x=3 esel (3, 0.

Por tanto, la pendiente de la recta que los une es:

La ecuacion de la recta es y=x— 3.

b) Cualquier recta paralela a r tiene la pendiente igual a 1. Buscamos los puntos en
los que la derivada de la curva es igual a 1:

2
y'=-2x+4 - 2x+4=1 — x=%, y=—(% +4-%—3=%
. 3 3
El punto de tangencia es > %)
Ecuacion de la recta tangente:
=2+1x—2 - =x—2
Y75 2] 7Y 4

2. Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcién y = T3 ¢Tiene maxi-
mos o minimos?
Estudiamos el signo de la funcién derivada:

_ @+ -x-D 4
(x + 3)? (x + 3)?

!/

El numerador y el denominador son positivos para cualquier valor de x.
La funcién es creciente en todo su dominio, R — {3}, porque su derivada es positiva.

No tiene maximos ni minimos, porque es siempre creciente.

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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3. Halla los maximos, los minimos y los puntos de inflexion de la funcion:

x5 1
R S
Y25 =¥ T ¥ "0

e Miaximos y minimos: buscamos los puntos en los que la derivada es igual a 0.

1
y’=g-Sx4—4x5+3x2=x4—4x3+3x2 = =0 - xHx?-4x+3)=0

x=0

x=1
2_4 _
woierss0 <

Los posibles maximos y minimos estinen x=0, x=1 y x = 3.
Comprobamos en la segunda derivada:

Y= 4x3 — 12x2 + 6x

y//(o) =0
L 1
(1) <0 — maximo |1, —)
10
L 11
»"(3) >0 — minimo |3, —7)

e Buscamos los puntos de inflexion:

P'=0 — 4x3-12x%+6x=0 —

x=0

— 2x(2x? - 6x+3) =0 <_ 2 s 30

X = 5 +2\/§ =24
2x%2-6x+3=0 <
x = 3_—\/5 ~ 0,6
2
y///(o) £0
Comprobamos en p" = 12x% — 24x + 6: 1y "(2,4) #0
p"(0,6) #0

Puntos de inflexion:

(O, —%0), (2,4; -3,4), (0,6; 0,014)
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4. La funcion f(x) = x3 + ax? + bx + ¢ verificaque f(1)=1, f'(1) =0 y que f no
tiene extremo relativo en x = 1. Calcula a, b y c.

Sies f/(1) =0 y no hay extremo relativo, tiene que haber un punto de inflexién en
x =1

S =x3+ax?+bx+c — fi(x)=3x>+2ax+b — ["(x)=06x+2a
ef(D=1—> 1+ a+b+c=1
e /(=0 > 3+2a+b =0
e /M(1)=0 - 6+2a =0
Resolviendo este sistema, obtenemos: a =-3, b=3, ¢=0

Por tanto, la funcién buscada es: f(x) = x3 — 3x2 + 3x

5. El nimero de personas ingresadas en un hospital por una infeccion después
de t semanas viene dado por la funcion:

350t
= - H >
N() 212 P siendo >0

Calcula el maximo de personas ingresadas y la semana en que ocurre. ¢A
partir de qué semana, después de alcanzar el maximo, el nimero de ingresa-
dos es menor que 25?

e Para calcular el maximo, derivamos e igualamos a cero:

350(2t% — 3t +8) — 3500(41 — 3)  350(=21% +8)

N'(1) = = =
i (212 - 3t + 8)? (212 - 3t +8)? -
t=-2 (no vale, pues t=0)
—>—2t2+8=0—>t2=4< 350 - 2
=2 - NQ=—""" " =70
@ 2-4-3-2+8 7

El nimero maximo de personas ingresadas es 70, y ocurre en la 2. semana.

0t
e Hemos de ver cuando thffm < 25.

350t < 502 — 75t + 200 — 5012 —425t+200>0 — 2t2-17t+8>0
Resolvemos la inecuacion:

=8 f>0 f<o0 f>0
t=0,5 0,5 8

S =22 17t +8=0 <_

Sf(t) >0 para te (0;0,5 U (8, +o0).

Después de alcanzar el maximo en ¢ =2, a partir de 7= 8, el nimero de perso-
nas ingresadas es menor que 25.
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6. Sea B(x) = ax + b\/; la funcion de beneficios, en miles de euros, de una
empresa. El beneficio maximo es de 50 miles de euros para x = 100 unidades
producidas. Calcula a y b.

B = ax + b\x
Sabemos que B(100) =50 y B’(100) =0
B(100) = 100a + 10b = 50

b b
e - B’(lOO)=a+E=O

Resolvemos el siguiente sistema:

B'(x)=a +

100a + 10b = 50

b
a+—=0 — a=-——
20 20

b -b 1
100(—% +10b =50 — 7+b=5 — —-b+2b=10 — b=10; a=-=

X
Por tanto, B(x) = ) +10Vx.

7. Con una cartulina rectangular de 2 m X 3 m, se quiere construir una caja sin
tapa. Para ello, se recorta un cuadrado de cada uno de los vértices. Calcula el
lado del cuadrado recortado para que el volumen de la caja sea maximo.

i : x
g I v —_—
o 1 1
: : 24
e S Vv
lx D L x 3-2x
X X
3m

El volumen de la caja es:
Vi) =3-2x)-2-2x)-x, xe (0, 1)
V(x) = 6x — 10x% + 43
Vi(x) = 6 — 20x + 12x2

10 + V28
/ - _ + 2 = =
Vi) =0 - 6-20x+12x2=0 — x > <

1,27 (no vale)
0,39

V(x) = =20 + 24x; V"(0,39) <0 = x=0,39

Si x=0,39 m, el volumen es maximo.
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DE FUNCIONES
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Descripcion de una grafica

H Copia en tu cuaderno los datos encuadrados en rojo. A partir de ellos, y sin mirar
la grafica que aparece al principio, representa esta funcion sobre unos ejes coor-
denados dibujados en papel cuadriculado.

(La solucion estd en el propio ejercicio).

B Traza unos ejes coordenados sobre papel cuadriculado y representa una curva,
lo mas sencilla posible, que cumpla las siguientes condiciones:

o Ilim f(x)=—oo
X — —oo

e Ilim f(x)=2

X — +oo

o lim f(x)=—co

x =27

e lim f(x) =+

x— 2%

*f(0) =4 f(0)=0

* f(-5)=0; f(1,75) =0

e " es derivable en todo R, salvoen x = 2.

T

an
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B Describe, con la menor cantidad de datos y de forma similar a la de los aparta-
dos anteriores, la siguiente funcion:

ik
\

['

lim f(x)=-1

X — —oo

o lim f(x) =—oo

X = +oo

o lim [f(x)=+eo

X = -3

o lim [f(x)=+eo

x> —3*

S99 =0; f(O)=0; f(8)=0
e /7(0)=0

e f()=4; (=0

B Representa sobre unos ejes en papel cuadriculado una grafica inventada por ti.
Describela en papel aparte. Dale la descripcion a tu compaifiera o compaifero
para que la represente.

Representa ti la suya.

Comparad cada representacion con la curva original. Discutid las diferencias
que observéis.

¢Hay algiin error en la representacion? ;Hay, acaso, error en la descripcion?

¢Es todo correcto?

Por ejemplo:

o Ilim f(x)=—c; [lim f(x)=2

X — —oo X — +oo

_____________ e Jim [f(x)=—oo lz‘m4+f(x) = too

X -4 X = -
\/ o« f(—4) = 0; f(=D =0

1 e /(D =0; /(1)=0
« f(0) =1

—
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H Observa esta grafica:

14 1 fix 1 1 i
I I Ji I I I
' ' [ [ [ [\
A VI AL VAT VIO N VAT AL VI AL

e Halla la ordenada para las siguientes abscisas:
x=0, x=1, x=3, x=-7, x=12, x =—400, x =13, x =-199
¢ ¢En qué puntos no esta definida esta funciéon?

¢ ¢Qué tramo de la funcion te bastaria conocer para hacerte una idea exacta de
como es la grafica?

e ;Te sugiere esta curva algun tipo de simetria o periodicidad?
e f(O=0; f(UD=1; fBO=1; fD=1

J(2) =0; f(=400) =0; f(13) =1; f(-=199) =1

(En general, f(4k) =0; f(4k+ 1) =f(4k—1) =1 y no existe f(x) en x =4k + 2,
con ke 2).

e La funcién no esta definida en los puntos de la forma x =4k + 2, con ke Z.

e Bastaria con conocer la funcion para x € [0, 2), si supiéramos que es par y que es
periodica de periodo 4.

e Simetria — Es una funcién par (simétrica respecto al eje Y).

Periodicidad — Es periddica de periodo 4.
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1. Halla el dominio de estas funciones:
aA)y=x3-5x2+7x+3
3x3+5

Dy sxvd
) X3+ 2x
VT2

a) Dominio = IR

bxt-5x+4=0 —

2 2 2

_s5+V25-16 _5+V9 _5:3 x=4
x ..

Dominio =R — {1, 4)

O x?+1#0 paratodo x — Dominio =R

Unidad 8. Representacién de funciones




2. Halla el dominio de:

X
a)y=Vx?-2x b)y=m(x*+1) Ay=m(x*-1) d)y=e—
D x2-2x>0 — Dominio = (—oo, 0] U [2, +o0)
b)x?+1>0 paratodo x — Dominio =R
Ax?—1>0 — Dominio = (oo, —=1) U (1, +o0)

dDx*=0 — x=0 — Dominio=IR —{0}
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3. Halla las simetrias y las periodicidades; di donde son continuas y déonde deri-
vables:

a)y=3x*—5x2-1 b) y =Vx2%-2x
x3 x3-1
C)y_xZ_l d)y_ x2

e)y=senx+1/2 (cos 2x)

@) (=) = 3(=01 = 5(=0? - 1 = 3x" - 5x% — 1 = f(x0)
Es una funcion par: simétrica respecto al eje Y.
No es periodica.

Es continua y derivable en IR.

b) Dominio = (oo, 0] U [2, +00)

J(=x) = V\x? = 2x. No es par ni impar; no es simétrica respecto al eje Y ni res-
pecto al origen de coordenadas.

No es periodica.

Es continua en su dominio.

Es derivable en (—oo, 0) U (2, +o0).
¢) Dominio = IR —{-1, 1}

—x3
21

No es periodica.

f=x) =

= —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
X

Es continua y derivable en su dominio.

d) Dominio = R — {0}

—Xx° — . S . .
S(=0 = ——— No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y ni respec-
X

to al origen de coordenadas.
No es periodica.

Es continua y derivable en su dominio.
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e) Dominio = IR

Sf(=x) = cos (=x) + % (cos (<2x)) = —sen x + % (cos (2x))

No es par ni impar.
Es periodica de periodo 2m.

Es continua y derivable en IR.
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4, Halla las ramas infinitas de:

5 3 at
a)y=3x’>-20x b)y=x2_1

xS d 4 2
c)y—m )y=x*—8x°+7
ey=m(x*+1) £) y=2%-1
a) y = 3x° —20x3

e Jlim f(x)=—oo ‘ [
X —> —co

o lim [f(x) = +oo

X = +oo /

by =

‘ Ramas parabdlicas

x2-1

e Dominio = IR —{-1, 1}

(€Y
o lim [f(x) =+, [lim f— =—o0
X — —oo X = —oo
- Ramas parabdlicas
X
lim [f(x) = +e;  [im f— = +oo
X —> +oo x> +oo X

o lim f(x) =+, im [f(x)=—o0
x— -1 x— 1"
Asintotas verticales: x=-1; x =1
lim f(x)=—co; [im f(x) = +oo
x— 1"

Vo

-1
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3 3
Oy= =% _ X 444 12x-16

(x=2)% x%?—-4x+4 X2 —4x+4
e Dominio = IR — {2}
o lim [f(x)=—oc0; Ilim [(x)=+eo

X — —oo X — +oo

Yy =x+4 esuna asintota oblicua.

SO —(x+ 49D >0 si x— +oo

_ 12x-16
SO -x+4d=—"—— - {f(x)_(x+4)<o si x— —oo

x2—4x+4

o lim [(x) = +oo
x = 27

lim f(x) = +o0

x— 2

x =2 es asintota vertical

dDy=xt-8x2+7
o lim [f(x) =+ \ ‘ [

X — —oo A1
Ramas parabolicas

o lim [f(x)= oo
X = +oo

e)y=mx*+1)

e Dominio = R

[ ]
§\
=
g
Il
+
8

Ramas parabdlicas

2
i L o G+ D 2

Xx— 40 X X = +oo X x> oo X2+ 1

e No hay asintotas verticales.
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f) y=2¥"1>0 paratodo x.
e Dominio = IR

e Iim [f(x)=0 — yp=0 esasintota horizontal cuando x — —oo.

X —> —oo
(€9
ol S0 = G T e
X = +oo X —> 400 X
e No hay asintotas verticales. [
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5. Halla los puntos singulares y los puntos de inflexion de:
a)y=x3-6x2+9x+5 b)y=mm(x?*+1)

a) y=x3—6x%+9x+5. Dominio= IR
e [1(x) =3x*-12x+9
e f0)=0 — 3?r-4x+3)=0

C42V16-12 _ 4+V4 442 x=3
T 2 _2_2<x=1

Signo de f"(x0):

/>0 f'<0 S'>0 Hay un maximo en (1, 9) y un mi-
_ 1 ~ 3 _ nimo en (3, 5).
° .f”(x) =6x—12

Sf0=0 - 6x-12=0 — x=2
Signo de f"(x):

/<0 />0
N\

b)y = In(x* + 1). Dominio = R

Hay un punto de inflexion en (2, 7).

o o) = 2
x2+1

=0 — 2x=0 — x=0

JS"(x) <0 para x<0

10> 0 para x>0 } Hay un minimo en (0, 0).

Unidad 8. Representacién de funciones




. G0 = 22+ D —2x-2x _ 2x%+2-4x% _ 2% +2

(.X'Z + 1)2 (.XZ + 1)2 (.XZ + 1)2

=-1
" = 2x2+2 = 2=1
=0 — —2x 0 > «x <<::x=1

Signo de f"(x):

f//< 0 fn> 0 fn< 0

Hay un punto de inflexion en (-1, n 2) y otro en (1, In 2).

6. Halla los puntos singulares de:

2
= 225 _ 203 _
a) y=3x5-20x b) y -1
Yy d)y=Va?-2x
C y (x—2)2 y
a) y = 3x°> — 20x3. Dominio = R
S0 = 15x% - 60x?
x=0
=0 — 15x*(x*-4=0 < x=-2
x=2
Signo de f"(x0):
f>0 <o <o >0

- —2 ~ 0 ~ 2 -

Hay un maximo en (=2, 64), un minimo en (2, -64), y un punto de inflexion en

0, 0.
x? .
by = . Dominio = R —{-1, 1}
x? -1
2 1) _ a2 3 _ _ 3 _
0 = 2x(x%— 1) —x - 2x _ 2x° — 2x — 2x° _ 2x

(x? - 1? (x? = 1)? (x? - 1?
=0 - 2x=0 — x=0
Signo de f"(x):
f>0 f>0 f'<0 f'<0
— - — ’ ~ ! ~

Hay un maximo en (0, 0).

Unidad 8. Representacién de funciones
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Qy= % Dominio = R —{2}
x_
Fi) = 3x?(x =22 =% - 2= 2) _ 3x?(x—2) — 247 _
(x - 2)* (x - 2)3

_ 3xd—6x%—2x3 _ X3 - 6x?
(- 2)3 (- 2)°

-0
S0 =0 - xz(x—6)=0<i=6

Signo de f"(x):

>0 >0 Ji<0 >0

72 ~ 6/

Hay un punto de inflexiéon en (0, 0) y un minimo en (6,

d)y = Vx? = 2x . Dominio = (o, 0] U [2, +c0)
2x— 2 o x-1
Va2 —2x Va2 - 2x

S0 =

=0 —> x-1=0 — x=1¢ Dominio.

No hay puntos singulares.
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1. Representa estas funciones:

a)y=x%—8x2+7 b) y = 3x% + 4x3 — 36x2 O y=x*—4x3-2x%+12x

Ay=xt-8x2+7

e Simetrias:
f(=x) = x* — 8x% + 7 = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

e Ramas infinitas:

lim  f(x0) = +eo;  [im  [(x) = +oo
X — —oo X = +oo

e Puntos singulares:

J1(x) = 4x3 — 16x

x=0
F0=0 = 4dx(x2—4=0 < x=—2
x=2

Puntos singulares: (0, 7); (=2, -9); (2, -9)
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¢ Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ = x=0 — py=7 — Punto: (0,7)
—Coneleje X - =0 — x'-8x2+7=0

2o 8xV64-28 _8+V36 _ 86 <x2=7 - x=\7
X

2 2 2

Puntos: (—\F7, 0); (-1, 0); (1, 0); (\/7, 0)
e Puntos de inflexion:

S0 = 12x% - 16
S0 =0 — 12x*-16=0 — x2=§ - x=i'\,%=¢ 2\3/5

) ()

P 5 |- ——=
untos( 3 39

e Grafica:

——
[T

19

b) y = 3x* + 4x3 — 36x2
e Simetrias:

f(=x) = 3x* — 4x3 — 36x%. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y,
ni respecto al origen de coordenadas.

e Ramas infinitas:

lim f(x) = +co; [im [f(x)= +oo

X = —oo X —> +oo

e Puntos singulares:

S0 = 12x3 + 12x2 — 72x

, x=0
S0 =0 = 12x(x +x—6)=0<x= 11+ 24 _—115<x=2
2 -3

5 =
Puntos: (0, 0); (2, —64); (=3, —189)

e Cortes con los ejes:

—Coneleje ¥ » x=0 — p=0 — Punto: (0,0

Unidad 8. Representacién de funciones



—Conelefe X —» p=0 — x*Bx?+4x-36)=0

x2=0 - x=0

_ —4+V16+432 _ —4 + 448 <xz2,86
6

- 6 X =~—4,19

Puntos: (0, 0); (2,86; 0); (—=4,19; 0)

e Puntos de inflexion:
() = 36x2 + 24x — 72
S =0 — 12Bx?+2x-6)=0

2xV4+72 _ —2:776 x =112
X = = Z <

6 =-1,79

Puntos: (1,12; -34,82) y (-1,79; —-107,22)

e Grafica:

=200

o)y =x*—4x3 - 2x% + 12x
e Simetrias:
f=x) = x* + 4x3 — 2x2 — 12x.

No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y, ni respecto al origen de
coordenadas.

e Ramas infinitas:

lim f(x) = +eo; [im [f(x) = +oo
X = —oo X —> +oo

e Puntos singulares:
J1(x0) = 4xd — 122 — 4o + 12
[ =0 — 4x3-3x?-x+3)=0 — 4x-Dkx+Dx-3)=0

x=1
< x=-1¢ Puntos (1,7); (<1, -9); (3, -9)
x=3

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 — p=0 — Punto: (0,0
—Coneleje X —» p=0 — x(x3 - 4x?-2x+12) =0
x=0
< x=2
X —4x?-2x+12=0 = (x-2)(x*-2x-6)=0 <xz3,65
x=-1,65
Puntos: (0, 0); (2, 0); (3,65; 0); (~1,65; 0)

e Puntos de inflexion:
S0 = 12x% — 24x — 4
S =0 — 4Bx?-6x-1)=0

6+V36+12 _ 6+48 x = 2,15
= G <

6 x =—0,15

X =

Puntos: (2,15; -1,83) y (=0,15; -1,74)

e Grafica:

2. Representa las siguientes funciones:
a) y=3x%—4x3-16
b)y=x3-3x
o) y=(1/4) x*-2x2
a) y = 3x% — 4x3 - 16
e Simetrias:

f(=x) = 3x* + 4x3 — 16. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y,
ni respecto al origen de coordenadas.

e Ramas infinitas:

lim f(x) = +o0;  [im [(x) = +oo
X — —oo X —> too

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Puntos singulares:
S0 = 12x3 — 12x2
x=0
') =0 - 12x*(x-1=0
S0 x%(x — 1) < I

Puntos: (0, =16); (1, -17)
e Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 — p=-16 — Punto: (0, -16)
—Coneleje X — p=0 — 3xi-4x3-16=0 —
<

x=2

3x3 + 2x%> +4x+8=0 — tiene una sola raiz, que estd entre -2 y —1;
pues, si g(x) =3x3 + 2x? + 4x + 8, g(-2)=-16<0 y g(-1)=3>0.

Puntos (2,0) y (k, 0), con k entre =2y —1.
e Puntos de inflexion:

J1(x) = 36x2 — 24x

x=0
[10=0 — 12x(3x—2)=0<x=_§
2 —448
Puntos: (0, —16 =, —=
untos: (0, )y(S, 27)
e Grafica:
\ 2
-20
b)y =x3 - 3x

e Simetrias:
J(=x) = —x3 + 3x = —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
e Ramas infinitas:

lim  f(0) = +eo;  [im  [(x) = +oo
X — —oo X — +oo

¢ Puntos singulares:
S =3x2 -3
, _ PN x =-1
SW=0 - 3@2-D=0<T"

Puntos: (-1, 2); (1, =2)

Unidad 8. Representacién de funciones

13



e Cortes con los ejes:
— Coneleje ¥ - x=0 — p»=0 — Punto: (0,0)
—Conelefe X - p=0 — x°-3x=0 — x(x*>-3)=0

x=0

< =3 { Puntos: (0, 0); (—\/g, 0); (\/g, 0)
=13

e Puntos de inflexion:
J(x) = 6x

=0 - 6x=0 — x=0 — Punto (0,0

e Grafica:

=2

2

QO y=-—xt-2x

N

e Simetrias:

fl=x) = %xz* — 2x% = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

e Ramas infinitas:

lim  f(x) = +eo;  lim [f(x) = +oo

X — —oo X — +oo

e Puntos singulares:

S0 = x3 — 4x
x=0
FO=0 = x(x?-4=0 < x=-2
x=2
Puntos: (0, 0); (=2, —4); (2, —4)

e Cortes con los ejes:

—Coneleje ¥ - x=0 — p=0 — Punto: (0,0)

L
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—Coneleje X - py=0 — xz(%x2—2)=0

x=0

S e

Puntos: (0, 0); (=272, 0); (2V2, 0)

e Puntos de inflexion:

J(x0) = 3x? — 4

fr0=0 - 3x2—4=o<
4 2N3

Puntos: (—#,—%); (ﬁ —&)

e Grafica:

" il ﬁj |
T
N
Pagina 193
1. Representa:
3
x
Ay = 1-—x2
x2-2x-8
by=——"-—
)y =
ay= X’ =—x+ =X Dominio =R —{-1, 1}
1-x?2 1-x2 ,
e Simetrias:
43
SEx) = N X 5 = —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
- X

Unidad 8. Representacién de funciones




e Asintotas verticales:

lim  [(x) = +oo
x— -1
Asintota vertical en x = —1.
lim  [(x) = —o
x— 1" ]

lim [(x) = +eo
x— 1-

lim f(x) = —oo

x— 1

Asintota vertical en x = 1.

e Asintota oblicua:

3
X - x4 X
1—x? 1—x2

— y=-Xx es asintota oblicua.

Posicion de la curva respecto a la asintota:
S —(=x) >0 si x —> —e (curva por encima)

S —(=x) <0 si x = +eo (curva por debajo)

e Puntos singulares:

3x2(1 — x?) — x3 - (=2x) _ 3x2 — 3x% + 20t —xt + 3x2

(1 —x?)? (1 —x?)? (1 —x?)?

x=0
S =0 — xz(—x2+3)=0<x=—\/g
x =3

J'@o =

Puntos: (0, 0); (—\FS, 37\/3), (\/7, _3_\2/5)

e Cortes con los ejes:

Corta a los ejes en (0, 0).

e Grafica:

s

1 | Te—e—
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x2-2x-8

by = =x—2—%. Dominio = R - {0}

e Simetrias:
x?+2x— 8
fw) = XX O
-x
No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y, ni respecto al origen.

e Asintotas verticales:

lim [(x) = +oo
x— 0
Asintota vertical en x = 0.
lim [(x) = —oo
x— 0"

e Asintota oblicua:

8

2 _ —
Xox=8 .8 Yy =x—2 es asintota oblicua.
X

X
Posicion de la curva respecto a la asintota:
Jx) —(x—=2)>0 si x> —eo (curva por encima)

Jx) —(x—=2)<0 si x— +eo (curva por debajo)

¢ Puntos singulares:

So=1+ % > (0 para todo x del dominio.
X

La funcién es creciente en todo su dominio. No tiene puntos singulares.

e Cortes con los ejes:
=2

—Coneleje X - p=0 — .X‘Z—Z.X'—8=0<x=4

Puntos: (-2,0) y (4, 0)
— No corta el eje Y, pues no estd definida en x = 0.

e Grafica:

Unidad 8. Representacién de funciones
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2. Representa:

x2-9 x3+ 2x
a)y—x2_4 b)y= x2+1
2 _
ay= X 9. Dominio =R —{-2, 2}

x% -4
e Simetrias:

x“-9

2
fe =

= f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

e Asintotas verticales:

lim [(x) =—oco ]
_2-
T Asintota vertical en x = =2.
lim  [(x) = +oo
x— =2 J
lim [(x) = +oo
5
v Asintota vertical en x = 2.
lim [f(x) = —oo
x— 2%

e Asintota horizontal:

x2—9=1_ 5

5 — y=1 es asintota horizontal.
x?—4 x?—4

Posicion de la curva respecto a la asintota:
J(x)—1<0 si x—> —oco (curva por debajo)

S —1<0 si x— +eo (curva por debajo)

e Puntos singulares:

20(x* —4) = 2x(x* =9 _ 2x(x*—4-x+9) _  10x

S0 = (x2 — 4)2 (x2 — 4)2 (x2 — 42

f=0 — 10x=0 — x=0 — Punto: (0, %)

e Cortes con los ejes:

— Coneleje ¥ - x=0 — y=% — Punto: (0%)

-3

—Conelegje X - y=0 — 362—9=0<x=3

Puntos: (=3, 0) y (3, 0).

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Grafica:
:&j:
I I
| |
| |
T T
______ |__1___J._____
T~ ! |\ LT
2 ]2
| |
] ]
+ +
| |
| |
I 1
I |
3
b)y = X2 Dominio = R
x%+1
e Simetrias:
—x° = 2x . o 4
Sx) = 211 = —f(x). Esimpar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
x2+

e No tiene asintotas verticales.

e Asintota oblicua:

x3 + 2x x p .
=x+ — y=x es asintota oblicua.

x2+1 x2+1

Posicion de la curva respecto a la asintota:

J(x) —x <0 si x> —e (curva por debajo)

JS(x) —x>0 si x— +eo (curva por encima)
e Puntos singulares:

G2+ 22+ 1) = (3 +2x) - 2x 3t +3x2 + 202 + 2 — 2t — 42

"(x) = = =
f (XZ + 1)2 (x2 + 1)2
x4 2
(xz + 1)2
f0=0 - xt+x2+2=0 — x%= “1EN1-8  , No tiene solucion.

2

No hay puntos singulares.

e Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 — p=0 — Punto: (0,0
—Coneleje X - y=0 — x3+2x=0 — x(x?+2)=0 —

— x=0 — Punto: (0,0

Unidad 8. Representacién de funciones 19
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e Puntos de inflexion:

43+ 2002+ D2 (et + a2+ 2) - 22+ 1) - 2x

Fio - Lo _
(4x3 + 202 + 1) — 4 (xt + x2 + 2) _ 200 -06x _ 2x(x*-3)
(x2 +1)3 (x2 +1)3 (x2 +1)3
x=0 \/, \/,
S =0 < x==3 ¢t Puntos: (0, 0); (—\FS, _%); (\/57 575)
=3

e Grafica:

1
/11
Pagina 195
1. Representa:
X
a)y=e1"‘2 b)y=% Ay=mn(x*+4)
a)y=el-x

e Dominio: IR
e Simetria:

f(=x) = el =%% = f(x). Es una funcién par: es simétrica respecto al eje Y.
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

Iim fx)= Ilim f(x)=0

X — —o0 X — too

- . ~ X2
y =0 es asintota horizontal. Ademis, como e!~*" >0 para todo x, la curva
se sitta por encima de la asintota.

e Puntos singulares:
[1(x) = =20 - el =¥
fx)=0 > 2x=0 - x=0 — Punto (0, e
e Puntos de inflexion:
S0 = =2et ¥+ (22x0) - (<200e! T = (<2 + daD)el — ¥

Unidad 8. Representacién de funciones
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b)y=—

1 1
r(x) =0 — 4,962 =2 > x== — 077 RN (_) - el/Z —~ 1’65
4 N2 %

Puntos de inflexion: (=0,7; 1,65), (0,7; 1,65)

Grafica:

A

—4-3-2-1 123 4

x
2

Dominio: D =R - {0}

No es simétrica.

Asintotas verticales:

lim  f(x) = +oo
x— 0~
Asintota vertical: x = 0.
lim  f(x) = +eo
x— 0"

lim  f(x) = 0. Ademids, f(x) >0 paratodo x del dominio.

X —> —oo
» =0 es una asintota horizontal cuando x — —eo.

lim  f(x) = +eo;  lim &

= +oo, Rama parabdlica.
X —> +oo x— 40 X

Puntos singulares:

: eX-x2—e¥ 2x x-e¥x-2) e¥(x-2)
S0 = Z = ; =

X X

X3

2
F0) =0 = x=2 — Punio |2, %)

Grafica:

Unidad 8. Representacién de funciones
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Oy=nx*+4
e Dominio:
Como x?+ 4 >0 paratodo x, D=IR.
e Simetrias:
J(=0) = In(x? + 4) = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
e No tiene asintotas verticales.

e Ramas infinitas:

Iim  f(x)= Ilim f(x) = +oo

X — —oo X — +oo
2x
X n(x?+4 X2+ 4
iim L gy MO g, XA
X = 40 X X = +oo X X —> +oo 1

Por tanto, no tiene asintotas de ningun tipo.
Tiene ramas parabolicas.

e Puntos singulares:

2x
x2+4

fx)=0 - 2x=0 - x=0 — Punto (0, In 4)

S0 =

e Puntos de inflexion:

2062 + 4) — 2x - 2x  2x?% + 8 — 4x? 8 — 2x?

S0 = 2+ 4)2 T2+ 42 (xZ+4)2

x=-2
S =0 — 8-2x>=0 < P } Puntos: (-2, n8) v (2,In8)

e Grafica:

2. Representa:

aAy=m(x*-1) b)y=\/§senx + cos x

Ay=mhu*-1
e Dominio:

x2-1>0 — Dominio = (—oo, —1) U (1, +o0)

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Simetrias:
J(=x) = In (x*> = 1) = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
e Asintotas verticales:

lim  f(x) =—oco; lim f(x)=—o0

x—-1" x— 1%

x=-1y x=1 son asintotas verticales.

o lim f) = lim f(x)=+eo

X — —oo X —> oo
2x
(€Y 2_ _
i L gy 2D 2ol
x— 4o X X = +oo X — +oo

Tiene ramas parabdlicas.

e Puntos singulares:

S = 2

x? -1
f=0 — 2x=0 — x=0
No tiene puntos singulares, pues la funcion no estd definida en x = 0.
e Puntos de inflexion:

22— 1) - 2x - 2x 2x2 — 2 — 4x? 2x% -2
"(x) = = =
4 (x? - 1)? (x? - 1) (x? - 1)?

No tiene puntos de inflexion.

e Puntos de corte con los ejes:

—Conelegje X = p=0 - Imx?-1D=0 — x*-1=1
-z
x2=2<x NG } Puntos: (—V2,0) y (N2,0)
X =

— No corta al eje Y, pues no existe f(0).

e Grafica:

Unidad 8. Representacién de funciones
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b)y

=\/§S€7’lx + cos x

Esta definida, y es continuay derivable en todo R.
Es periodica de periodo 2n — solo la estudiamos en [0, 2xl.

No existe lim f(x) — no tiene asintotas ni ramas parabdlicas.
X —> too

Puntos de corte con los ejes:
— Coneleje ¥ - x=0 - fl0)=1 — Punto (0, D
— Coneleje X - y=0 — \/gsenx+cosx=0

1 \3 11
\/gtgx+1=0 - tgx=—=——5 - x=5—n o) x=Tn

N 6

Puntos

51 11w
5 0); (T’ O)

Puntos singulares:

S = V3 cos x — sen x

S =0 — V3 cosx—senx=0 — \/g—tgx=0 -

S — Punto 1, 2)
N z‘gx=\/g< o 5
41
x=? — Punto

"
3
Puntos de inflexion:

1) = 3 sen x — cos x = —f(x)
S =0 < f0)=0
Los puntos de inflexién son los de corte con el eje X.

Grafica:

3
2
AN
—2n—3_n3n\—_7 © \t 3n/2n
2 2 2 2
-2
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1. Representa:

a)y=x—|x=3[+|x+1|

x?%+3x
D) y=Ta+1
Ay=|x-5|x

a) Intervienen dos valores absolutos, |x + 1| y |x— 3|, que cambian de signo en las
abscisas x=-1 y x = 3, respectivamente.

Por tanto:

x<-1, [x+1==x-1y |x-3==x+3 > y=x+x-3-x-1=x-4
“1<x<3, [x+1]=x+1y [x-3=-x+3 > p=x+x-3+x+1=3x-2
x23 |x+1=x+1y |[x-3=x-3 = py=x-x+3+x+1=x+4

Representamos, pues, esta funcion:

x—4 si x<-1
y=x—|x-3+|x+1=93x-2 si -1<x<3
X +4 si X223
Y .
Ky R
. \>s',
e S
AT
ﬂ' ‘ 1 o
- T X
. " / "
o
P
LD
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b) El tnico valor absoluto que interviene es |x|. La abscisa en donde cambia de
signo x es 0. Por tanto:
<0, |x] R x? + 3x
x<0, [x|=-=x =—
Y —x+1

Y| s
\ H X2+ B
\\ Hi sk wwan e
\ :
\\ :
N !
N 1}
X|
>0, |x| N X“+ 3x
X2 x| =x =
’ Y x+1
Ty /
' /
: e
' /
: / xT+ 3,
: /)= :
: )4
:' 1
I' i
A ! X|
Representamos, pues, esta funcion: % 7
/'
x%+3x /
2 —— si x<0 S
X<+ 3x —x+1 N y
y= = 2 N ,/_x+2
|.X'|+1 X7+ 3x ; A y AW
—— si x20 . / [xrt
x+1 \\ /
\\
N 1
X

Unidad 8. Representacién de funciones
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©) El tnico valor absoluto que interviene es |x —5|. La abscisa donde cambia de sig-

no x -5 es 5. Por tanto, analizamos cémo queda la funcion a la izquierda y a la
derecha de 5:

xX<5 = |x=5==x+5 = y=(x+5x=-x2+5x

x>25 = |x=5=x-5 - y=(x-5x=x°-5x

sl = —x2+5x si x<5
Y x2-5x si x=5

LS |
| |
. |
B |
B |
i/ \[/
\/
1 " X
I pely
/1 N e
/] Syl
| " WA
| A
| :
’ '

Unidad 8. Representacién de funciones
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Pagina 204
EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Descripcion de una grafica
1 |Representa una funcion continua y derivable en R tal que:

lim f(x) =+, lim f(x)=—, f'(2)=0

X = +oo X —> —o0

f(2) =1, f'(x) 20 para cualquier x.

/

2 |De una funcioén y = f(x) tenemos esta informacion:

D=R -{1, 4} lim f(x)=+c; lim f(x)=—co
x> 1" x— 1"

lim f(x)=—co; lini;f(x) =+oo; lim f(x)=0

x4 X — oo

(si x > +oo, fi(x)>0; si x> —oo, f(x)<0)
S'2)=0, f()=-1; f'(-1D =0, f(-1)=-1

Represéntala.

28 Unidad 8. Representacién de funciones
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_
UNIDAD W

Dibuja la grafica de una funcién de la que se conocen las siguientes propie-
dades:

lim f(x)=—oco, lim f(x)=+c

X = —oo

f(x)=0si x=-2, x=0, x=3, x=4

SE2) =25 f(0)=0; f(B)=5; f(D=4

! 3

Describe las siguientes funciones indicando sus asintotas y ramas infinitas,
sus puntos singulares y los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

a b
2 |
1 1 T a
\[/ |
| |
|
|
c d | L [
a4
\ 717
1 /
/1 12
4 [
/’4 [

a) e Asintotal horizontal: y = 2. Asintota vertical: x =0

lim fx) =2, [lim f(x)=2

X —> —o° X —> too

(si x = —oo, flx) <2; si x— +eo, [f(x)<2)

lim f(x)=—oc0; [im f(x)=—00

x— 0~ x— 0%

e f(x) no tiene puntos singulares.

e Decrece en (—eo, 0) y crece en (0, +oo).

29
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b) e Asintotal horizontal: y = -2. Asintota vertical: x = -2

lim fx)=-2, [lim flx)=-2

X = —oo X —> +oo

(si x = —oo, flx)>=2; si x > +oo, f(x)>=-2)

lim f(x) = +o00;  lim f(x) = —o

X — =27 x — 2"
e Puntos singulares: f7(0) = 0; f(0) = -1. Maximo en (0, -1)
e Creciente en (—oo, —2) U (=2, 0) y decreciente en (0, +eo).
¢) e Asintota horizontal si x — +eo: =0

lim f(x) =+, [im [f(x)=0

X —oo X = oo

(si x — +eo, f(x) > 0)
e Puntos singulares:
Sf1(0) =0; f(0)=0. Minimo en (0, 0)
S1(2)=0; f(2)=1. Maximo en (2, 1)
e Decreciente en (—eo, 0) U (2, +e0) y creciente en (0, 2).
d) e Asintota vertical: x = 2

lim [(x) = +eo;  [im [(x) = —oo
X — 2 x— 2*

e Asintota oblicua: y = x
(si x— —oo, fX)>2; si x—> +oo, f(X) < X)
e No tiene puntos singulares.

e Creciente en (—oo, 2) U (2, +o0).

Funciones polinémicas

Estudia las ramas infinitas y los puntos singulares de las siguientes funcio-
nes, y represéntalas:

2—
a)y=-x2+3x+10 b)y=%
Ay=(x+17%+3 d)y=-2x2+12x-9
ey=x3-9x f)y=—x3-6x2

a)y=-x?+3x+10
e Ramas infinitas:

lim fQo) = lim (=x?+ 3x + 10) = —c

X — +oo X —> too
lim fQo) = lim (=x?+3x + 10) = —c
X = —oo X —> —oo

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Puntos singulares:

3 49
y'="2x+3 y'=0 -5 2x+3=0 — X=on V=
y"=-2<0. Maximo: 2, 4—9)

e Representacion:
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
| \
—2 L 5
| \
3x% - 12x
by
e Ramas infinitas:
2-12
lim o) = lim ST,
X —> +oo X —> Foo 4
2_
lim  f(x) = lim w = +oo
X = —oc0 X — —eo
e Puntos singulares:
6x — 12 12 - 24
'l=——— y'=0 5 6x-12=0 - x=2, y= =—
4 4
3 .
p'= > > 0. Minimo: (2, —=3)
e Representacion:
\ [
\ /
\ /
\ /
£ 1
\ /
3

Unidad 8. Representacién de funciones
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Oy=(@@+1D*+3
e Ramas infinitas:

lim fQo) = lim (x+1)2%+3=+00

X — +oo X —> too
lim fQo = lim (x+1)72%+3=+00
X = —oo P —

e Puntos singulares:

P'=2x+1; =0 - 2lx+ D=0 - x=-1, y=3

p"=2>0. Minimo: (-1, 3)

e Representacion:

\ /

dy=-2x2+12x-9
e Ramas infinitas:

lim fQo) = lim (2x2%+ 12x—9) = —oo

X — +oo X —> too
im [f(x) = lim (=2x>+12x—9) = —c
X — —o0 X = —oo

e Puntos singulares:

pl=—dx+12; y'=0 > —4x+12=0 > x=3, y=9

p'=—4<0. Miximo: (3, 9)

e Representacion:

Q
7

[ON]

—
—
s
po
pt
|

—

—
—_—
|1
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e)y=x3- 9x
e Ramas infinitas:

lim fQo) = lim (x3-9x) =+

X = +oo X = +oo

lim f(x)= lim (x3-9x)=—c

X = —oo X —> —oo

e Puntos singulares:

x =3, y=—6\/§
/= 2 _ 0. =0 2_9=9 2 - ’
y'=3x=9; y - 3x°-9 - X 3<x=—\/§,y=6\/§

e < y"(3) = 6V3 > 0. Minimo: (V3, —6v3)
! y "(\3) = —6\3 < 0. Maximo: (—\/57 nN3)

e Representacion:

L~
may
[en)

[SCR

———

ey
[en)

f) y = _xS _ 6x2
e Ramas infinitas:

lim f(x) = lim (=x3—6x?) = —oo
X — +oo X —> too

lim f(x) = lim (=x3—6x?%) =+
X = —oo X —> —o0

Unidad 8. Representacién de funciones

8

33



34

e Puntos singulares:

yl=-3x?-12x; y'=0 - Bx?-12x=0 —

— B3ulxc—4) =0 <

x=0, y=0
x=-4, y=-32

»"(0) =-12 < 0. Maximo: (0, 0)
"= _6x— 12
pr= b 12 < P(=4) = 12 > 0. Minimo: (—4, —32)

e Representacion:

4
2
42\ 2 4
\
\ -
LTJF\
]
T
7\_?3 ]
| N N I

Estudia y representa las siguientes funciones:

a)y=x3+3x2 b) y=x3-3x%2+5

5x%— x5
64

a) y=x3+ 3x?

dy= e) y=x5-5x3

e Ramas infinitas:

lim  f(x) = +e0;  lim  f(x) = —oco

X — +oo X —> —o°

e Puntos singulares:

S0 =3x2+6x; 3x2+6x=0 — xBx+6)=0

< x=0, f(0) =0 — (0, 0) es un minimo.

4
c)y=%—%x2+ 10

Dy=(x-13-3

X

/

=2, f(-2)=-8+3-4=4 — (=2, 4) es un maximo.

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Representacion:

T —

[
|
|

b)y=x3-3x2+5

e Ramas infinitas:
N ’
lim  f(x) = +eo;  lim  f(x) = —co
X — +oo X —> —oo
o/

e Puntos singulares:

S0 =3x%2—6x; 3x2—-6x=0 = x(3Bx—-6)=0 l

< x=0, f0) =5 — (0, 5) es un maximo.
x=2, f(2)=1 — (2, D es un minimo.

e Representacion:

R

o RY

_X 90
Qy= R + 10

e Ramas infinitas:

lim  f(x) = +eo;  lim f(x) = +oo
X — +oo X —> —oo

e Puntos singulares: Vv Vv

3
f’(x)=%—%-2x=x5—9x; x3-9x=0 - x(x?-9=0

x=0, f(0)=10 — Maximo en (0, 10).

< x=-3, f(-3) =—41/4 — Minimo en (=3, —41/4).
x =3, [(3) =-41/4 — Minimo en (3, —41/4).

Unidad 8. Representacién de funciones
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dy

e Representacion:

@]

1
IS

—
n —
+ B

~ s5x4 - x5

64
e Ramas infinitas:

lim f(x) = —oo; lim f(x) = +oo
X — +oo X — —oo

e Puntos singulares:
1

e Representacion:

‘ a
\

e)y=x>—5x3
e Ramas infinitas:

lim  f(x) = +oo;  lim [f(x) = —oo

X — +oo X = —oo

e Puntos singulares:

x=0 = f(0)=0

1
/ = 3 _ 4y, 3 _ 4y —
f10 i (20x3 — 5xb); < 20x3 =5xH =0 —

S0 = 5x% —15x% 5x* - 15x% =0 — Sx*x?-3)=0 l

x=0, f(0) =0 — Minimo en (0, 0).
320-5x) =0 ' '
> %0 -5 =0 < " 4, f(4) =4 — Miximo en (4, 4).

x=V3 5 f(3) =13 - 533 = 3 - 15V3 = V3
x=\3 5 f(V3) = 35+ 573 = 9V3 + 15V3 = 6V3

Unidad 8. Representacién de funciones



UNIDAD W

Tiene un maximo en (—\/5, 6\/5), un minimo en (\/3, —6\/5) y un punto de
inflexion en (0, 0).

e Representacion:

T10

L1\

fHy=@-13%-3 | T

e Ramas infinitas:

lim  f(x) = +eo;  lim f(x) = —oo
X — +oo X —> —oo

e Puntos singulares: l
S0 =3 -1?*=3; 3x-1D*-3=0 —
- -2 =1<_ x=0, fO=-1 > Mflxlimo en (0, -1
x =2, f(2)=-5 — Minimo en (2, -5)

e Representacion:

7 |Estudia las ramas infinitas, intervalos de crecimiento y de decrecimiento,
maximos, minimos y puntos de inflexion de las siguientes funciones.
Represéntalas graficamente:

a)y=3+Q2-x)> b)y =2—(x-3)*
Qy=(x+1°-5 dDy=3-1-x)3
Dy=3+Q2-x? i\
lim f(x) = —co
e Ramas infinitas < e
lim f(x) = +oo )
X — —oo —
Unidad 8. Representacién de funciones 37
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e Puntos singulares:
S0 =32 -x?% B3Q2-x?=0 - x=2; f(2)=3

J'<0 JS'<0

Signo de [ \ 2 \

/ es decreciente en IR.

No tiene maximos ni minimos.
Puntos de inflexion:

S0 =62-x); 62-x)=0 - x=2; f(2)=3

_f”>0 f/l<0

— 7

El punto (2, 3) es un punto de inflexion con tangente horizontal (f”(2) = 0

y f'(2) =0).

Signo de f™: 5

e Grafica:
Y
|
]
3
1 ).
B
|
]z \ X
b)y=2-(x-3)"
lim f(x) = —oo
e Ramas infinitas < o
lim f(x) = —oo
X —> —oo

e Puntos singulares:
S0 = —4(x = 3)% —4(x -3 =0 - x=3; f(3)=2

f/>o j‘/<o

Signo de f: / 3 \

[ es creciente en (—eo, 3) y decreciente en (3, +o0).

Tiene un maximo en (3, 2).

Unidad 8. Representacién de funciones
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Puntos de inflexion:

S0 = —12(x - 3)% -12(x—=3)* =0 — x=3; f(3) =2

f//<0 f//<0
3
/\ /_\

No tiene puntos de inflexion.

Signo de [f™:

e Grafica:
4
1M
31X
Ay=+1°-5
N /
lim f(x) = +oo
. .. X —> +oo
e Ramas infinitas <
lim f(x) = +oo
X

e Puntos singulares:

Six) =6(x+1); 6(x+1P=0 — x=-1; f(-1)=-5

/<0 />0

Signo de f: \ 1 /

Decreciente en (-, —1). Creciente en (=1, +o0),

Minimo en (=1, =5).
Puntos de inflexion:

fr00 =30(x + D¥ 30(x+ DP=0 = x=-1; ) =-5

_f”>0 _/[//>O

Signo de f™: f

oV

No tiene puntos de inflexion.

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Grafica:

Y
—1 X
dDy=3-(1-x73
lim f(x) = +oo0 7
e Ramas infinitas < N
lim f(x) = —eo
X — —o0

e Puntos singulares:

f10 =301 -x7% 31-x2=0 - x=1; (1) =3

f>0 f>0

Signo de f: / 1 /

/ es creciente en R.

No tiene maximos ni minimos.

Puntos de inflexion:

S =-6(1-x); -6(1-x=0 > x=1, D=3
f'<0 />0

Signo de f™: 1

7 NN

(1, 3) es un punto de inflexién con tangente horizontal, puesto que f'(1) = 0.

e Grafica:

W

————

Unidad 8. Representacién de funciones
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Funciones racionales

En las siguientes funciones, estudia su dominio, asintotas y posicion de la
curva respecto de estas, y represéntalas a partir de los resultados obtenidos:

-1
VY1 P y=7a R e
x2-1 xZ-x+1
Dy = RERETY Dy=rvaa
1
a)y =
Y x2-1
e Dominio: R —{-1, 1}
e Asintotas:
lim fx)=0; Iim f(x)=0
X — —oo X —> +oo

y =0 es asintota horizontal.
(si x = —oo, f(x)>0; si x— +oo, f(x)>0)

lim  [(x) = +oo |

x—-1"
lim  [(x) = —oo

x——-1*

lim f(x) =—o

x— 1"

lim f(x) = +eo

x— 1%

e Grafica:

= -1 es asintota vertical.

x =1 es asintota vertical.

-1
b =
)y x2+1

e Dominio: R
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim f(x) = 0;

X —> —oo

lim f(x)=0

X = +oo

(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oo, f(x)<0)

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Grafica:

~1

X
x%-1

Qy=

e Dominio: R —{-1, 1}
e Asintotas:

lim f(x)=0; Iim f(x)=0

X — —oo X —> +oo
(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oeo, f(x)>0)
y =0 es asintota horizontal.

lim  f(x)=—oo |

x— -1"
lim  f(x) = +oo

x— 1"

lim [(x) = —oo

x— 1-

lim f(x) = +oo

x— 1"

= -1 es asintota vertical.

x =1 es asintota vertical.

e Grafica:

2
d)y=xx—1 =x—l

e Dominio: R — {0}
e Asintotas:

lim [(x) = +eo
x— 07

lim f(x) = —oo

x— 0F

x =0 es asintota vertical.

Unidad 8. Representacién de funciones



y =x es asintota oblicua.

(si x = —oo, f(x) >x; si X —> +oo, f(x) <x)

e Grafica:
/’
7’7
1.7
400
//'
AT
X
e)y =
Y 1+ x2

e Dominio: R
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim f)=0; lim f(x)=0

X — —oo X — +oo

(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oo, f(x)>0)

e Grafica:

—

2 _ +1
£ p=X=x* 1
"4 xr+x+1

e Dominio:

xX+x+1=0 — x=—_1121_4
D-R
e Asintotas:

lim fGo=1;, Lim fx)=1

X — —oo X — +oo
(si x = —oo, f)>1; si x> +oo, f(x)<1)

y =1 es asintota horizontal.

Unidad 8. Representacién de funciones

— No tiene solucion.
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e Grafica:

Representa estas funciones estudiando previamente su dominio, asintotas,
posicion y extremos relativos:

8 2x x3 x2-_2x+2
a)y—2x+; b)y—m C)y—m d)y—f1

8
Ay =2x+=>
a)y=2x .

e Dominio: R — {0}

e Asintotas:

lim [(x) = —oo
x— 0" A .
x =0 es asintota vertical.
lim f(x) = +oo
x— 0*

y = 2x es asintota oblicua.

(si x = —oo, f(x) <2x; si x — +oo, f(x)> 2x)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

JS@w=2-5

X
, B 2,%'2—8 _ 5 x=-2
f(X)—O - T—O %x—4<x=2
Signo de la derivada:

S>>0 S'<0 S'<0 S>0

/ -2 \ 0 \ 2 /
JS(x) es creciente en (oo, —2) U (2, +o0).
es decreciente en (=2, 0) U (0, 2).
tiene un maximo en (-2, -8).

tiene un minimo en (2, 8).

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Grafica:
2x
by=—2%
J (x+ 12
e Dominio: R —{-1}
e Asintotas:
lim fx)=0;, Iim fx)=0
X — —oo X — +oo
(si x = —o0, f(x) <0; si x— +oo, f(x)>0)
y =0 es asintota horizontal.
lim f(x) = —oo
x— -1
x =-1 es asintota vertical.
lim [f(x) = —oo
x— -1*
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:
Pl = 2 D220 20+ D) | (o DR+ 2-dn) | =2+ 2
‘ (x + D* (x + D (c+ 1?3

=0 — 2x+2=0 — x=1

Signo de f"(x):

['<0 I'>0 f<0
\—1/1\

S(x) es decreciente en (—eo, —1) U (1, +o0).

es creciente en (-1, 1).

. L. 1
tiene un maximo en (1, 5
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e Grafica:

-1

[}
[}
1
]
[}
1}
1
[}
}
1
[}
[}
1
[}
[}
T
1

3
X7 ey 4x

x2—4 X2 — 4

« Dominio: R — {-2, 2}

oy=

e Asintotas:

lim f(x) = —oo]
x = =27 . .
X =—2 es asintota vertical.
lim [(x) = +eo
x— 2" )
lim f(x) = —co ]
X — 27 P .
X = 2 es asintota vertical.
lim [(x) = +oeo
x— 2"

Yy =x es asintota oblicua.

(si x = —oo, f(x) <x; si X —> +oo, f(x) > x)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

S = 322 —4) —x3 - 2o _ 3xt— 1202 —2xt | xt - 1202 | 42 - 12)

(% — 4)? (% — 4)?

(-2 (x? - 4)?

x=0
S=0 — xz(x2—12)=0< - V12
x=v12

Signo de f"(x):

/>0 <0 <0 <0 <0 />0

P e N N N U
f(x) es creciente en (—oo, —V12) U (V12 +o0).

es decreciente en (—\12,-2) U (=2, 2) U (2, V12).

tiene un Maximo en (—\/ 12 —3\/3).

tiene un minimo en (V12 5\/3)

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Grafica:
e
1l 1
] ]
| | ,’
! ! 7
| | ”
| [
T 7
o2 )
] 7|
I /’ :
| . 12| 4
1,7 1
A )
,’ 1 1
’ | |
,’ T T
’ 1 1
/\| 1
] ]
+ +
] ]
2
Dy=2 —22xt2 g1
— x —
e Dominio: R — {1}
e Asintotas:
lim [(x) = —oo
x— 1" . .
x =1 es asintota vertical.
lim f(x) = +oo
x— 1"
y=x-1 es asintota oblicua.
(si x> —oo, f) <x—1; si x> +oo, f(x)>x—1)
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:
— D2 - 2 _ _
f,(x)=1_ 1 =(x 1) 1=x 2x + 1 1=
(x - 1)? (x — 1? (x — 1?
_oxt-2x _ x(x-2)
(x = D? (x— 1?2
x=0
'xX)=0 — -2)=0
V&) xax-0=0<_ _,
Signo de f"(x):
f>0 f'<o0 f'<o0 f>0
/ 0 \ 1 \ 2 /
f(x) es creciente en (—oo, 0) U (2, +o0).
es decreciente en (0, 1) U (1, 2).
tiene un maximo en (0, —-2).
tiene un minimo en (2, 2).
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e Grafica:

Pagina 205

10

Funciones “a trozos”
Representa esta funcion:

—x2-2x+2 si x<0
x2—2x+2 six>0

ﬂx)={

Indica sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento y sus extremos
relativos. ¢(Tiene algin punto de inflexion?

A« —x%2-2x+2 si x<0
x:
x%2=2x+2 si x20

e Si x<0, esuna parabola abierta hacia abajo:

Vértice: f'(x) =-2x-2; 2x-2=0 - x=-1, f(-1) =3

2*V4+8

Cortes con el eje X: —x?—2x+2=0 — x?+2x-2=0 — x=—

2
x = 0,73 (no vale por ser 0,73 > 0)
=273
e Si x =0, esuna parabola abierta hacia arriba:
Vértice: f'(x) =2x-2; 2x-2=0 = x=1, flh =1
Cortes con el eje X: x?2—-2x+2=0 — x= @ — No tiene solucion.

2
No corta al eje X.
Corte coneleje V: 0-2-0+2=2 — (0,2)

e Crecimiento y decrecimiento:
J'Co = {

/(0 = =2 = /(0" Es derivable en x = 0.

—2x—2 si x<0

2x — 2 si x>0

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Signo de f'(x):
/>0 /<0 J'<0 >0

- -1 ~ 0 ~ 1 -

Crece en (oo, —1) U (1, +o0).

Decrece en (-1, 1).

Tiene un maximo en (-1, 3) y un minimo en (1, 1).

e Puntos de inflexion:

-2 si x<0

f%@={2 si x>0

70 £ f"(0"). No existe f7(0).
Signo de f"(x):
/<0 S0
NN

La funcion es convexa en (—eo, 0) y concava en (0, +eo).

En (0, 2) tiene un punto de inflexion.

e Representacion:

Representa las siguientes funciones. Indica, en cada caso, los intervalos de
crecimiento y de decrecimiento y los extremos relativos, si los hay:

2 . 2 .
—-X si x<1 x“—-1 si x<1
a) f(x) = b) f(x) =
N {x2—4 si x>1 N w-1 sia>1
2% si x<1 e**1l gi x<1
= df(x) =
) f(x) i six>1 S {2x—2 six>1
x
—x2 si x<1
a) flx) =
/ {x2—4 st xa>1

Unidad 8. Representacién de funciones
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[ es continua si x #1 porque son continuas las funciones que la definen.
No es continua en x =1, porque [lim [f(x)=-1# lim [(x) =-3.
x— 1 x— 1"
) = —2x si x<1 No es derivable en x =1,
S0 = 2x si x¥>1 Pporque no es continua.
fx)=0 - 2x=0, 2x=0 - x=0
Signo de f:
S>0 S<0 S>0
/ 0 \ 1 /
Crece en (—oo, 0) U (1, +o0) y decrece en (0, .
Maximo: (0, 0)

Representacion:

&
1
‘ALAL

x2-1 six<l1
b) )
x—1 si x2>1

/[ es continua si x #1 porque son continuas las funciones que la definen.

En x=1:

lim flx)= lim (x?-1)=0

x = 1" x—=1
lim fGo = lim Vx—1=0 [ es continua en x = 1.
x— 1" x— 1"
=0
e 2 st X<1  No es derivable en x =1,
= 1

- si x>1 porque no existe f'(1).
Nx -1

flx)=0 - 2x=0 = x=0
Signo de f:

f'<0 />0 />0

\0/1/
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Crece en (0, +o0) y decrece en (—oo, 0).
Minimo: (0, —1)
Representacion:
1 /
-\
2% si x<1
o flo =12
— si x>1
X
/ es continua si x #1, porque lo son las funciones que la definen.
En x=1:
lim f(x)= lim 2¥=2
x— 17 x— 1
2 i =1.
lim o) = lim 2 =2 [ es continua en x
x—1* x— 1" X
S =2
X .
i) = 2 Zln 2 st X<l No es derivable en x = 1, porque
- si x>1 S =D,
X
No hay puntos en los que f'(x) = 0.
Signo de f:
/>0 /<0
/ 1 \
Crece en (—oo, 1) y decrece en (1, +e0).
Maximo: (1, 2) (no es derivable en ese punto).
Representacion:
2
1
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w+l 6 ox<1

X — 2 si x2>1

e
d flx) = {2

[ es continua en x # 1, porque lo son las funciones que la definen.

En x=1:
lim [f(x)= lim e**1=1
x =1 x> 1" Como [lim f(x)# lim [f(x),
lim  f) = lim (2x—2)=0 ol ol
x—1* x—1* J no es continua en x = 0.
S =0

f1(x) = —e™ "l si x<1 Noexiste (1), porque /[ es
si &>1 discontinua en x=1.

No existen puntos en los que f'(x) = 0.
Signo de f:
f'<0 JS>0
\ 1 /

Decrece en (—oo, 1) y crece en (1, +eo).

Representacion:

Representa la siguiente funciéon:

x3-3x+1si x<0
(x—1)2 si x>0

ﬂx)={

Estudia sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento, sus extremos re-
lativos y su curvatura.

x3-3x+1 si x<0
(x—1)? si x>0

S0 = {

e Continuidad:

Si x#0, f es continua por estar definida por polinomios.

Unidad 8. Representacién de funciones
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Si x=0:
lim x3-3x+1=1
x =07 Como [lim f(x) =1 = f0),
lim (x-1)?%= x=0
=0 / es continua en x = 0.

SO =0-12=1
e Crecimiento y decrecimiento:

3x2-3 six<0}

/107 = =3 ] Como /(07 # /10",
S0 = .
26— 1) si x>0

(0" =-2| f no es derivable en x = 0.

e Puntos singulares:

3x2-3=0
S =0
2x-1D=0 — x=1; f(1)=0
Signo de f:
f/>0 f/<0 f/<0 f/>o

/ -1 \ 0 \ 1 /
Crece en (—oo, —1) U (1, +o0). Decrece en (-1, 1).

Miximo en (-1, 3). Minimo en (1, 0).

e (Curvatura:
i - 6x si x<0)] 700 =0 f707) %100,
2 si x>0] f"(0")=2] Por tanto, no existe f"(0).

Signo de [

f/r<0 4f”>0

N\

Hay un punto de inflexion en (0, 1).

Y

N

Unidad 8. Representacién de funciones
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13

Define por intervalos y representa las siguientes funciones:

a)y=(x-2)|x| b)y=x|x—-1|

1
dy=|x%-4x| e)y=m

2 .
—x“+2x si x<0
a)y=(x-2)|x|= 5 ‘

x“=2x st x20
La grafica de la funcion esta formada
por dos ramas de parabola:

—x%+x sl x<1

2

- X si x2>1

b)y=x|x—1|={
x

La grafica de la funcion esta formada
por dos ramas de parabola:

x2-1 si x<—1
Oy=|=x?+1]=9=x2+1 si -1<x<1

x%2-1 six21

X2 — 4x si x<0

dDy=|x?-4dx|=9-x2+4x si 0<x<4

X2 — 4x si x>4

1
1 —— si x<0
ey=575-=
|x| l si x>0
X
- si x <2
Dy=1—=r=1 <"
e =2 1 si x>2
x_

Ay=|-x%+1]|

1

DY g

S~

Lol
o I
|
[ ] 1
[
\
1
1
-1 1
4
2 4
1
-1 12
2 E
1 5
[ 12
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14 | En las funciones del ejercicio anterior, determina los maximos y los mini-
mos de los apartados a), b), ¢) y d) y las asintotas en e) y f).

Maximos y minimos

) - 2] —xZ+2x  si x<0 ,2x+2 si x<0
a =(x-2|x|= =

vy x2% - 2x si x20 Y 2x—2  si x>0

No es derivable en x = 0.

/_O<—2x+2=0 — x=1 (no vale, porque x < 0)
2x-2=0 - x=1, flLH=1-2=-1

Signo de y*

/>0 /<O />0

Maximo: (0, 0)

/ \ / Minimo: (1, =1)

X2+ x siox<1 {—2x+1 si x<1
y'=

b)y=x|x—1|={ 2x—-1  si x>1

x%-x siox>1
No es derivable en x = 1.

2x+1=0 - x=1/2, f(1/2)=1/4
=0
Y <2x—1=0—>x=1/2 (no vale, x> 1)

Signo de y*

11

y>0 <0 »>0 Maximo: )

Xl 2 4

/ \ / Minimo: (1, 0)
x%2-1 si x<-1 2x si x<-—1

Oy=|=a?+1=9=x2+1si -1<x<1 — p/=1-2x si -1<x<1

x2—1 si x>1 2x si x>1

No es derivable en x=-1, nien x=1.
y'=0 = 2x=0 =5 x=0
Signo de y"

y'<0 y'>0 y'<0 y'>0

Maximo: (0, 1)

\ -1 / \ / Minimos: (-1, 0) y (1, 0)

x?—4x  si x<0 2x—4 si x<0
dy=|x?—dx|=1-x2+4x si 0Sx<4 — p'={-2x+4 si 0<x<4
X2 — 4x si x> 4 2x — 4 si x> 4
Unidad 8. Representacién de funciones 55
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No es derivable en x =0, nien x = 4.

2x—4=0 = x=2 (novale, x<0)
P'=0 5 {2x+4=0 > x=2 > f(2)=4
2x—-4=0 — x=2 (novale, x>4)

Signo de y*
7<0 7>90 y<0 " r>0 Maximo: (2,4)
0 2
\ / \ Minimos: (0, 0) y (4, 0)
Asintotas
1L si x<0
)y = L.«
e = e———
el L si x>0
x

e Asintota vertical: x =0, porque [lim —— = +oo.
x—0 |x]
p . 9 1
e Asintota horizontal: y =0, yaque /im =0 con y>0.
X — oo le
Posicion:
~ e
\ ! si x<2
fy=r—ar={ 7
=2l 1 G xsa
x—2
e Asintota vertical: x = 2, porque [lim = +oo,
x =2 |x - 2|
p . p 1
e Asintota horizontal: y =0, porque [lim w———=0 con y>0.
X —> too |x - 2|
Posicion:
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PARA RESOLVER

15 |Representa las siguientes funciones, estudiando:
— Dominio de definicion, asintotas y posicion de la curva respecto de estas.

— Crecimiento y extremos relativos.

) _4x—12 by y=* ) _(x-1D(x-3)
PVY=(x-22 V= (k= 2)2 QY= 2
x2 x2+4 x2
d)y_9—a~c2 Dr="y t)y_(x—fi)z
2x3 xt . x3
OY i Wr=g DYtz
. (x—2)?
Dy= x—-1
4 — 12
a)y=——-=
Y (x - 2)?

e Dominio: R - {2}
e Asintotas:

lim fo)=0; [lim f(x)=0

X — —oo X — +oo

(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oo, f(x)>0)

y =0 es asintota horizontal.

lim f(x)=—oo
X — 27 B .
x = 2 es asintota vertical.
lim [(x) = —co
x— 2"

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

F10 = 4(x =22 - (dx—12) - 2(x = 2) _ 4(x—2)—2@4x—12) _
(x —2)4 (x—2)3

_ 4x-8-8x+24 _ —4x+16
(x—2)3 (x—2)°
=0 - —-4x+16=0 — x=4

Signo de f"(x):

S'<0 S>>0 S'<0
\ -2 / 2 \

[(x) es decreciente en (—oo, 2) U (4, +o0).

es creciente en (2, 4).

tiene un maximo en (4, 1).

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Grafica:

2 —
- "
\
\
by=—>*—
T
e Dominio: R — {2}
e Asintotas:
lim [f(x)=0; lim [f(x)=0
X — —oo X —> +oo

(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oo, f(x)>0)
y =0 es asintota horizontal.

lim [(x) = +eo
x— 27 4 .
x =2 es asintota vertical.
lim  [(x) = +o

x— 2"

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

(x=2)2—x-2(x-2) x—2—2x —x =2
') = - -
S (-2 -2°  (x-2p
So=0 - x-2=0 = x=-2
f'<0 f>0 f'<0

Signo de f"(x): < = — y N
f(x) es decreciente en (—oo, —2) U (2, +e0).

es creciente en (=2, 2).

. L. -1

tiene un minimo en (—2, ?)

e Grafica:

4
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(x-Dw=-3) _ x*—4x+3 R N S

VY= %— 2 x_2

e Dominio: R — {2}

e Asintotas:

lim  f(x) = 4o
X — 27 . .
x = 2 es asintota vertical.
lim [f(x)=—co
x— 27

y=x—2 es asintota oblicua.
(si x = —oo, f(x)>x—2; s x> +oo, f(x)<x—2)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

1
) =1+ —+
J1(x0) + Y

JSx)=0 — (x-2)2+1=0 — No tiene solucion.
JS(x) no tiene extremos relativos.
S0 >0 paratodo x — [f(x) es creciente en todo su dominio.

e Grafica:

dy=-=X
S

e Dominio: R —{-3, 3}

e Asintotas:

lim [ =-1, Iim [f()=-1

X —> —oo X = +oo

(si x = —eo, f(x) <—1; si x> +oo, flx)<-1)

= -1 es asintota horizontal.

lim [(x)=—oco ]
X —> =37

lim  f(x) = +oo
x — —3*

lim [(x) = +oo

x— 3

lim f(x) = —oo

x— 3"

= -3 es asintota vertical.

X =3 es asintota vertical.
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e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

S0 = 2x(9 —xH) —x? - (=2x) _ 18x—2x3 + 2x3 _ 18x

(9 —x?)?
=0 — 18x=0 — x=0
Signo de f"(x):
f'<0 J'<0 >0

(9 —x?)?

(9 —x2)2

S50

\-5\0/

J(x) es decreciente en (—eo, —3) U (=3, 0).

es creciente en (0, 3) U (3, +o0).
tiene un minimo en (0, 0).

e Grafica:

1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
I 3 I
1 1
1 1
3! 3 |
_______ N I A B
! ! |
i T
1 e 1 -
1 L .-
2 4+
y== 4=x+§

e Dominio: R — {0}

e Asintotas:

3

/'

lim  f(x) = —eo
x—= 0 . .
x =0 es asintota vertical.
lim  f(x) = +eo
x— 0*

¥y =x es asintota oblicua.

(51 x = —eo, f(x) <x; si x— +oo, f(x)>x)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

fe=1-4

X
’ 2 4 X=-
fix)=0 — x?- _O<x=2
Signo de f"(x):

S>>0 S'<0 S'<0

S>0

/—2\0\

2

/'
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Sf(x) es creciente en (—eo, —2) U (2, +o0).
es decreciente en (=2, 0) U (0, 2).
tiene un maximo en (=2, —4).

tiene un minimo en (2, 4).

Grafica:

=X
(x—3)?
Dominio: R — {3}
Asintotas:
lim fo=1;, lim f(x)=1
X —> —oo X —> Foo

(si x = —eo, f(x) <1; si x— +eo, f(x)>1)

y =1 es asintota horizontal.

lim  f(x) = +eo
x— 3 . .
X = 3 es asintota vertical.
lim  f(x) = 4o
x — 3*

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

2x(x = 3% —x%-2(x=3) _ 2x(x-3) —2x% _

"0 =
AR (-3 =37
_ 2x? - 6x - 2x* _  —o6x
(x—3)3 (x—3)3

=0 - —-6x=0 — x=0

Signo de f"(x):

S<0 S50 /<0

~ 0 - 3 ~

f(x0) es decreciente en (—o0, 0) U (3, +o0).

es creciente en (0, 3).

tiene un minimo en (0, 0).

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Grafica:

|t

™~
11/
A
3
23 2x
)y = = 2x —
R x%+1

e Dominio: R

e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
y = 2x es asintota oblicua.

(Si x = —oo, f(x) >2x; si Xx — +oo, f(x) < 2x).

6x%(x? + D = 2x3 - 2x _ 6x* + 6x? — 4xt

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

2t + 6x2

J'@o =

(x2 + 12 (x? + 12 -
fx)=0 — 2x’(x*+3)=0 — x=0

Signo de f"(x):

f() >0 para todo x # 0.

J(x) es creciente en todo R.

e Grafica:
IA/
74
Va
4
Wy= 2=

e Dominio: R —{-2, 2}

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Asintotas:
lim  f(x) = +oo ]
X = -2
= -2 es asintota vertical.
lim  f(x)=—oo
x— =2" )
lim f(x) = —co ]
x— 27
x =2 es asintota vertical.
lim  f(x) = +oo
x— 2* ]
X
lim [(x) = +eo;  [im & = —o
X —> —oo x——eo X 215
0 Ramas parabdlicas
lim [(x) = +e0;  [im “— =+
X —> 4o X = 40 X
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:
00 = 4o3(x® = 4) —x* - 20 _ 4x0 — 16x3 — 200 _ 20 — 16x3 _
(x? = 4)? (x? - 4)? (x? — 4)2
_2x33(x? - 8)
(x? - 4)?
x=0
F0=0 - 223x2-8)=0 < x=—\8
x =18
Signo de f"(x):
f'<0 >0 >0 f'<o0 f'<0 >0

~. B _7 7 7

tiene un maximo en (0, 0).

N

e Grafica:

Unidad 8. Representacién de funciones

2 N B _

(0 es decreciente en (oo, —\/g) U (0,2) U (2, \/§)
es creciente en (—\8, —2) U (=2, 0) U (V8 +e0).

tiene un minimo en (=V8, 16) y otro en (8, 16).
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X+ 2

Dy=
e Dominio: R — {-2}

e Asintotas:

lim  f(x) = +oo

X — =27
= -2 es asintota vertical.

lim  f(x) = —oo

x— =27
(€9)

lim  f(x) = +eo;  lim S —oo

X = —oo X — —oo
Ramas parabolicas

P A &9)

lim [f(x)=+4oo; [im “—— =
X = +oo x> 40 X

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

Ax2(x +2) —xd B3+ 6x2—x3 _ 2x3 + 6x2

S0 = - -

(x +2)? (x +2)? (x + 2)?
S0 - 2P0 " "
x=-3
Signo de f"(x):
f’<0 f’>O f’>0 f’>0

\ -3 /V -2 / 0 /
J(0) es decreciente en (—eco, —3).
es creciente en (=3, —=2) U (=2, +o0).
tiene un minimo en (=3, 27).

tiene un punto de inflexion en (0, 0).
e Grafica:

30
129
28
27

A\

=D Y

—4 2
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e Dominio: R — {1}

e Asintotas:

lim [(x) = —oo0
x— 1" . .
x =1 es asintota vertical.
lim [(x) = +oo
x— 1"

Yy =x—3 es asintota oblicua.
(Si x = =00, flx) <x—3; si x— +oo, f(x)>x—3).
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

1 (x-12%-1 x? - 2x
y =1- - =
S T T T oD o2

=0
f@=0 - x(x—2)=o<§=2

Signo de f"(x):

S'>0 J'<0 f'<0 f>0
/ 0 \ 1 \ 2 /

S(x) es creciente en (—oo, 0) U (2, +eo).

es decreciente en (0, 1) U (1, 2).
tiene un maximo en (0, —4).
tiene un minimo en (2, 0).

e Grafica:

a) Halla las asintotas de la grafica de la funcion definida para x> 0 por:

1+ x2

J(x) =

b) Halla las regiones de crecimiento y de decrecimiento de f indicando sus
maximos y minimos locales y globales, si los hay.

c) Esboza la grafica de f.

Unidad 8. Representacién de funciones
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a) lim [f(x) =+ — x=0 es asintota vertical.
x— 0*

Jx) =x+ 1 — p=x es asintota oblicua.
X

(Si x — +oo, f(x0) > x).

2
D=1~ L =X -1
X X

x=-1 (no vale)
f@=0 = x?1-0<_
(x =-1 no vale, pues f(x) esta definida solamente para x > 0).
Signo de f"(x):
<0 S>>0
S

Sf(x) es decreciente en (0, 1).

es creciente en (1, +co).

tiene un minimo (local y globaD) en (1, 2).

no tiene un Maximo.

9)

En las siguientes funciones se pide:

e Dominio de definicion, asintotas y posicion de la curva respecto a ellas.
¢ Intervalos de crecimiento y de decrecimiento y extremos.

¢ Representacion grafica.

1 3-2x
a)y_xz—Zx—S b)y=
2 2 2
Ay=x ~ d)y=x_'_2
1
a)y_xz—Zx—S
e Dominio:

x2-2x-3=0 = x=-1, x=3. Dom =R —{-1, 3}

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Asintotas verticales:

; 1
lim ——————F=+e0
x—>-1- X°=2x-3
= —1. Posicion
B 1
lim —————=—o

x— 1" x%—2x-3

lim —————— = o

X =3 X2 = 2x — 3
x = 3. Posicion 1
lim —————=+o

x—3 X2-2x-3

e Asintota horizontal:

1
=0, lim —————
Y poraue o X ox—3

Si x— +eo, >0
Posicion < N y>0
i x——oo,

A
- -

1! 3

4N

e Intervalos de crecimiento, de decrecimiento y extremos:

o TR 0 4220 o x-1, (D) - —
VT - 3)2 T 4
Signo de y*

y'>0 y'>0 y'<0 y'<0

L
7_4)

/v —1/ 1 \5 \ Maximo:

Intervalos de crecimiento: (—eo, —=1) U (=1, 1)

Intervalos de decrecimiento: (1, 3) U (3, +o0)

Unidad 8. Representacién de funciones
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by =

3 - 2x

e Dominio: IR —{0}

e Asintotas verticales:

im
L x =0 X
x = 0. Posicion
, 3 - 2x
lim = +oo

e Asintota horizontal:

lim 3 -—2x
X —> oo

e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento:

2x-(3-2x) -3
T X2 K2

!

Signo de y* Es negativa en todo su dominio.

La funcion es decreciente en su dominio.

No tiene maximos ni minimos.

2

Qy=xr-=
x

e Dominio: IR —{0}

e Asintota vertical:

lim (xz _2

X

x— 0

x = 0. Posicion
i {22 -
im |x°— —|=—o0

x— 0"

e Asintota horizontal no tiene, porque  /im

X = koo

X

= +oo,

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Tampoco tiene asintota oblicua, porque:

lim @= lim
X — oo X X — too

= 400

e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento:

2 2x3+2
Y=t = /=0 5 203+2=0 - x=-1, D=3
X X
Signo de y*
Y'<0 Y>>0 y'>0

\ -1 /" 0 Minimo: (-1, 3)

Intervalos de crecimiento: (=1, 0) U (0, +o0)

Intervalos de decrecimiento: (—eo, —1)

YT

//

—
~—~——

I~

2
dy=

X + 2
e Dominio: R —{-2}
e Asintotas verticales: x = -2

) x?
lim = _—oo

\ .. x—>-2 X +2
Posicion 5
B X
/

= +oo

m =
x> -2t X+ 2

2
) X
e Asintota horizontal no tiene, porque  /im = too,
X oo X T2
e Asintota oblicua:
x? x+2 4
- y=x-2+
—x? = 2x x—2 x+2
—2x
2x + 4

Unidad 8. Representacién de funciones




La recta y =x— 2 es una asintota oblicua.

Si x = +oo, p>x—-2
Pos1c1on< Si x> —on y<x_2

1 7

'
'
'
'
' .
'
'
T
'
'

-

V
'
'
'
'
'
'
. '
'
'
'
'
'
]

7 k

e Crecimiento y decrecimiento:

2x(x +2) —x%  x%+4x

I — -

(e +2? (x+2)2

x=0;, y=0
P'=0 = x2+da=0<_ Y

x=-4, y=-8
Signo de y*
y'>0 Y'<0 »'<0 )'>0 1y g
/_4\_2\0/ |
_25 2 2l
Crece en (—oo, —4) U (0, +o0). 121 X

.

Decrece en (=4, -2) U (=2, 0).
Maximo: (-4, —8)

Minimo: (0, 0)

o — e ] I N 1

Estudia y representa las funciones siguientes:

X

x2+3

dDy=Vx2+1

1
= b =
a)y 2.1 )y

DV G

1
Ve Ve + 1
e Dominio: IR

e No tiene asintotas verticales.

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Asintota horizontal: y =0

1
lim ———==0 (con f(x)>0 si x — too)

x— 2o V2 + 1

e Crecimiento:

-2x
22+ 1 a1
Signo de la derivada:

y'= ;=0 5 x=0 = x=0, y=1

yr> 0 yr< 0
/ O \
Crece en (—oo, 0) y decrece en (0, +eo).

Maximo: (0, 1)

e Representacion:

ex

by = 213

e Dominio: IR
e No tiene asintotas verticales.

e Asintotas horizontales:

3 ex , () 1.
lim 5 = +oo; [im [ = +oo rama parabdlica.
X = 40 X + 3 X — +o X
X
lim =0 — y =0 asintota horizontal hacia —ee (con f(x) >0

2
S X°+ 3
x cuando x — —oo)

e Crecimiento:
e xP+ 3 +e¥ 20 e¥(x+ 2x +3)

- (x2 + 3)2 S (% + 3)2
2 +V4-12

2

=0 - x?+2x+3=0 = x=

No tiene solucién. No hay puntos singulares.
La funcién es creciente en su dominio. No tiene maximos ni minimos.

e Representacion:

DO

(Ui

Unidad 8. Representacién de funciones
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) = +L
YT T
e Dominio: IR —{1}

Cx(e—1D*+4 P -2xP+x+ 4
TR (x — 1)?

e Asintota vertical: x =1

JA

e No tiene asintota horizontal:

lim |x +———=| = +oo 5
x—1- (x—1? :
lim |x+——=|=+c i
x—1* (x = 1)? :

lim x+——=
X —> +oo (-x—l)z

= 4+o00

e Asintota oblicua: y = x

Si x— +eo S0 > x
Posicid
osicion < Si o —oo G0 > x

e Crecimiento:

Puntos singulares:

8 8
y’=1—m; y'=0 — 1—m=0 - x-13=8 -

> x-1=2 - x=3, f3) =4
f>0 f'<o0 f>0
/ 1 \ 3 /
Crece en (—oo, 1) U (3, +e0) y decrece en (1, 3).
Minimo: (3, 4)

Signo de [

e Representacion:

Do

e N
<
.
.

Unidad 8. Representacién de funciones
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dDy=Vx?+1
e Dominio: R
e No tiene asintotas verticales, ni horizontales.
e Asintotas oblicuas:
X Va2 + 1
m = lim &= Iim ————=1
x— 40 X X — +oo X
Vx2 +1-x)(\x2 +1 +x
n= Ilim (x?+1-x)= lim ( ) )=
X —> +oo X = +oo Vx? +1+x
I ! 0
= m B ————
x>+ Yx2+ 1 +x
y =x es asintota oblicua hacia +ee.
_oWx?+1 N0+ 1
m= lim ———= [im ————=-1
X — —oo X X — too —X
n= lim (Nx2+1+x)= lim (Nx?+1-x)=0
X — —oo X —> too
¥y =—x es asintota oblicua hacia —ee.
e Puntos singulares:
2x X
! = = ! — p— p—
- - ,y_0_>‘x_07f(0)_1
2x2+1 x2+1
'<0 >0
Signo de la derivada: %(.)L
Crece en (0, +e0) y decrece en (—oo, 0).
Minimo: (0, 1).
e Representacion:
™\ )
R P4
—2 -1 2
Unidad 8. Representacién de funciones 73
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19 |Estudia y representa las siguientes funciones:

a) y = V4 — x?

c)y=3\’/.x'_2

S =

a)y = V4 —x?

e Dominio: [-2, 2]
e Asintotas: no tiene.

e Puntos singulares:

2V4 — x2 =\/4—x2
f=0 - x=0

Signo de f'(x):

e Grafica:

-2 /

S(x0) es creciente en el intervalo (=2, 0) y decreciente en el intervalo (0, 2).
Tiene un maximo en (0, 2).

e Corta el eje X en (=2, 0) yen (2, 0).

T

74

b)y=Vx? - x
e Dominio: (—oo, 0] U [1, +o0)

* Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim  fx) = +oo
X —> —oo
o S

b)y=Vx?-x
D y=V1-x2

Unidad 8. Representacién de funciones
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lim [fo) +x]= lim [Nx?2+x —x]=

X = —oo X —> 4o

- [Vx? + x — o] [Vx? + x + x] _

X = +oo (\/x2+x+x)

o xP+x—x? X
= lim f———

= lim ———
X —> oo VX2 + X + X x> 4o VX2 + X+ X

1
2
- 1

=—x+ % es asintota oblicua cuando x — —oeo | f(x) < —x + E)

lim f(x) = +eo

X —> +oo
X 2 _
im L, IX-x
X —> 40 X X —> +oo X
lim [foo —xl= lim [Na?-x —x]=
X —> +oo X —> +oo

iim [Vx? — x — x] [Vx? — o + ] _

x> 4 (Va2 = x + x)

X% —x—x2 —x

4 -1
= lim = lim ———=—
X —> +oo V.X'Z—.X"".X' x—)+oo’\/m+x 2
y=x- % es asintota oblicua cuando x — +eo (f(x) <x- %)

e Puntos singulares:

2x—1

"(x) = ———
S 2Vx%2 - x

F0=0 = 2x-1=0 — x=%

No tiene puntos singulares (en x = % no estd definida f(x)).

Signo de f"(x0):
/<0 no existe />0
\ 0 1 /

JS(x) es decreciente en (—eo, 0].

es creciente en [1, +oo0).

e Pasa por (0,0) y (1, 0).
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e Grafica:

N[/

O y= Ux2 = x2/3

e Dominio: R
e Simetria:
S=0 = Va2 = Sf(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
e No tiene asintotas.
e Ramas infinitas:
lim flx)= lim f(x)=+co
X = —oo X —> +oo

0 Ramas parabdlicas.

lim 0

X — +oo X

e Puntos singulares:

fr(x) - Ex—1/3 = 2

3 33x

No existe f’(0) — f(x) no es derivable en x = 0.

S0 es decreciente en (—eo, 0) y creciente en (0, +e0).

e Pasa por (0, 0).

e Grafica:
N /"
N 7

Do

[Ei

dy=1-x2

e Dominio: IR

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim  fx) = lim f(x)=—oo

X = —oo X = +oo
Ramas parabdlicas.
lim @ = [lim f(_x) =0 P
x—> - X x— 4o X

e Puntos singulares:

S =

— f(x) no es derivable en x=-1 nien x=1.

—2x
33 - x2)?
S =0 > 2x=0 - x=0
Signo de f'(x):
/>0 7'>0 /<0 /<0
At N N
J(x) es creciente en (—eo, 0), es decreciente en (0, +e0); tiene un Maximo en
©, 1.
e Corta al eje X en (-1, 0) y en (1, 0).
e Grafica:

Dibuja la grafica de las siguientes funciones:
Ay=x+|x+2

b)y=2x—|x-3|

Qy=lx|+|x-3

dy=x[x-1

A y=x+|x+2|

Como |x+2| =0 & x=-2, estudiamos f a la izquierda y a la derecha de
—2 para definirla por intervalos.

Unidad 8. Representacién de funciones
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x =2 X+ 2 -2 siox <=2

2x + 2 siox=>-2

S = {

-2

b)y = 2x — |x - 3|

Estudiamos la funcion para valores menores y mayores que 3.

—x+3 x-3 {ZX—(—X+3)=3X—3
Restamos:
- 3 - 2x—(x—-3)=x+3
3x—3 si x<3
f(x)_{x+3 si x23
Y
6
4 /
/
NEY,
/
X
/

Ay = x| + |x - 3]

Como |x|=0 en x=0 vy |x—3| =0 en x =3, estudiamos f a la izquierda
y a la derecha de esos puntos.

x | x | x —x+(x+3)=-"2x+3
o 3 Sumamos: x+(=x+3)=3
—x+3 X +3 x-3 x+ (x—-3)=2x-3

—2x+3si x<0
SO =43 si 0<x<3
2x—3 si x>3

Unidad 8. Representacién de funciones
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\ /
2 4 X|
dy=x|x-1|
Estudiamos fa la derecha y a la izquierda de x = 1.
x+1 x—1 x(=x+1) =-x2+x
Multiplicamos:
1 x(x-D=x?-x
X X
2 .
—x“+xsi x<1
(o) =
/ {xz —-x st x21
e y=-x?+x es una paribola abierta hacia abajo:
Veérti 2x+1=0 — 1f1) y
értice: —2x = x=—, fl=|=—
2’ 2 4
Cortes con OX: —x2+x=0 = x(=x+1D=0 = x=0, x=1
e y=x?—x esuna paribola abierta hacia arriba:
1
Vértice: 2x—1=0 — x= > (no vale, ya que debe ser x> 1)
x =0 (no vale)
Cortes con OX: x?—-x=0 — x(x-1=0
@-D=0<T_" _,
Y Y Y ]
NENESER AR RS/
/ =k 1]
. X s 1
/, kS S /
/ : / X
s % /
<5 X| /
/ \
/

Representa graficamente:

VY2
by o 122
YT

Unidad 8. Representacién de funciones
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1
VY2

Definimos la funcién por intervalos: f(x) = -

1
Si x<0 = = :
Pxshy X -2 x+2
e Dominio: R —{-2}

e Asintota vertical:

lim o < O NSRS e

x— -2 Si x>-2, f(x)—)—oo
X = -2 es una asintota vertical.

e Asintota horizontal:

» =0 es asintota horizontal hacia —eo (f(x) > 0).

Y

l
|
/

—

Six20, y= Y

e Dominio: R —{2}

e Asintota vertical:

. Si x<2, flx) > —o0
xllinz S < Si x> 2, flx) = +oo

e Asintota horizontal:

I1 ! 0
m =
X —> +oo X =2

» =0 es asintota horizontal hacia +eo (f(x) > 0).

Unidad 8. Representacién de funciones
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[

\

|

I
La grifica de y = —— es:
a grafica de y -2 es:

[fo L

| |

/ \
=2 T X

—_—
By

| 2x|
x2+1

by =

Definimos la funcion por intervalos:

—2x

m Six<0
S = 2x

> si x20

x°+1
Si x<0, y=
A ’y_x2+1'

e Dominio: IR

e No tiene asintotas verticales.

Asintotas horizontales:

lim =0

X — —oo xz + 1
=0 es asintota horizontal hacia —ee (y > 0).
e Puntos singulares:

202+ D+ 2x 0 2x 0 —2x%— 2 + 4x2 2x%2 -2
S0 = ¢ ) =

(7 + 17 T2 1)

Unidad 8. Representacién de funciones
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x=1 (novale, 1>0)

2x2 -2
S=0 = W_O< x=-1, f-1D=1

Si

Signo de f*
/>0 J'<0
A

Maximo en (=1, 1).

Y
~ 11
// \
X
1 “‘ .
2x
x20, y= x2+l:

Dominio: IR
No tiene asintotas verticales.
Asintotas horizontales:

2x
=0

lim
x> 4o X2+ 1

y =0 es asintota horizontal hacia +eo () > 0).

Puntos singulares:

/()_2(x2+1)—2x'2x_ —2x% +2
S0 = (x2+ 1)2 B (x2 + 1)?

x=-1 (novale, -1 <0)

S =0 = 2xte2-0 <

Signo de f*
S>0 /<0
0 / 1 \

Maximo en (1, 1).

Unidad 8. Representacién de funciones
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1
1 X
| 2x|
La grafica de y = es:
g y 21
Y
1
-1 1 X
T
L] 1
S N

s22 | Considera la funcion f(x) = x2|x—3|:
a) Halla los puntos donde f no es derivable.
b) Calcula sus maximos y minimos.

c) Represéntala graficamente.

a)f(x)={x2(—X+3) si x<3}={—x3+3x2 si x<3

xX*(x-3)  si x23 x3—3x? si x23
Si x# 3, tenemos que [f(x) es derivable. Su derivada es:

Bx2+6x si x<3
S0 = { 3x2—6x si x>3
Por tanto:
ﬂ@ﬂ=—9}f@ﬂ¢f@ﬂ
f3H=9

b)) =0 — Bx?+6x=0 si x<3

oo 1102 00

3x2-6x=0 si x>3 — ninguno

Unidad 8. Representacién de funciones
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Como f(x) 20 paratodo x, tenemos que:

Jf(x) tiene un minimo en (0, 0) y otro en (3, 0), y tiene un maximo en (2, 4).

o) lim f(x)=+eo;  [im [(x) = +oo

X = —oo X —> 400

Uniendo todo lo anterior, llegamos a la grifica:

2x2+1

La recta y = 2x + 6 es una asintota oblicua de la funcion f(x) = k"

Halla el valor de k y representa la funcion asi obtenida.

e Hallamos k:

Si y=2x+ 06 es asintota oblicua, tenemos que:

lim &=2; lim [f(x)—2x] =6
X — 40 X X —> +oo
Por tanto:
B (¢9)] , 2x2+1
/ == ] — =2
xi}””iw X xin:lroo x? — kx

2x2% + 1 2x% + 1 — 2x2 + 2kx
Iim [f(0) —2xd = lim | Zx] T o -
X = +oo x4l X—F X = +oo x—k

2kx + 1

- im 2 k-6 = k=3

X —> +oo x—k

También podriamos efectuar la division:

2x2 + 1 x—k

—2x2 + 2kx 2x + 2k
2kx + 1
—2kx + 2k
1+ 2k?

La asintota oblicua es y = 2x + 2k.

2x+2k=2x+6 = 2k=6 — k=3

Unidad 8. Representacién de funciones
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2x2+ 1

Por tanto, f(x) = ~3

e Dominio: R — {3}

e Asintotas:

lim f(x) = —oo
x— 3
X =3 es asintota vertical.
lim  f(x) = +oo
x — 3"

y=2x+ 06 es asintota oblicua.
(Si x— —oo, f(x)<2x+0; si x—> +oo, f(x)>2x+0)
e Puntos singulares:

dx(x—=3)—Qx*+1)  4x?—12x-2x*-1 2x*-12x-1
(x — 3)? (x —3)? (x — 3)?

S0 =

f0=0 — 2x*-12x-1=0 —

12+ V144 + 8 — x = 6,08, f(6,08) = 24,32

—oxs 4 — _0,08, f(—0,08) = ~0,33
Signo de f"(x):
>0 J'<0 J'<0

/ -0,08 \ 3 \ 6,08 /

J(x) es creciente en (—e0; —0,08) U (6,08; +o0).

JS'>0

es decreciente en (=0,08; 3) U (3; 6,08).
tiene un maximo en (-0,08; —0,33).

tiene un minimo en (6,08; 24,32).

e Grafica:

T 7
™ :\/
s

’
7
/
7

3
4

i
|
1
i
224 A
1
1
l

3

. :
AN 6 91215
7
/211t
ammcan i
va 18

Unidad 8. Representacién de funciones
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Considera la funcion:

1 .
j‘() m si x<0
x) =

-x+1 si x>0

En el intervalo (-, 0], estudia la existencia de puntos de corte con los ejes,
si la funcion crece o decrece, la existencia de puntos de inflexion y si tiene
asintotas. Dibuja la grifica en todo R.

1 .
si x<0
F) =9 x%+1
-x+1 si x20
Si x e (—e0, 0) !
° — oo =
Si xe€ , 0, i1

Si x=0, y==x+1=1

Cortes con los ejes: x=0, y=1 — (0, D

1
y=0 — 2 = 0 No tiene solucién. No corta a Y.

+1
e Crecimiento y decrecimiento:

, T2 —2x
y (X2 + 1)2’ (xz + 1)2

=0 > 2x=0 - x=0, f(0)=1

Signo de f"(x0):
f>0
— .

La funcion es creciente.

e Puntos de inflexion:

3
6x2 -2 6x2—2 , 1 X=T(novale)
f(X)=(X2+1)5’ (x2+1)3=0—>x=g<x— V3

Signo de f"(x):
>0 <0

\/ F 7\
(_ﬁ
3

o

Punto de inflexion: , %) = (-0,58; 0,75)

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Representacion:

—
N

8
Dada la funcion f(x) =ax+ b+ pe calcula a y b para que la grificade f

pase por el punto (-2, —6) y tenga, en ese punto, tangente horizontal. Para
esos valores de a y b, representa la funcion.

f(x)=ax+b+§; f’(x)=a—%

e Pasa por (-2, -6), f(-2)=-6 — —2a+b—4=—6} —2a+b=—2} a=2

e Tangente horizontal — f(-2)=0 — a-2=0 a=2 b=2

8
Para estos valores, queda: f(x) =2x + 2 + =

e Dominio: R — {0}
e Asintotas:

lim f(x) = —oo

x= 0 x =0 es asintota vertical.

lim  f(x) = +eo
x— 0"

8
S0 =2x+2+ - — y=2x+2 es asintota oblicua.

(Si x— —oo, f(x) <2x+2; si x— +oo, f(x)>2x+ 2)
e Puntos singulares:

2x%-8

8
S =2-—5 =

X

o ) el ) x=-2 f(-2)=-6
(=0 - 2x2-8=0 — x 4<x=2,f(2)=10
Signo de f"(x):

S>0 /<0 /<0 S>0

/-2\0\2/

Unidad 8. Representacién de funciones
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[(x) es creciente en (—oo, —2) U (2, +o0).
es decreciente en (=2, 0) U (0, 2).
tiene un maximo en (=2, =6).
tiene un minimo en (2, 10).

e Grafica:

Representa las siguientes funciones:

) y=—s by =

o) y=xlhx d)y=(x-1De”~

e y=e™ fy=x2e™
x3

2) " x h)y=m(x?-1)
x

a)y=e—x

e Dominio: R (ya que ¢¥# 0 paratodo x).
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim f(x) = —eo; lim @ =

+eo  — Rama parabdlica
X —> —oo x> —c0 X

X
lim f(x) = lim - 0
X = +oo X — +oo €

¥ =0 es asintota horizontal cuando x — +e (f(x) > 0).

e Puntos singulares:

eX—xeX¥ e¥(1-x 1-x
f,(‘x) = er = er =

=0 - 1-x=0 — x=1
>0 /<0

D

e.X'

Signo de f7(x0):

Unidad 8. Representacién de funciones
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Sf(x) es creciente en (—eo, 1).

es decreciente en (1, +o0).
]

1, —|
e

e Corta a los ejes en el punto (0, 0).

tiene un maximo en

e Grafica:

In x
b)y=T

e Dominio: (0, +)

e Asintotas:

lim  f(x) =—-o — x=0 esasintota vertical.
x—= 0"
B In x
lim ——=0
x>0 X

y =0 es asintota horizontal cuando x — +eo (f(x) > 0).

e Puntos singulares:

1/x) - x=—Inx 1-Inx
S0 = 2 =T 2

=0 - Imx=1 — x=e
Signo de f'(x):
f>0 /<0
S N

JS(x) es creciente en (0, e).

es decreciente en (e, +c0).

:
e, —|.
e

tiene un maximo en

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Corta al eje X en (1, 0).

e Grafica:

—

Ady=xinx
e Dominio: (0, +eo)

e Asintotas:

In x
lim xInx= lim =
x— 0" x = 0" 1/x

No tiene asintotas verticales.

lim  f(x) = +oo;  lim @

= +o0o — Rama parabodlica
X — +oo x40 X

e Puntos singulares:

1
f/(x)=lnx+x-;=lnx+1

1
f)=0 — hmx=-1 — x=e—1=?

Signo de f"(x):

f'<0 >0
0 1
\ L1 /
. 1
JS(x) es decreciente en |0, —|.
e
es creciente en |—, +oof,
. . 1
tiene un minimo en |—, —|.
e’ e

e Corta al eje X en (1, 0).
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e Grafica:

uiy

dDy=W-De"
e Dominio: R
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

-x—1

lim f(x)= Ilim (—x—De ™= Ilim -
X —> —oo X —> +oo X — 4o €

=0

=0 es asintota horizontal cuando x — —eo (f(x) < 0).

lim  f(x) = +oo;  lim @=

X = +oo e X +eo — Rama parabdlica
e Puntos singulares:
£ = ¥+ (x— DeX = e¥(1 + x — 1) = xe*
=0 - x=0
Signo de f"(x):
f'<0 F>0
~ 0 _

Sf(x) es decreciente en (—eo, 0).

es creciente en (0, +o0).
tiene un minimo en (0, —1).
e Corta al eje X en (1, 0).
e Grafica:

~——
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ey = e
e Dominio: R
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim fx) = lim f(x) =0

X —> —oo X —> +oo

y =0 es asintota horizontal (f(x) >0 para todo x).
¢ Puntos singulares:
[1(x) = —2xe™
=0 — 2x=0 — x=0
Signo de f"(x):
F>0 /<0
Y

JS(x) es creciente en (—eco, 0).

es decreciente en (0, +o0).

tiene un minimo en (0, 1).

e Grafica:
] *,‘*L
e
—
. 1 |
7‘j’\
1 b I L
I
.
f)y=x2€—x

e Dominio: R
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

X
lim  f(x) = +eo;  lim j% = —co — Rama parabolica
X — —oo X — —oo
- p x*@ o 2
lim  f(x) = +eo;  lim —= lim —/=0
X — too X — +oo e X — too e

y =0 es asintota horizontal cuando x — +eo (f(x) > 0).

Unidad 8. Representacién de funciones



2

X
e Puntos singulares: ) = —
e

2xe¥ —xtet e (Qx-x?)  2x-—x?

eX eX eX

J'Co =

, _ a2 L x=0
=0 - 2x-x*=0 - xQ2-x 0<x=2
Signo de f"(x):

S'<0 S'>0 J'<0

\ 0 /’ ? \

f(x) es decreciente en (—eo, 0) U (2, +o0).

es creciente en (0, 2).

tiene un minimo en (0, 0).

4
tiene un maximo en |2, ?)
e Grafica:
T
-
ﬁf+#4 4
11
] | Ll
\ l \
THE
11T
3
X
2y = In x

e Dominio:
Imx=0 — x=1. Ademais, ha de ser x> 0.

Dom = (0, D) U (1, +0)

e Asintotas:

lim  f(x) =0

x— 0"

lim  f(x) = —oo

x—=1-

lim  f(x) = +eo

x— 1"

x =1 es asintota vertical.

lim  f(x) = +eo;  lim @=

+eo  — Rama parabdlica
X —> +oo x— 4o X
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e Puntos singulares:

P - 32 nx—x3 - (1/x) _ 3x2 In x — x> _ x2Glnx-1
(In x)? (In x)*? (In x)*?

x=0 (no vale)
f@=0 = FCnx-D=0<T07 "

Signo de f"(x):

/<0 /<0 J'>0
0 \ 1 \ e'? /

f(x) es decreciente en (0, 1) U (1, e/3).

es creciente en (el/3, +o0).

tiene un minimo en (e'/3, 3e).

e Grafica:

h)y=Inx?-1)
e Dominio: (—oo, —1) U (1, +o0)
e Asintotas:

lim f(x) = - — x=-1 es asintota vertical.
x— -1

lim f(x)=—-e — x=1 es asintota vertical.

x— 1"
lim  f(x) = +eo; [lim S 0
X — —oo x> -0 X
Ramas parabolicas
lim  f(x) = +eo;  lim f =0
X —> +oo x— 4o X

e Puntos singulares:

J'Co =

2x
x%-1

f=0 — 2x=0 — x=0

No hay puntos singulares (x =0 no pertenece al dominio).
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e Puntos de corte con el eje X:
x==2
x=\2

mx*-1)=0 = x*-1=1 — x2=2<

Puntos: (—\E, 0) y (\5, 0)

e Grafica:

BN

no

Estudia los maximos, los minimos y los puntos de inflexion de las siguien-
tes funciones y represéntalas graficamente:

eX¥—e™

a)y= >

e*+e™

by ==

X _ o=X

e . . . -
a)y= = senh x. Esta funcion se denomina seno hiperbdlico de x.

oy et e™
S0 —

S =0 — e¥+e*=0 — no tiene solucion —
— no hay maximos ni minimos

S0 >0 paratodo x — [f(x) es creciente

\ _ e¥ _ X
S0 5

S0 =0 — e*—e¥=0 —> e L

=0 - e¥-1=0 —
- e¥=1 = 2x=0 = x=0 — y=0

Signo de f"(x):

f'<0 f'>0
Y

Hay un punto de inflexién en (0, 0).
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e Grafica:

X —X
° (x):i
S 2
f=0 — e'-e¥ =0 - x=0 - y=1
Signo de f"(x):
<0 f>0
\ 1 /

Hay un minimo en (0, 1.

X —X
° f//(x) = e +29

Sf"(x) =0 — No tiene solucion. — No hay puntos de inflexion.

e Grafica:

Halla los valores de a, b y ¢ para los cuales la funcion:

ax?+bx+c

JS(x) = x2_4

tiene como asintota horizontal la recta y =—1 y un minimo en (0, 1).
Si y=-1 es asintota horizontal, debe ser:

24+ bx+
lim fx)=-1 — Ilim AT 4= S a=-1

X —> too X —> +oo X2—4

Unidad 8. Representacién de funciones
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Para que tenga un minimo en (0, 1), debe ser f(0) =0 y f(0) = 1:

Qax + b)(x?% - 4) — 2x(ax? + bx + ¢)

S0 =

(x? - 49)?
—4b b
f(O)—T—O - —Z—O — b=0
2+ b
=1 - —”xx;_xJC -1 - §=1 S oc=—4
—x2-4

Por tanto: f(x) = A

29 |Estudia el dominio de definicion, las asintotas y los extremos de cada una
de las siguientes funciones y, con esa informacion, trata de encontrar su
grafica entre las siguientes:

1 D (N4 l\ ; :\\ |
a)y = sen x 5 NAED
T | \ A H
b) ry=x e” _ T |\ 2m
L B \] 12 5
x _ A W
c)y=sen 2 |
dy=x % N
N\ )
N\ R N
e)y =Vx2+1 \\\ q/// ,/ /4 \\
his 3
4| B 2]
f)y=sen®? x
(2 ()
7/ N
o) l')
N
~ T 2R~ 31 T o

a)y= sern x

e Dominio:
senx=0 — x=0+Tmk ke Z

D=R —{nkl, ke Z

e Asintotas:

x =Tk, ke Z son asintotas verticales.

No hay mds asintotas.
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o Extremos:

/(x) - —COSX
4 sen? x
X =7/2 + 2nk
! =0 =0 ke Z
S0 —  cosx <x=3n/2+2n/e}( e 2)
Signo de f"(x) en (0, 2m):
/<0 />0 />0 S'<0

0 3 2
~ % 7 7“ ~ =
JS(x) es periddica de periodo 2.

J(x) es decreciente en (O, %) U

5_75’ Zn).
2
es creciente en (%, Tt) @] (n, 5775)

tiene un minimo en (%, 1).

tiene un maximo en (3775, —1).

e Grafica — @

b)y=xe*
e Dominio: R

e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
1

3 , - . —x . =
lim f(x)= Iim -xe*= Iim —= lim — =
X — —oo X = +oo x— 40 ¥ x> 4o ¥

y =0 es asintota horizontal cuando x — —eo (f(x) < 0).

lim [f(x) = +eo; [im *—— =+co — Rama parabélica
X —> 4o X —> 40 X

e Extremos:
f1(x) =e¥+xe¥=e 1+ x)
=0 — 1+x=0 — x=-1
Signo de f"(x):
/<0 f>0

\—1/

Unidad 8. Representacién de funciones
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Sf(x) es decreciente en (—oo, —1).
es creciente en (=1, +o0).
. . ( —1)
tiene un minimo en (-1, —|.
e
e Grafica — @
)y =sen X
2
e Dominio: R
e Asintotas: No tiene.
e Extremos:
1 X
"(x) = — cos =
[0 =3 5
=0 — cos%=0 — %=%+nk - Xx=7+2nk
J(x) es periddica de periodo 4.
Signo de f"(x):
/>0 /<0 />0
0 / m \ 3m / 41
S0 es creciente en (0, ) U (37, 47).
es decreciente en (T, 3m).
tiene un maximo en (w, 1).
tiene un minimo en (3w, —1).
e Grafica — @
dy=x
e Dominio: R
e Asintotas: No tiene.
(x)
lim [f(x)=—oc; [im —— =0
X — —oo X —> —o X 1
00 Ramas parabolicas
lim f(x) =+e0; [lim —— =0
X = +oo X = +oo X
e Extremos:
1 .
S = ——=— — [ no es derivable en x = 0.
33x?
f() >0 para todo x # 0.
f(x) es creciente.
e Grafica — @
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f) y=sen

e)y=\Nx?+1

e Dominio: R
e Simetria:

S0 = () —  f(x) es par: simétrica respecto al eje Y.
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim  f(x) = +eo
X —> +oo
(x) 2
lim f_ = lim Nxt+1
Xx— 40 X X = 40 X

lim [foo-x= tim Nx2+1 -x]= lim (Vo2 +1 =) (V2 +1 + ) _

X = +oo X = +oo X = +oo Va2 + 1+ x

p x2+ 1 —x? £ 1
= Iim 77— = [lim —]m—
x— o VX2 +1 +x x— 4o \x2 +1 + x
y=x es asintota oblicua cuando x — +eo (f(x) > x).

Por simetria:

¥ =—x es asintota oblicua cuando x — —eo (f(x) > —x).

o Extremos:

2x _ X
22 +1 Va2 +1
f=0 — x=0

Signo de f'(x):
/<0 />0
~ " _“

f(x) es decreciente en (—oo, 0).

S =

es creciente en (0, +o0).
tiene un minimo en (0, 1).

e Grafica — @

2 x

e Dominio: R
e Asintotas: No tiene.
o Extremos:

S0 = 2 sen x cos x = sen 2x

Unidad 8. Representacién de funciones
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=0 - sen2x=0 — 2x=0+7nk — x=%/e, ke Z
Sf(x) es periddica de periodo .
Signo de f"(x) en (0, m):

/>0 S<0

P

JS(x) es creciente en (0, %)
- T
es decreciente en (?, n).

tiene un maximo en

o).
2

tiene un minimo en (0, 0) y otro en (m, 0).

e Grafica — @

30 |Halla los puntos de corte con los ejes, los maximos, los minimos y los pun-
tos de inflexion de las siguientes funciones definidas en el intervalo [0, 27],
y represéntalas:

a)y=1-2cos x
b)y =1+ 2sen x
C)y = sen x—cos x

d)y = sen x + cos x

a)y=1-2cosx
e Dominio: [0, 2n] (nos la definen en este intervalo).
e Cortes con los ejes:

—Coneleje ¥ - x=0 = y=-1 — Punto (0, -1)

1
—Coneleje X - y=0 = 1-2cosx=0 — cosx=5 -

e Maximos, minimos, crecimiento y decrecimiento:

f(x) = 2sen x
x=0
[ =0 — senx=0 <x=n
X =21
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Signo de f"(x0):

/>0 /<0
0 / T \ 2n

J(x) es creciente en el intervalo (0, ) y es decreciente en el intervalo (w, 2m).

Tiene un maximo en (x, 3), un minimo en (0, —1) y otro minimo en (2w, —1).

e Puntos de inflexion:

S0 = 2cos x
s
x=3
f(x)=0—>cosx=0< 3
x = — -
2
Signo de f"(x):
f'>0 f'<o />0
0 T 3n 2n
\/ o /_\ 2 \_/
T I
Puntos de inflexion: > 1) y 37, 1
e Grafica:
3
2

b)y =1+ 2sen x
e Dominio: [0, 2n] (esta solo definida en este intervalo).
e Cortes con los ejes:

— Coneleje V¥ - x=0 - y=1 — Punto (0, D

—Coneleje X - =0 > 1+2senx=0 — senx=—
<x

102 Unidad 8. Representacién de funciones
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e Maximos, minimos, crecimiento y decrecimiento:

S(x) = 2cos x

i

x:_

S0 =0 — cosx=0< ;
X =

Signo de f'(x):
/>0 /<0 />0

0 / / 27

|3
K

Jx) es creciente en

0. 5 U [PE on
’2 2’

y decreciente en

T 3
2’2)'

Tiene un maximo en

Tc - .
> 3), y un minimo en

e Puntos de inflexion:

S = —2sen x

x=0
") =0 — senx=0<x=n
X =21

Signo de f"(x):
f//< O f”> O
NN

Puntos de inflexion en (0, 1), (m, 1) y en (2w, D).

e Grafica:

_ N

C -

Do

RN

rola
!

—1

)y =senx— cosx
e Dominio: [0, 2n] (nos la definen en este intervalo).

e Cortes con los ejes:

—Coneleje V¥ - x=0 - y=-1 — Punto (0, -1

Unidad 8. Representacién de funciones
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— Conelegje X - y=0 = senx—cosx =0

e Maximos, minimos, crecimiento y decrecimiento:

S'(x) = cos x + sen x

3n

T

f’(x)=0—>cosx+senx=0—>1+tgx=0< -

x = —_—

4

Signo de f'(x):
[>0 /<0 f>0
0 3n L 21

i T b
Jx) es creciente en |0, %) U (7?, 2w| y decreciente en Ve 77)

3n

Tiene un maximo en Ve \/E), y un minimo en

7T 7
—, =N2|.
47 )
e Puntos de inflexion:

S(x) = —sen x + cos x = —(sen x — cos x) = —f(x)

Los puntos de inflexion son los puntos de corte con el eje X.

e Grafica:

/3
_1 2

dDy=senx+cosx para 0<x<2m

o [I(x) = cos x — sen x

S =0 = cosx=senx — Igx=1 <
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Signo de f"(x0):
S>>0 /<0 JS'>0

0 / \ sm / 2n

4

NE

Hay un maximo en

e
E \/E), y un minimo en

e Puntos de inflexion:

S(x) = —sen x — cos x

x:_
S'x) =0 = senx=-cosx — lgx=-1 < 74n
X

Signo de f"(x0):
S>>0 /<0 S>0

Hay un punto de inflexion en

0] y otro en

4 b
e Grafica:

—T

i
SN

T

=

=~
a
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CUESTIONES TEORICAS

31 | :Qué podemos decir del grado de una funciéon polinémica que tiene dos
maximos y dos minimos relativos?
En esa funcion, ;puede estar uno de los minimos mas alto que el maximo?

e Si tiene dos maximos y dos minimos relativos, y es polinémica, su derivada
tiene, al menos, cuatro raices; es decir, f'(x) serd, al menos, de grado 4.

Por tanto, f(x) sera, al menos, de grado 5.
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32

33

34

e Si, podria haber un minimo mas alto que un maximo. Por ejemplo:

El minimo de x; estd mds alto que el
maximo de x,,.

A
/.XO X

¢Cuantos puntos de inflexion puede tener como miaximo una funcién
polinoémica de cuarto grado?

—

Si f(x) es un polinomio de cuarto grado, f'(x) serd un polinomio de tercer grado y
["(x) serd un polinomio de segundo grado.

Asi, f"(x) tendrd, a lo sumo, dos raices.

Por tanto, f(x) tendra, como maximo, dos puntos de inflexion.

x
Comprueba que la funcion f(x) = % tiene dos asintotas horizontales
distintas.
x_+ 1 si x<0
S0 = M
si x20
x+1
Por tanto:
lim f(x)= Ilim i S N y=-1 es asintota horizontal cuando x — —oo.
X = —oo x> -—eX 1
lim f(x) = lim X -1 5 y =1 es asintota horizontal cuando x — +oo.
X —> +oo x— 40X + 1

x+1
La funcion f(x) = 1 no esta definidaen x=1 nien x =-1; sin

embargo, tiene solo una asintota vertical. Justifica esta informacion.

x+ 1 x+1
X) = =
S x2-1 (x+Dx—-1D
lim f(x) = —co
x— 1"
x =1 es asintota vertical.
lim [(x) = +oo0
x— 1"
1 1
lim f) = lim —=—-=
x—>71f x> -1x—1 2

En x = -1 hay una discontinuidad evitable, no hay una asintota.

Unidad 8. Representacién de funciones
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35 | ;Cuantas asintotas verticales puede tener una funcion? ;Y horizontales?

e Asintotas verticales puede tener infinitas. (Como ejemplo, podemos considerar la

funcion y = 1 , cuya grafica estd representada en el ejercicio 17, en la grafica 2).
sen

e Asintotas horizontales puede tener, como maximo, dos: una cuando x — —co y
otra cuando x — +ee,

s36 | Da un ejemplo de una funcién que tenga un minimo en x =1 y que no sea
derivable en ese punto. Represéntala.

—x+1 si x<1

x—1 si x21

y=|x—1|={

S =0

19 > 0 ;tl} — Hay un minimoen x=1, en (1, 0).
X para x

f(x) no es derivable en x =1, pues f/(1) =-1=/(01"=1.

La grafica es:

s37 |Da un ejemplo de una funcion que sea derivableen x=1 con f'(1)=0 y
que no tenga maximo ni minimo en ese punto.

Por ejemplo, y = (x — 1)3.

S =3x-1D* — f(1=0

S1(x)>0 para x#1 — [f(x) es creciente.
En x =1 hay un punto de inflexién.

La grafica es:

o4 DTV 21476
-2
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s38

s39

Si es posible, dibuja una funcién continua en el intervalo [0, 4] que tenga, al
menos, un maximo relativo en el punto (2, 3) y un minimo relativo en el
punto (3, 4). Si la funciéon fuera polinémica, scuil habria de ser, como mi-
nimo, su grado?

f(x) debe tener, al menos, dos maximos y
p) AU A dos minimos en [0, 4], si es derivable.

Si f(x) fuera un polinomio, tendria, como
minimo, grado 5 (pues f’(x) se anularia,
al menos, en cuatro puntos).

\'_k
IO

PARA PROFUNDIZAR

Dada la funciéon f(x) = , se pide:

X +
Va2 + 1
a) Dominio de definicion, asintotas y posicion de la curva respecto de estas.

b) Miaximos y minimos relativos, e intervalos de crecimiento y de decreci-
miento.

c) Dibuja la grafica de f.

a) » Dominio: R (porque x?+1>0 paratodo x).

e Asintotas:

No tiene asintotas verticales, porque el denominador no se anula para ningtin
valor de x.

Asintotas horizontales:

i x+1 i -x+1 1

im —= lim ——=-

X —> —oo \/xz + 1 X —> +oo \/xz +1
x+1

lim ——-=1

X+ \x2 41

p=-1 es asintota horizontal cuando x — —oo (f(x) > -1).

y =1 es asintota horizontal cuando x — +eo (f(x) > 1.

V2t 1) —=
2Vx2+1 a2+ 1-x?-x 1-x

b) f/(x) =
f X (.X'Z +1 A (xZ + 1)3 \[(XZ + 1)3

So=0 — 1-x=0 — x=1
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Signo de f"(x0):
>0 /<0
/ 1 \
Jf(x) es creciente en (—eo, 1).
es decreciente en (1, +o0).
tiene un maximo en (1, \/E)
o)
___________ B
/|
_—/
__________ Eifi e
40 | Determina las asintotas de estas funciones:
) V1-x b) x+VxZ2+1
a = -—_—
Y 3x Y x
1-x
ay= 3x
Dominio: (—eo, 0) U (0, 1]
e Asintota vertical:
i V1 -x . <Six<0y—>—oo
im = too
x>0 X Si x>0 py— +eo
e Asintota horizontal:
B 1-x
lim =0
x> -0 X
y =0 es asintota horizontal hacia —e () < 0)
-
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x+Vx?2+1
b)y=T

Dominio: IR — {0}

e Asintota vertical:

p x+Vx?+1 <Six<0 Y — —oo
im ————————=too
x—0 X Si x>0 p— +oo

e Asintota horizontal:

o x+Vx?+1
lim ————=2
X — +oo X

y =2 es asintota horizontal hacia +eo (y > 2).

o o x+Vx?+1 ; —x+\Nx2+1
im ———= lim ——————=1-1=0
X — —oo X X —> +oo —X

=0 es asintota horizontal hacia —ee (y < 0).

Pagina 207

AUTOEVALUACION

1. Se considera la funcion f(x) = x3 + 2x + 4. ;Tiene maximos y/o minimos?
¢Tiene algin punto de inflexion? Estudia su curvatura y represéntala.

S =x3+2x+4

o [1(x) =3x%+2
fx)=0 — 3x?>=-2 — no tiene solucion.
f'(x) >0 paratodo x — [f(x) es creciente.
No tiene maximos ni minimos.

e ["(x) = 06x
" =0 - 6x=0 —> x=0, f(0)=4
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Signo de /" (x):
4f//< 0 ‘f//> O
R N
Hay un punto de inflexién en (0, 4).
e Ademids, [lim f(x)=—oo; [lim f(x) = +eo
X — —oo X — too
e Grafica:
/4
2/
2. Dibuja la grafica de una funcién Jf de la que sabemos:
lim f(x)=+oo; lim f(x)=-3; lim f(x)=—cc;
X — +oo X — —o0 x—-3
S'(=5) =0; f(0) = 0; f(-5)=0; f(0)=2
Y
Tiene tangente horizontal en los puntos (=5, 0)
/ 2 y (0, 2). En el primero tiene un maximo, y en el
segundo, un punto de inflexion.
153
. . . 6x B
3. Estudia las asintotas y los puntos singulares de f(x) = ~2+3 Y represéntala
graficamente. x
6x
S0 =T
e Dominio: IR
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales, ya que x2 + 4 # 0.
Unidad 8. Representacién de funciones
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Horizontales: =0, yaque [Ilim ———=0.
r y=0, yaqu S T 4

e Puntos singulares:
6(x?+4) —6x-2x —6x%+ 24

S0 = (x2 + 4)2 - (x2 + 4)2

=2 f(=2)=-3/2
J@=0 = —ox?+26=0 < i=2 fg>=)5/23

Signo de f7(x):

2, -=

A

<0 f>0 /<0 Minimo:
\ -2 / 2 \
Maximo:

e Representacion:

23]
2

4—x2 si x<2

4. Representa la funcion: f(x) = |
x—2 six=22
Indica sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento y sus extremos.

4-—x2 si x<2

X—2 six=22

S = {

—2x si x<2
f1x0 = : No es derivable en x = 2.
1 sio x> 2

Para x < 2, la grafica es una parabola con vértice en (0, 4).
Para x> 2, es una rectd.

fl) =0 - 2x=0 = x=0

Jf(x) es creciente en (—eo, 0) U (2, +o0).

0 =2
SO < Es decreciente en (0, 2).

Tiene un maximo en el punto (0, 4) y un minimo en (2, 0).

Unidad 8. Representacién de funciones
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Representacion:

UNIDAD | 8

2
B x%’—6x+5
5. Estudia y representa la funciéon y = T x_3
x p—
e Dominio: R — {3}
. . _ x?-06x+5
e Asintotas verticales: x =3, porque [im ————— = too
x—3 x-3
. x%2-6x+5
lim ————— =+
X — 3" X-=3
Posicion ) X2 —6x+5
lim ——————=-—
x— 3" x—3
e Asintotas horizontales:
) ; x%-6x+5 ; x2-6x+5
No tiene, porque [im ———=——=+c y [iIm ——————=—o0
x>t  X—3 x> X—3
e Asintotas oblicuas:
» Dividendo ) resto
Expresamos la funcion de la forma —————— = cociente + ———
Divisor divisor
x%—6x+5 —4 ) )
————=x-3+ — y=x-3 es la asintota oblicua.
x-3 x—-3

Si x— +eo, flx)<x-3
Si x— —oo, flx)>x-3

Posicion <

.
D
’
.
.

%

_
!
\\
[V PO R N A
\\
!
»

S I —

.
.
.
A
.
.
.
A

e Puntos singulares:

,_@x-6)x—3) —(x?-06x+5)  x*-6x+13
g -3 (x—-37

Unidad 8. Representacién de funciones
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7. Halla los maximos y los minimos de la funciéon f(x) =

114

6 £V-16

p'=0 = x?-6x+13=0 — x= — (no tiene solucion).

Signo de y" la derivada es positiva en todo el domi- Y .
nio. La funcién es creciente. No tiene maximos ni .
minimos. |
Corta a los ejes en los puntos |0 ) 1,0y G, 0. //1 ES

6. Dibuja una funcioén continua en R que tenga un minimo relativo en (1, 6) y
un maximo relativo en (6, 2). Si es un polinomio, ¢cual sera, como minimo, su
grado?

v

La funcion tendrd, como minimo, cuatro puntos sin-
gulares, y para ello, su grado debe ser, al menos, 5.

X

WS IGUIOUN! RS SUNONR [SUOUN VU S

O/

(x + 1)?
e*
¢Tiene asintotas? Haz una grafica aproximada de esta funcion.
(x + 1)? 2+ D e —(x+ D e w2+

S = e S0 = =

(ex)z eX

Buscamos los puntos en los que se anula la derivada:

x=-1, fD=0
’()=O—>——O—>— +1=0
S e " < x=1, )=

Estudiamos el signo de f"(x):

'/ ! ! 4
S'>0 S'<0 Maximo |1, z)

\ / \ Minimo (-1, 0)

Unidad 8. Representacién de funciones



Asintotas:

e No tiene asintotas verticales, ya que e”* #0.

e Horizontales:

(et D? ) .
lim ————=0 — y=0 es asintota hacia +eo.
X — +oo e
(et D? . ) ,
lim  ————— = +oo. No tiene asintota hacia —eo.
X —> —c0 e

8. Dibuja la grafica de f(x) =|x + 3| — x.

Definimos la funcién por intervalos:

—2xXx—3 s x<-3

S0 = 3 si x2-3

(x=3)-x i W+3)-x {
-3

+1
9. ¢Qué grafica corresponde a f(x) = 'xixl ?
a)
——/j\ L
N
R X si x<0
-
SO T ara
si x>0
+1
lim 1 =-1
X — —c0 —X
+1
lim * =1

x40 X
e Asintota vertical: x =0
e Asintotas horizontales: y=-1 e y=1

La grafica de [ esla a).

Unidad 8. Representacién de funciones
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Dos trenes

Un Talgo y un tren de mercancias salen de la misma estacion, por la misma via y
en idéntica direccion, uno tras otro, casi simultaneamente.

Estas son las grdficas TIEMPO - VELOCIDAD de ambos movimientos.

VELOCIDAD TALGO
(en km/h) MERCANCIAS
120 I
100 H
80
60
40
20
TIEMPO
1 ; 3 4 (en horas)

Como podemos ver en la grafica, el Talgo, a las dos horas, reduce su velocidad:
¢A qué puede deberse?
¢Por qué no aminora la marcha también el otro tren en ese instante?

A las tres horas, ambos trenes modifican su marcha: el Talgo se detiene durante
breves minutos, mientras que el tren de mercancias va muy despacio durante
media hora.

B Para hacernos una idea clara de estos movimientos, realicemos algunos calculos:

a) El Talgo, durante 2 h, va a 120 km/h. ;Cuantos kilometros recorre a esa velo-
cidad?

b)De2a 2%, el Talgo disminuye su velocidad.

¢Cuantos kilometros recorre a esa velocidad?

Unidad 9. Iniciacién a las integrales




c) El tren de mercancias aminora la marcha a las 3 h. ;Qué distancia ha reco-
rrido hasta ese momento?

d) ;Qué distancia recorre el tren de mercancias durante la media hora en que
va a baja velocidad?

e) ¢A qué distancia de la estacion de salida esta esta otra en la que para el Talgo?

f) Observa que en todos los calculos que has realizado hasta ahora se han ob-
tenido areas bajo las graficas, roja o azul. Sefiala los recintos cuyas areas has
calculado y asigna a cada uno su area correspondiente.

a) 120 - 2 = 240 km.

1

— de hora, recorre @ =15 km.

4 4

¢) Ha ido a 80 km/h durante 3 horas, luego ha recorrido 80 - 3 = 240 km.

b) A 60 km/h durante

1 1
d) Va a 30 km/h durante 0 hora, luego recorre 30 - 5" 15 km.

e) La parada la hace a las 3 horas; en este momento lleva recorrida una distancia de:
120 - 2 = 240 km en las dos primeras horas

1
60 - i 15 km el siguiente cuarto de hora

3
120 - 7

Total: 240 + 15 + 90 = 345 km hasta llegar a la parada.

= 90 km los siguientes tres cuartos de hora

f) VELOCIDAD 120
(km/h)
100
80
60 Ared 240 Area TALGO
90
40
20
L TIEMPO (horas)
1 2 \ Area 3 4
15
VELOCIDAD 80 T : 1
(km/h) : ‘. . ;
60 4 . S
P . Area| 24 : MERCANCIAS
20 P
——> Area 15
{ TIEMPO (horas)
1 2 3 4

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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¢Cudl es la funcién cuya derivada es...?

La funcion cuya derivada es 2x es ... x2.

La funcion cuya derivada es cos x es ... sen x.

La funcion cuya derivada es es ... Vx.
2Vx
H Di cual es la funcion cuya derivada es:
a) 2x b) x c)5x
f) 5x2 Q) 4x3 h) a3
K) 4 D V2 m) 3x% + 43
0) sen x P) 5sen x qQ) cos x
e™ u) 2% In2 V) 2x
a) 2 b) 1 A5
) 10x g) 12x% h) 3x2
k) 0 Do m) 6x + 12x2
0) cos X p) 5cos x Q) —sen x
De™ w) 2% (In2)? V) 2% In2
Pagina 211
1. Calcula las siguientes integrales:
a) j 7x* dx b) JA% dx
d)I Vsa? dw e)J. @ dx
a)j7x4dx=7x— +k= 7?’“’ + &
b)-[de=J'x—2dx—x th="L+k
x? - x

3/2 3
c)jﬁdx=jx1/2dx= X k= 2\? +k

3/2

; ; ; 5/3
d)_[%xz dx=jiﬁx2/5dx= %%HF

Unidad 9. Iniciacién a las integrales

d) 3x? e) x?
i) 2x3 N1
n) 5x2+ 7x3 il) —sen x
r) e* s) 3e”¥
w)5-2x
d) 6x e) 2x
i) 6x? o
n) 10x + 21x? i) —cos x
r e~ s) 3e*
w) 5 2% In2

<) J Vx dox

) J.@dx

\E™

+ k




Ve + V523 1/3 \[5 4372
G)IM dx=jx— dx+.’.l dx = ljx‘Z/de+ \FSJ.xmdx=
3x 3x 3x 3 3

1 X8 +ﬁ +3/2 e Vm 25x3 h
3 1/3 3 3/2 9
D_[ NETS e \/g.xa/z J- 6 4 _ 5«36 ‘e 65 Ux13 .
Vzx ifg‘xl/3 \/_ \/— 13/6 1333
2. Calcula:
4 =2 _
a)J d Sxx+ 3x-4 dx b) I(S cos x +3%) dx
4 .2 _
7x 5”;; 3x=4 d)j(lox—sx) dx

2 4 4 2
)J- — ot Bx - dx=J.(x3—5x+3—%)dx=%—%+3X—4ln|x|+/€

596'

n3

4 _ 2.2 _
™ 5x?+5x 4dx=J(7_9C4)dx—J(5_9CZ)dx+J(5_x)dx—J(i)dx=
x? X2 X2 X2 2
=J.7x2dx—Jde+J dx — J. 4y =

=7%—5x+31n|x|+i+/e

X

b) J.(S cos x + 3) dx = JS cosx dx +

d)_[(lox 5%) dx = jmxoix _[swx 107 5T
n 10 ns

Pagina 213

3. Halla las primitivas de estas funciones:

a) f(x) = (x3—5x+ 3)? (3x2-5) b)f(x) = Gx+1)°

-3 x2-1
3 d f(x) = “3x

€) f(x) = cos x sen3 x

o f(x)=

(x3—5x+3)
-+
3

1 Gx+ Dt Gyt D
5T 4 tRTT g tk

a) J(x5 —5x +3)?(3x? = 5) dx =

b) J(Sx + 13 dx =

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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3x% -3
C)dex=ln|x—3x|+k

x?-1 1
- = 3_
d)Jx3—3x dx 3ln|x x|+ k
sent x
e) J-cosxsen3 X dx = VR k
4. Busca las primitivas de:
a) f(x)=x2%"I2 b) f(x) = x 2%
©) f(x) =235 d) f(x) = sen 3x
e) f(x) = sen (x3—4x%) 3x2-8x) ) f(x) = o™
sen x
: 1 . 2%
a)szx Mm2dx=— 2% +kb="—+k
2 2
b>J-x2x2dx= 2% 4 k= 2 +k
21In?2 2n2
-5 3x-5 225
. x—5 - . 93x — -
Q)J.Z dx 3in 2 2 + k 5ln2+k

d) Jsen 3x dx = —% cos 3x + k

e) Isen (03 —4x2) B2 = 8x) dx = —cos (x° — 4x2) + k

cos x
f)J dx = In |sen x| + k
sen x

Pagina 217

1. Halla e interpreta estas integrales:

4T
a) j sen x dx
0
2
b) J (x2-4) dx
-2

a) G(x) = J.sen X dx = —cos x
Gln) =-1; GO =-1

4m
J. senxdx=-1-(=1)=-1+1=0
0

Unidad 9. Iniciacién a las integrales




Interpretacion geométrica:

Yy =senx
1 111

n\/ﬂ\_/%
1l v

La parte positiva y la parte negativa son iguales; por eso da como resultado 0:

Area de I — Area de II + Area de III — Area de IV = 0

3
b)G(x)=j(x2—4)dx=%—4x

16 16
G(2) = BER G(=2) = 3

2
[[or-pa--16_26_ 32
2 3 3 3

Interpretacion geométrica:

\ 1]

— 2

y=x+4

—4

Como queda por debajo del eje X, la integral es el drea del recinto sefialado con
signo negativo, es decir:

p 2
—Area del recinto = —%

2
2. Halla la siguiente integral e interprétala geométricamente: J- e*dx
0

2
G(x) = J- eXdx = e~
0
G2 =e% GO =1
2
j e¥dx=e?-1=6,39

0

Interpretacion geométrica:

Area del recinto = e2 - 1 = 6,39

6 Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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UNIDAD F
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1. Halla el drea comprendida entre la funciéon y = (x?-1) (x?—-4), eleje X y las
rectas x =0, x =5.

e Puntos de corte con el eje X:
=D -D=0 = x =-2, x,=-1, x5=1, x;,=2
Solo nos sirven x =1, x =2 (estin entre 0y 5).
e Hay tres recintos: 1[0, 1]; II[1, 2]; TII [2, 5]

5 3
. G(x)=J.(x2—1(x2—4)dx=J(x4—5x2+4)dx=%—5%+4x

38 16 1310
¢ GO)=0; G =2 G2 =2 G5) =
@ =0; G 5 @) 5 (5) ]

- . 38
e Area del recinto I = |G(D) - G(O)] = =

) . B | o22] 22

Area del recinto I = |G(2) — G(D)| = ‘——15 (B

K 2178

Area del recinto Il = |G(5) — G(2)| = T7

¢ 22 21 21

Area total = % + = + ?78 = 598 = 439,6 u?

2. Halla el drea comprendida entre y = x3 - x2-2x yel ¢je X.
e Puntos de corte con el eje X:
X —xt-20=0 = x(x?-x-2)=0 = x =-1, x,=0, x;,=2

e Hay dos recintos: 1[-1, 0]; 1I [0, 2]

4 3
e G(x) = j(x3—x2_2x) dx = X__x__xz
4 3
5 8
* GED == GO =0 G2 =
/ . 5
e Area del recinto I = |G(0) — G(=D| = -

B 8
Area del recinto 11 = |G(2) — G(0)] = 3

" 5
Area total = —
rea total = -

8
+ —=—= 2
3 12 3,08 u

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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1. Halla el area encerrada entre las graficas de las funciones siguientes:

f(x)=x3-x%+4
g(x)=x%+3x+4

fo) —g) =x3—x?+4—-x%—-3x—4=x3-2x%-3x

X320 -3x=0 - x(x?-2x-3)=0 - x,=-1, x,=0, xy=3

Hay dos recintos: 1[-1, 0]; 1I [0, 3]

x4 2x3 3x2

G(x)='[(x5—2x2—3x) i S

4 3 2

5
G- = 1 G)=0; GO = %

B 7
Recinto I: Area [-1, 0] = |G(0) — G(-D)]| = )

p 4
Recinto II: Area [0, 3] = |G(3) — G(0)| = TS

p 4 1
Area total: l + —5 = 7— = 11,83 u?

12 4 6

I +
432 f 12 3 4

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Calculo de primitivas

1 |Halla una primitiva de las siguientes funciones:

) f(x)=x+1 b) f(x) = 2x -3
O fx) = % + x2 d) f(x) = —8x3 + 3x2
S =5+ =3 D fG) = Ve +
1 x x2
=—— += h — g
D)= =+ S = =

2
a)J(x+1)dx=x7+x

(2x ()dx X —\/gx

2 .X'3
=—+—

c) 3

d) [(=8x3 + 3x2) dx = —2x1 + &3

g
Iz
J
Iz
J
J
[

1 1 ~ B xb o x? 1 1
] [P E e
i 12, 3 —4) _ X2 3 .x_‘3= 2V oL
D ( 5o ) .[(x M Y R S S
1 xl/Z 1 xZ 2
AL x 12, _ LoXT X
2) ( +—| dx = J.(x +3x)dx 172 +3 > 2Vx +
52 s , +8/3 53x8
- >, [
h) \/_ J.x X dx = Jx dx 873 3

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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Integra la funcion de cada apartado:

2 3_2
) 3 b) V52 XX ) et
Va x
3 2 x—2 3 -2x
e)x f)x+1 8 x?2 ) x
3/2 ANERE 2\3x3
a)J@dx=J@xl/zdx=V§x b= DN B
3/2 3 3
, 5/3 Y55
b)J35x2 dx=J%x2/3dx=%x NPEA LSy
5/3 5
2 3/2 5/2 13 2\
C)JXJ; dx='[(x1/2+x3/2)dx=9;/2+9;/2 +k= ;C + Sx +k
3_2 2 2 -1 2
d)jx =J(x—2x—2)dx=x—— el T
X 2 -1 2
e)J.édx=5ln|x|+/e
X
2
DJ dx=2Inlx+1| +k
x+1
x—2 1 2 2
g)J X2 dX=JI(;—P)dX=Z7l|X|+;+/€
h)-[a_zxdx=J(i—2)dx=3lnlx|—2x+k
X X
Resuelve:
a) jsen 3x dx b) jcos x+ r dx 'J) Jcos d dx
2 sen x
J(l sen ) e)Jsen %—x) dx ﬂjcos%xdx
1
a)Jsen3xdx szenSxdx gcos3x+/e
b)Jc x+—dx—senx+% + k
C)JSC dx=In|sen x| +k
d)J.(l—sen dx=x+2cos—+k

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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e)Jsen %—x)dx=cos£—x +k
T 2 (7 T 2 b
chos?xdx—;J?cm?xdx—gsen?x+/e
Calcula:
x
a)Jex+3dx b)jezx‘ldx <) JZx‘7dx d) JSZ dx
a)Jex+3dx=eX+3+k
b)Jezx‘ldx-—J.Zezx‘ldx-—ezx‘l+Ie
1 2x—7
C)sz*7dx=—Jln2 2" Tdx =~ 2" +k= +k
In / n 2
X X . 2x/2
d)J32dx=2J—32d = 23 + k
n3
Calcula:
a) j(x— 3)3 dx b) j(Zx +1)5 dx
1
C)J dx d)j 3x—5 dx
x+ 2
3/x+3 J’ 3
e)j 2 - D 2x — 1
2x
g)Jx2+2dx h).[Sx 4
V4
a)j(x—5)3d _ 43) +k
6 6
b)J(2x+l)5dx=%J2(2x+l)sdx=%-(ngl) v k= (2x1+21) s
1
C)JJ dx =2 J dx=2\Nx+2 +k
\Nx + 2 2\x +
_ )32 (2 _ 2)3
d)J‘ITC—Sd lj3(3x 5)12 gy l_(ﬁx 5) _2 Bx-5) “h
3 3 3/2 9
s[x+3 J‘l X+ 3\ [(x+3)/2Y3 3 (x+3)
e)J > dx =2 > > dx =2 i3 +/e—2 5 +k

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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f)j > dx=%'3.|- 2 -

iln|2x—l|+le
2x—1 2

2
g)sz—fzdx=ln|x2+2|+/e

1 1
h)J x dx=—J6—xdx=—ln|3x2—4|+k

3x2 -4 6J3x%2-4 6
Calcula:
2
a) ij5x2+ 1 dx b)j ad dx
x3-3
2x +1 2
C) .[m dx d) jx eX dx
e)j Sx dx ﬂjsenzx cos x dx
3x2+2
)j x4 h)J 24
g o, x x sen x* dx
1 1 (5x2 + 1)¥2
2 - 2 1/2 - . @z =
a) Jx \NSx“ + 1 dx 0 Jle(Sx + 1)V4 dx 10 3 +k
_NGx2+ 1P
15

E'\XS_g +/€

b)
2\,963 3

x2 ZJ‘ 32
xS

2x +1
2+.X' 5

)

o

dx=mIn|x*+x-3|+k

d) Jxex dx = —Jerxz dx=%exz+/e

5 6x 5 5
S et R
sen3 x
Djsen X cosx dx = 3 +k

1
= 4
7 4dx 4lnlx 4]+ k

1 1
h) sten x%dx = -5 J—Zx sen x% dx = - cos xZ+k

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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Calcula:
a) jSeS" dx b) sz-Z‘xs"sdx
1 x—-3
) [ el ax O [ ==
Vx VxZ—6x+2
e)J‘\lx+5 f)J‘Sx—Z dx
x+5 3x—2
3 -
a) Be”cdx—g e+ k
2. 1 2. pxt+s -2
3 +5 I L=+ =
b)Jx 2 dx = 3J3x 2 dx 3in 2 +
L \x x
C)J.—exdx ZJ.—dx 2 +k
X 2x
x-3 1 2x-06
d)J—dx=—j—dx=‘Vx2—6x+2 +k
x%—6x+2 2 \x2 - 6x +2
Nx + 5 1
e)_[ dx=J.—dx=2J dx=2\Nx+5 +k
x+5 Nx +5 2\x
2 — 1 —2)3/2
Djsx— J. 3x—2 dx=— J3(3X 2)1/2 dx =_u+]€=
3x—2 3 3/2
_ 2NGBx - 2)° b
9
Resuelve las siguientes integrales:
x2-3x+4 xZ+5x -7
o[ W[5
2x2-3x +1 x2+3x -1
o[BI s [T e
@ Divide y transforma la fraccion asi: M = cociente + r:eis.;to
divisor divisor
2 _ 4 2 2
a)'l.%dx=](x—2+ )dx=x——2x+21n|x—1|+/e
x—-1 x-1 2

2

1
5 dx=x7+2x—13ln|x+3|+/e

x+2 -
x+3

x+5x 7 J'
x+5

<)

2x —1

3x

b x2-1

1+

2 2
JZx 3x+1 J.(x—l)dx—x?—x+/e

x+3x—1 =J‘

x—l

)dx=x+%ln|x2—1|+/e

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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Calcula:

1
a)J 5 sen— dx
x

\/;dx

b) |sen x cos x dx =

x7/4

b)

sen x cos x dx

]
d)jx +2x+1
e

o

V3x2 - 2

h).[1+ex

1
)] J.g cos e™dx

) |V Vo dx=Jx5/4 dx =

@]

7/4

X e = 1J‘ 6x

—dx=1In|l+e*|+k

2
) ;lnxdx=ln2x+/e

N

—coseNdx=—sene™+k
e

1 1
d=_[ dx =
2o+l (x + 1)? *

2\N3x2 —

J
J
J
J
o [ + e = it a2+ 1
J
J
J
J
J

4x5  4x3
+
5

+x+k

V3x -

k
3 +

_ 32
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Integral definida

10 |Resuelve las siguientes integrales:

5 6
a) j (-3x2) dx b)J 2x -1) dx
2 4
2 4
C)J. (x3 + x) dx d)j V3x dx
-2 1
eq 3 2
e) L; dx ) j_le dx
g) Jn(sen X —cos x) dx h) Jn sen2x dx
0 -

a) G(x) = J(—sz) dx = —x3
G(5) =-125; G(2) =-8

5
J (=3x2) dx = G(5) — G(2) = =125 — (=8) = 117
2

b) G(x) = J(Zx —Ddx=x%-x
G(6) =30, G&) =12
6
j 2x = 1) dx = G(6) = G(&) = 30— 12 = 18
4

4 2
O G0 = [+ v =2+

G2)=G(=2) =6

2
j B3 +x)de=GQR)-G(=2)=0
2

d G = '[\/3? dx = J\Bxl/z dx =

G4 - @; G - ¥

\/gxa/z _ 233
3/2 3

163 2\3 _ 143
3 3 3

4
J V3x dx = G4) — G(1) =
1

e) G(x) = J‘%dx= n |x|

Gle)=1; G =0

jldx=G<e>—G<1>=1
1x

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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) G(x)=Jex‘2dx= eX =2

GB3)=e;, G(1)=¢e3
et -1
ed

3 1
J. e’“’zdx=G(S)—G(—1)=e—e’3=e—3=
1

2) G(x) = J(Sen X — €OS X) dx = —C0S X — sen x
Gm =1, GO)=-1

j (senx—cosx)dx=Gm) -GO)=1-(-1) =2
0

1
h) G(x) = Jsen 2x dx = -y cos 2x

1 1
G =-— Gm =-=

T
J sen 2x dx = G(m) — G(=m) =0
TT

Halla las integrales de las siguientes funciones en los intervalos que se in-
dican:

a) f(x) =3x%2—-6x en [0, 2] b)f(x) = 2 cos x en [0, /2]

Af(x)=(x +1)(x%2-2) en [-1, 2] d)f(x) = sen% en [0, w]

a)e Gx) = J(sz — 6x) dx = x3 - 3x2
e G(O=0; G2 =-4

2
. J. (Bx? - 6x) dx = G(2) - G(0) = -4
0

b)e G(x) = JZ cos x dx =2 sen x

5

* G()=0; G
©=0; G|7

/2 T
. J. Zcosxdx=6(3)—G(O)=2
0

x* X3
o) e G = J(x+ D2 - 2) dx=J(x5 +x2-2x-2)dx = T+?—x2—2x
11 4
e G(-1) = ETX G(2) = 3
2 4 11 9
° 2 _ = _ 1N = _Z
J,IQH D2 -2) = G2) - G(=1) 312 %

Unidad 9. Iniciacién a las integrales



X
4 cos —

X
d) e Glx) = Jsen 7 4

e G(0)=—4; G(m) = —4—;/5 - 2\2

Calculo de areas

—2\/5+4

i sen * G(m) — GO)

0 4

s12

Halla, en cada caso, el area limitada por:

o) f(x)=x%2-2x—-3 yeleje X.

e)f(x)=e", eleje X ylasrectas x=-1y x=3.

) f(x)=x2+1, el eje X ylas rectas x

a) » Puntos de corte con el eje X: x> —4=0 — X
Solo nos sirve x, = 2.

Hay un recinto: [0, 2]
X3
G = [t — ) de = 2 —

16

G2 = 3 G0 =0

Area = |GQ2) - G(O)| = 15—6 u?

b) e
Hay dos recintos: I [-1, 0]; 1I [0, 1]

X2

Glx) = j@x —xDdr =

4 2
G- = 3 G0)=0; G = 3

e Area del recintoI=|G(O)—G(—1)|=%
< . 2
Area del recinto I = |G(1) — G(0)| = 3
Area total 4+2 6 2 u2

reatotal = —+—=—=2u
3 3 3

Unidad 9. Iniciacién a las integrales

b)f(x) =2x —x? eleje X ylasrectas x=-1y x=

Puntos de corte con el eje X: 2x2—x?=0 — x, =

9

a)f(x)=x2-4, eleje X ylasrectas x=0y x=2.

1.

df(x)=1-x2 eleje X ylasrectas x=-2 y x=2.

-1y x=3.

=-2, x,=2

17
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Cc) e

d) e

e) e

Puntos de corte con el eje X: x? —

Hay un recinto: [-1, 3]

3
G(x)=J(x2—2x—3) dX=%—x2—Sx

G(=1) = %; G(3)=-9

Area = |G(3) - G(-D)| = ’—9 —%

2x-3=0 - x;=-1, x,=3

\

\

\ D
\

\\\

Puntos de corte con el eje X: 1-x2=0 — x, =-1, x,=1

Hay tres recintos: T [-2, —1]; II [-1, 1]; TII [1, 2]

3
G(x)=J(1—x2) dx=x-%

G(=2) = %; G(-D =

2 2
G = g; G(2) = 3

Area del recinto I = |G(-1) — G(=2)| = ‘ = _‘
2

Area del recinto II = |G(1) - G(=1)| = ‘g __ _

) . 4

Area del recinto Il = |G(2) - G(D)| = 5

p 4
Area total = 3 - B 4 u?

No corta al eje X.
G(x) = Jex dx = e~

GED =e GB) =e?
Area = |G3) - G(-1)|=e3—e7l =
1 et-1

e

=~ 19,7 u?

No corta al eje X.

3
G(x) = J(xz +1) dx = x?+x
4
G = —3 G(3) =12

Area = |G(3) - G(-1)| = 4?0 u?

=3

e x
w

~

=
=)

-~
p
SIY N« e sl «s]
N

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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s13 | Calcula el area comprendida entre las curvas:

ay=x% y=x b)y=x2% y=1
Ay=x% y=x3 dDy=x% y=—x?+2x
ey=2x2+5x-3; y=3x+1 )y=4-x% y=8-2x% x=-2; x=2

a) ® Puntos de corte entre las curvas: y

x?-x=0 - x,=0, x,=1 2
3 2 1 v
- 6= [t = N
3 —2—11 1 2
1 AT
e G(0) =0 G(l)——g ’7‘, )

e Area = |G(1) - G(0)| = %uz

b) e Puntos de corte entre las curvas:

2 - - -
x*=1=0 = x,=-1, x,=1 2

3
. G(x)=J(x2—1) dx=%—x

R

2 2
* GED =5 G =3

-1 1
p é\
e Area = |G(1) - G(-1)| = U
¢) ® Puntos de corte entre las curvas:
x2-x3=0 - x,=0, x,=1 2
3 4 1
. G(x) = J(xz—xi) dx =2 -2
3 4 2 1 1 2
1 =1
e GM=0; G)=—
) ; G(D 12 =2
] 1
e Area = |G(1) — G(0)| = - U
d) e Puntos de corte entre las curvas:
X2—(=x?+2x) =207 -2x=0 = x,=0, x,=1 2
2x3 !
o G(x) = J(2x2 —2x) dx = X x2
3 2 1 1
1
© GO)=0; G =—= 5

e Area =|G(1) - G(O)| = %uz

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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s14

e) ® Puntos de corte entre las curvas:

2x2+5x-3-CBx+ 1D =202+2x-4=0 - x,=-2, x,=1

2x3
e G(x) = J(sz +2x—4) dx=7+x2—4x

4
20 7 2
e G(-2) =" G()=-=
(-2 30 (D 3
7 20| 27 mEb 11
o Area =|G(D)-GQR)|=|-—-—| =——=9u? =TT
3 3 3 T
-4
b
f) e Puntos de corte entre las curvas:
4-x?-@B-2xH=x?-4=0 - x,=-2, x,=2
X2
e G(x) =J(x2—4) dx = — — 4x
1 1
e o= e -8 ’
3 3 —4 e} 4
. 2 -
e Area = |G(2) - G(-2)| = % u? 6
PARA RESOLVER
Calcula el area de los recintos limitados por:
a) La funcion f(x) = x*—-2x + 1 y los ejes de coordenadas.
b)Lacurva y = x3, larecta x =2 yel eje X.
. . . I T
c) La funcion y = sen x, el eje de abscisas y las rectas x = R A e

d)La funciéon y=cos x yeleje OX entre x=0 y x=T.

e flo=x?>-2x+1=x-172=0 = x=1

_ 1) 5
. G(x)=J(x—1)2 e - & 31) )
1 1
e G(0) = _? G =0
1 -1 1 2 3
e Area = |G(1) - G(0)| = guz L

Unidad 9. Iniciacién a las integrales



P T
e Area del recinto I = ‘G(E) — G(O)‘ =1

UNIDAD | 9
b)e x3=0 - x=0 N
4
. G(x)=Jx3 dx=% 4 |
e G(0)=0;, G2)=4 12
o Area = |G(2) — G(0)| = 4 u?
)e senx=0 — x=0 |entre ——y =
C sen x = X = entre ——y
e Hay d 't'I[EO]'H[OE]
ay dos recintos: I |=— 0f; -
. G(x)=Jsenxdx=—cosx
° GE —G( E)— ﬂ G(O)— 1
4 4 27 [
) , T \2 2
e Area del recinto I = ‘G(O) - G(—Z)‘ = ‘—1 +7‘ =0,29 .
K rer - o™ _ ﬁ_ : AN
Area del recinto II = ‘G(zl) —G(O)‘ =1- 7 ol 0,29 A%
Area total = 2 - 0,29 = 0,58 u? -2
T
de cosx=0 — =7 (entre 0 y 1)
T b
e Hay dos recintos: I[O, —}; 11 [—, O]
2 2
. G(x)=Jcosxdx=senx
T
.« G(O) =0, G(—)=1; Gm = 0
2 2

Area del recinto I = |G(n) — G(0)| = 1

Areatotal=1+1 =2 u?

s15 | Calcula el area comprendida entre las curvas:
a)y=x? e y=3-2x

b)y=4-x? e y=3x2

Ay=x e y=x2-2

Dy=4-x2 e y=x%-4

e)y=(x + 2)? (x —3) y el ¢je de abscisas.

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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Dx?-(B-20=x2+2x-3=0 - x,=-3, x,=1

\[ L /
3 N !
. G(x)=J(x2+2x—3) dx =+ x? 3 ‘\ . /
3 \\ A
5 N
e G(-3) =0 G(1)=—g \ \(
4 | — \k 1
N\
. Area=|G(1)—G(—5)|=%u2 4 N
b)4-x?-3x2=4-4x2=0 - x, =-1, x,=1
VL]
3
. G(x)=J(4-4x2> dx=4x-%
o o SINT I\
. G(—1)=—g; G(1)=g A i~ \ )
16 | \
. Area=|G(l)—G(—l)|=?u2 [ L1
Ox-—(?-D=x-x?+2==x?+x+2=0 - x,=-1, x,=2
3 2
. G(x)=J(—x2+x+2)dx=—x—+x—+2x \\ /
L& \ T
7 7 :
. G(—l)——g; G(Z)—g \ i
9 ] /2
. Area=|G(2)—G(—1)|=?u2 D)
Dd-—x?—(x?—4) =-2x2+8=0 - x =-2, x,=2
2x3 \ |
-G()=J(—22+8)d =——+8 \[/, /
x X I 3 x \ / \ /
- G2 =2 G- .
3 3 2
64 AU
o Area=|G(2)—G(—2)|=?u2 N
Dx+2?(x-3=0 - x,=-2, x,=3
o G(x)=J(x+2)2(x—3)dx='[(x3+x2—8x—12) dx =
Cxt a0 , 20 {
—T+?—4x —12x " II
28 171
. G(—Z)-?, G(S)——T il & \0 ‘/ /
o Area=|G(3)—G(—2)|=612—25z52,1 u? ot

Unidad 9. Iniciacién a las integrales



UNIDAD F

s16 |Halla el area comprendida entre lacurva y=—x2+4x +5 ylarecta y=5.

—x?+4x+5-5=-x?+4x=0 > x, =0, x,=4

3
e G = J(—xz + 4x) dx = _x? + 2x2

* G(0)=0; GA = %

o Area =|G4) — G| = %UZ

s17 | Calcula el area limitada por las siguientes curvas:
Ay=x3+x% y=a3+1; x=-1; x=1
b)y=x% y=1-x% y=2
Ay=x(x—1(x-2); y=0
dDy=x%-2x; y=x

2

ey=x3-2x; y=—x

y=2x—x3 y=x2

D+ x?-@P+D=x2-1=0 - x,=-1, x,=1 )
X3
. G(x)=J.(x2—1)dx=?—x 2
-
2 2 —i 2| 4
e G-D=— G =—— |
3 3 ’
4 +4
e Area =|G(1) - G| = guz
2 2
b)x?2=1-x% - 2x2-1=0 — X = =
x?=2 = xy=-\2, x4=\/5
.......... ) Y -
ol
e Tenemos tres recintos: : :
\2 2 2 \2
I|-\2,——| 1 [——, —]; i [— \/E] = N
2 27 2 2 L
e Para el Iy el IIl hay que considerar: T2
X3
Gy(x) = J(2 —x?2) dx = x-
w2 2y a2 2y i w2
—N2)=—— e—| = —— _— = — 2)=—
G(-V2) =% GG |- 65 =Ty G =

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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N|a

Area del recinto I = ‘G (

G, V‘)‘

Area del recinto III =

N|<|

(

e Para el I hay que considerar:

-G (V_)‘

of)- 2. of- -2

2 12° 772" T2
Area del recinto 11 = GZ(T) - Gz(_ 5

SN2 72 52 12\
6

+ =
12 6 12

ﬁ)‘ _

e Area total =

Dxx-Dx-2)=0 = x;,=0, x,=1, x5=2

Hay dos recintos: 1[0, 1]; II (1, 2]

GO = 0; G =5 G2 =0

Area del recinto I = |G(1) - G(0)| = —

Area del recinto I = |G(2) - G(D)| = —

) 1
Area total = — +

1
4 4
Da?-2x-x=x?-3x=0 - x,=0, x,=3

3 2
. G(x)=J(x2—3x) dx=%—%

e G=0; GO =~

oo

e Area =|G(3) - GO)| ==

3
G2<x)=J(z—1+x2)dx=j(1+x2)dx=x+%

=22 u2

4

G(x) = Jx(x— D(x —2) dx = J.(x3 —3x2 + 2x) dx = XT— x3 + x?

~—

W

| T
T—
——

fiy

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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UNIDAD | 9
xd-2x—(xH=x>+x?-2x=0 - x =-2, x,=0, xy=1
e Hay dos recintos: 1[-2, 0]; 1[0, 1]
4 3 2
o G(x)=J(x3+x2—2x)dx=%+x?—x2 /
>
8 5
o G(=2) = _—. -0 1) = ——
G(=2) 3 GO =0; G 12
. . 8
e Area del recinto I = |G(0) — G(-2)| = 3
B . 5
Area del recinto II = | G(1) — G(0)| = EE)
£ _8.,5 3
Aredtotdl—3+12 7Y

f) Por simetria respecto al anterior, el drea es la misma:

_ 7
Area total = 57 u? 2

12
-2 T \2
2

Un depésito se vacia de forma variable segun la funciéon v(#) =5-0,1¢ (& en
min, v en I/min).

Calcula lo que se ha vaciado el depoésito entre los minutos 100 y 200.

0,1#2

G@) = J(S —0,1t) dt = 5t - =5t —0,05t2

G(200) = —=1000; G(100) = 0
Area = | G(200) — G(100)| = 1000

Se han vaciado 1000 litros entre los minutos 100 y 200.

Una fabrica arroja diariamente material contaminante a una balsa segtin un
ritmo dado por la siguiente funciéon: m = 0,01¢3 - 0,2t + t + 1 siendo m la
cantidad de material en kgy ¢ la hora del dia. (Cuanto material arroja cada
dia?

Consideramos ¢ entre 0 y 24 horas:

0,014  0,2t3 2 24
_— + —+ =

4 302 0

24
J (0,0123 - 022+ t+ 1) dt =
0

= 219,84 — 0 = 219,84 kg

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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520 | Calcula el area limitada por la grafica de y = x + x2, la tangente a esa curva
en x =2 y el eje de abscisas.

e Recta tangente en x = 2:
y'=1+2x > m=p(2)=5 2 =6
Recta — y=06+5x—-2)=5x-4

e Hacemos las grificas para entender mejor la situacion:

[\S I N e e o]

4 3 2 -1 /1 2 3 4

2

e Puntos de corte de y =x +x* con el eje X:

x+x?=0 - x,=-1, x,=0
e Punto de corte de y =5x—-4 con el eje X:

4
Sx—4=0 — x=;

e Area bajo y=x+x?entre 0y 2:

x? X3
G, (x) = I(x +x2) dx = Iy
14
G@ == GO =0
Area = |G,(2) - G,(O)] = 14 2

3

. 4
e Area bajo y=5x-4 entre gy 2:

2
G(x) = J(Sx —4) dx = 5% — dx

4 8
3] -5 -2
K 8 18
fra - |60~ G| -2+ 5= 5w
) 14 18 16
El drea buscada es: 3 "5 15 u

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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UNIDAD F

Dada y = x3 - 2x2 + x, halla la ecuacion de su tangente en el origen y
calcula el area de la region encerrada entre la curva y la tangente.

Tangente en el origen:
y'=3x2—4x+1; m=y'(0)=1; (0 =0
Recta — py=x
x3-2x2+x—x=x3-2x2=0 - x,=0, x,=2
x4 23

= 3 _ 2 -z =7
G(x) J(x 2x°) dx 4 3

G0)=0; G2 = —%

Area = |G(2) — G(0)| = %uz

Halla el area de la figura sabiendo que el lado curvo
corresponde a la funcion y = x%+ 1.

Entre —1 y 0 tenemos un tridngulo de base 1 y altura 1:

e L1
rea 2 21,1

2

Entre 1y 2 tenemos un tridngulo de base 1 y altura 2:

B 1-2 )
Area=T=lu

Entre Oy 1:
X3
G(x)=J(x2+ 1)dx=?+x

G0 =0; G = %

Area = |G(1) — G(O)| = %uz

1 4 17
El area total sera: St 1+ 36 u?

6

Dada la funciéon f(x) = 4 — x2, escribe las ecuaciones de las tangentes a f
en los puntos de corte con el eje de abscisas. Halla el area comprendida
entre las rectas tangentes y la curva.

Puntos de corte con el eje X:

4-x?=0 — x;,=-2, x,=2 — Puntos (-2, 0) y (2, 0)

S0 = =2x; [1(=2) = 4; [1(2) =-4

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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e Recta tangente en x=-2 — y=4(x+ 2)=4x+8

Recta tangente en x =2 — p=—-4(x—-2) =-4x+8

e Hacemos una grifica para entenderlo mejor:

8

2

-4/ 2 11 Al 4

e Area del tridngulo de vértices (=2, 0), (0, 8) y (2, 0):

B 4 -8
Area=T=16u2

2

e Areaentre y=4—x? yeleje X:

3
G(x)=j<4_x2) dx=4x_%

16 16
G(=2)=—— G2)=—
(-2) 3 @ 3

32

Area = |G(2) - G(=2)| = 5 u?

e El area total sera la diferencia:
16 — == — u?
3 3

Dada f(x) = x + 1, halla:
2) j:f b) jjf o) jxlf

2
G(x)=J(x+1)dx=x7+x

o 3 s L _15
G(0) =0; G > G(=1) > G(3) >

X 2
a)j0f=G(x)—G<0)=x7+x

X B _.XZ 3
b)Jl_f—G(X)—G(l)—7+x—E

x x2 1
C)J_1f=G(X)—G(—1)=7+.X’+E

5 15 3 12
& 1-69-6w=F--F-6

1

Unidad 9. Iniciacién a las integrales



UNIDAD F

25 |a) Halla el area limitada por y = |2x—4|, eleje X ylasrectas x=0y x=5.

3

b) Calcula j [2x—4].
2

a) Definimos la funcién por intervalos para hacernos una idea de su forma:

2x+4, x<2

= |2x — 4| =
y=l2v-dl {296‘—4, x> 2

El drea buscada sera:

N

5 2 5 5 :
J‘ydx=J(—2x+4)dx+J(2x—4)dx=[—x2+4x]0+[x2—4x] =
0 0 2

[\

=(4-0D+G+4DD=4+9=13u2

2 3 2 3
(=2x + 4) dx + J (2x — 4) dx = [-x? + 4x] Lt [x2 - 4x]2 =
2 2 -

3
b)'[ | 22 — 4] dx=J
)

=(4+12D)+(B3+4=16+1=17 u?

2 3
26 | Calcula: a) J' J(x)dx Db) j g(x) dx, siendo:

0 1
2x si-1<x<1
x2+1 si1<x<3

x2 si 0<x<1

2—x sil<x<2

f(x)={ g(x)={

1

2 2
a)J f(x)dx=JAx2dx+J‘(2—x)dx
0 1

0
5 R 1 1
Gl(x) = Jx dx = ? — Gl(l) — Gl(O) = g -0= g

2
Gz(x)=J(2—x) dx=2x—x7 - GZ(Z)—G2(1)=2—%=%

Asi sz(x)dx 1+1
st: =—=+—=—=
; 302

3 1 3
b)J. g(x) dx=j 2xdx+J (x?+ 1) dx
-1 1

- 1
G (x) = JZx dx=x? - G -GED=1-1=0

3
Gz<x>=j<x2+1> dX=%+x - G,B3) -G, = 12_§=%

3
Ast: J. g(x) dx = 2
4 3

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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30

30

Dada la funciéon f(x), halla el area limitada por f(x), el eje OX vy las rec-
tas x=0y x=3:

1 si x<i
x 2

—x2+ 3x si%sts

S(x) =
|x + 3| si x>3

Para x comprendida entre 0 y 3, tenemos que: f(x) = —x? + 3x

Hallamos los puntos de corte con el eje OX:
x=0
X2 4 =0 = —x + =0
X+ 3x x(=x +3) < x=3

Por tanto, el area pedida es:

x> 3x%)% 27 9 _ )
[3 = ) 9 > 2—4,511

3
Area = J (—x2 + 3x) dx =
0

Halla una funcién f de la cual sabemos que f'(x) = 3x%—-2x +5 y que

S(@)=0.
G(x) = J(sz —2x+5) dx=x3—x%+5x+ k son las primitivas de la funcion dada.

Entre todas ellas, nos interesa la que cumple que G(1) = 0, es decir:
G =5+k=0 = k=-5
Ast: fx) = x3 —x%+5x-5
Halla la funcién primitiva de la funcién y = 3x2 — x3 que pasa por el

punto (2, 4).

4
G(x) = J(3x2 —x3) dx = x3 - x? +k son las primitivas de la funcioén dada.

Buscamos k para que pase por (2, 4):
G2 =4+k=4 = k=0
4

X
La funcién que buscamos es: f(x) = x3 — v

Halla la funcién que toma el valor 2 en x =1 y cuya derivada es:
S () =3x2+6
G(x) = J(sz +6) dx = x3+ 6x + k son las primitivas de la funcion dada.

Buscamos £k para que G(1) = 2:
G=7+k=2 = k=-5

Por tanto: f(x) = x3 + 6x -5

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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31 |Halla la primitiva de f(x) =1 - x —x? que corte al eje de abscisas en x = 3.

2 3

G(x) = J(l —x—x%dx=x- x? - % + k son las primitivas de la funcién dada.

Buscamos £ para que G(3) = 0:

21 21
6(5)——7+/€ = /e—T

La funcion que buscamos es:

x% X3 21
+ —_—
2 3 2

CUESTIONES TEORICAS

32 |Si F(x) y G(x) son dos primitivas de f, ¢se verifica necesariamente que
F(x) = k + G(x)? Justifica la respuesta.

Si. Justificacion:
jfdx =F(x) + ¢ jfdx =G) +c,
Restando:

0=rx) -G +(c,—c) = Flo)=k+ Gx)

33 |a) Calcula el area bajo la grafica de la derecha en
los intervalos [0, 2] y [2, 6].

[©

b) Si esta grafica representa la velocidad (m/s) de \
un movil en funcion del tiempo, ;qué represen- \
ta cada una de las areas anteriores?

a) El area en el intervalo [0, 2] es la de un trapecio rectangulo de bases 1 y 3 vy
altura 2.

2
_1+3 5 -
A[o,z]‘T'2‘4 - J.Ofdx—/i
En el intervalo [2, 0], el drea es la suma de las dreas de un trapecio y de un
rectangulo.

6
3+5
Apg==5" 2+2:5-18 — szdx=18

b) En una grafica velocidad-tiempo, estas areas representan el espacio recorrido
por un mévil en los intervalos de tiempo [0, 2] y [2, 6.

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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35

a) Representa la funcion f(x) = 2x y halla el area limitada por f en los
intervalos [0, 1], [0, 2], [0; 2,5] vy [0, 3].
X

b) Haz una tabla de valores de la funcion F(x) = J. [ y represéntala.
0

c) ¢Cual de estas ecuaciones corresponde a la expresion analitica de F(x)?:
x2

I)y=7 I y = 2x2 ) y = x2 My=x%+1

d) Comprueba que la derivada de la funciéon area coincide con la funcion

que limita esa area.

a) Tenemos que hallar en cada caso el area de un tridngulo cuya base es la ampli-
tud del intervalo correspondiente y cuya altura es 2x:

12 24 (%)
A, 11 = 2 =1 A, 21 = 2 =4 4

_25-5 _ 3.6 %
A[O;Z,S]_ 2 =625 A[O,3]_ 2 =9 )

-

4

¢) Observamos que solo la I pasa por todos los puntos de la tabla de valores
del apartado b).

d)Como F(x)=x2 — F'(x)=2x =[f(x)

¢Cual de las siguientes expresiones nos da el area
limitada por la grafica de f y el eje de abscisas?

a) jf b)

d

[2 oLl

S

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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36 |Siendo F(x) =J f =3x2%—5x, hallala funcion f. Calcula F(0) y F(2).
1

S = F'(x) = 6x-5

F(0)=0; F(2)=2

37 |Calcula el drea bajo la curva f(x) = x?>—1 en el intervalo variable [1, x].
Halla el area para x = 4.

2 - - -
x=1=0 - x,=-1, x,=1

X
Area = J. (t2-1) dt
1

/3
G@) = j(rz— 1D dt = ?—t

2
1 = _—
G 3

; x3 2
Area [1, x] = |G(x) - G(D)| = 3 +§

Cuando x =4, queda: Area [1, 4] = 18 u?

Pagina 229

38 |Demuestra, utilizando integrales, que el area del rectangulo es A =b - a.

Y

b X

@ Halla la ecuacion de la recta r y calcula el drea limitada por r y el eje OX en-
tre x=0y x=0b.

La ecuacion de r es y = a. El area es:
B b
Area = J a dx
0

G(x) = Ja dx = ax

G(b) =ab; GO) =0

Area = G(b) — G(0) = ab

Unidad 9. Iniciacién a las integrales 33
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40

34

PARA PROFUNDIZAR

Sabiendo que esta grifica corresponde a f(x) = x2, justifica cual de las

X

siguientes funciones es F(x) = j f:

1
a)F(x)=x3-1
3
b) F(x) = > !
3 }
I
c) F(x =x—5—l
3 3 \ :

Como debe cumplirse que F'(x) = f(x), no puede ser F(x) = x3 -1, ya que
F'(x) = 3x2.

Cualquiera de las otras dos cumple que:

F'(x) = %2 =x?=f(x).

Tiene que verificarse, ademds, que F(1) = 0.

Por ello, descartamos el caso b), en el que F(1) = %

* x3 1
La solucion es la ¢): J f="—-—=
1 3 3

a) Dada la funcion f(x) = x+1, obtén F(x)= J A
3

5

b) Halla, después, J. f -
3

a) Empezamos buscando la funcion que cumpla F'(x) = f(x).

2
Serd F(x)=x7+x+/e, pues F’(x)=27x+1=x+ 1.

Ademds, F(3)=0 = - +3+k=0 - p--L
Por tanto: F(x) = x2 +x—£
‘ 2 2
5
b)j fdx=F(5)=2—5+5—£=10
5 2 2

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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UNIDAD | 9

1
Dada la funcién f(x) = a e*/3 + 32 (x #0):

2
a) Calcula J‘ Sf(x) dx en funciéon de a.
1

b) Se sabe que F es una primitivade f. Calcula a si F(1)=0 y F(2)=1/2.

2

2
3@836/3 _ i‘ =
1

1
ae*3 + —| dx =
x x

a) ij(x) dx =J

1

1 1
= |3ae?/3 — E —BBael3 - 1) = 3a(e?3 — e1/3) + E

b)Si F es una primitiva de [, tenemos que:
1
F(x) = 3ae™3 ——+ k
X
Tenemos que hallar & y a para que:
F(D=0 — 3ae’3-1+k=0 3aeld + k=1

1 1 1
F2) == %3ae2/5—5+/@=—2 3ae?3 + k=1

Restando la 2.2 ecuacion menos la 1.2
B3a(e?3 —e3H =0 - a=0 - k=1

1
Por tanto: F(x) = - +1

Expresa por una integral el area del triangulo de vértices (0, 3), (7, 3) y
(7, 10). Explica el significado de la integral escrita.

e La ecuacion de la recta que pasa por (0, 3) y (7, 10) es:

10 -
Pendiente = 0-5_7._ 1
7-0 7
Ecuacion: y=x+3 10 (/7 10)

e La ecuacion de la recta que pasa por (0, 3) y (7, 3)

es y=3.

El area del tridngulo es el drea comprendida entre (5 3y

las dos rectas anteriores y x = 7. Asi, tenemos que: 7, 3)

7

7 7
Area=J [(x+5)—3]dx=dex=Area
0 0

El drea del triangulo es equivalente al area limitada por y=x, x=0y x=7.

7 49
e Calculamos su valor: | xdx = - u
0

2

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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s43 |Halla el area del triangulo mixtilineo de vértices A(2, 4), B(-2,4) y C(-1, 1),

s44

en el que las lineas AB y AC son rectas, mientras que la que une los puntos
By C eslade ecuacion y = x?

e Hallamos la ecuacion de la recta que pasa por A y C:

4-1 3

Pendiente = —————= =
endiente 2_(_1) 3

=1
Ecuacion: y=4+(x—-2)=x+2

e Calculamos el drea pedida:

) -1 2 x31-1 2
Area=J. (4—x2)dx+J[4—(x+2)]dx=[4x—?] +J(2—x)dx=
-2 -1 -2

212 g
X
Zx_— :2+2+l:—u2
21, 3 2

l 8+§
3

3

—4 +

+

Lacurva y = a[l — (x—2)?], con a> 0, limita con el eje de abscisas un
recinto de 12 unidades de superficie. Calcula el valor de a.

e Hallamos los puntos de corte con el eje de abscisas:

—2=1 =
a[l—(x—2)2]=0—>(x—2)2=1<x = X=3

x—-2=-1 = x=1

e Calculamos el area e igualamos a 12:

3 o313
Area =j all — (x—2)% dx = a[x——(x 2 ] -
1 3 1
L R R
5 3 3] 3

Unidad 9. Iniciacién a las integrales



UNIDAD | 9
Pagina 229
AUTOEVALUACION
1. Resuelve las integrales siguientes:
—x3 —
a)jzx —2x+—| dx b)J‘1 X dx C)J‘ 5 5x)2 dx
3 x 2
2 —
d) (% + ‘\/Zx) dx e)Jx‘Vsz +1dx f) J.% dx
3
a) 1x2—2x+— dx=1x——x2 t—xt+hk=—x3-x2+—x+k
3 2 33

3 —5x)\2 2 5 (3 —5x)2 2 1(3-5x)\3 -2 (3 —-5x)3
9] ( )dx——;J.—E( ) dx——gg( ) +k_f( 5 ) +k

x3/2
3/2

1
iz+\l2x) dx = ij’z dx + J\/Exl/z dx = Zx—l 2

X

+ k=

=—£+25—\/§\/x_3+/e

X

1 1 2x2+ 1)¥2 1
e) jx‘\'sz +1dx= J4x(2x2 + DY2 (dx = Z& +th=—N2x2+ 13 +k

4 3/2 6
2+ 3x -2
DJ‘x 3x e
x—1
x2+3x -2 x—1 DiV.id.endo - cociente + r.eéto
2+ x X+ 4 divisor divisor
4x =2 x*+3x-2 )
—4x + 4 x-1 T +x—1
2
x%+3x -2 x?
J‘;dx=J~ X+4+ dx="—+4x+2n|x-1|+k
x—-1 x-1 2

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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2. Calcula:

3 2 2
a)j dx b)J e3*-1 gx

X+ 2 1/3

32 3
a)j dx=02mlx+2|] =2lln5-mm1l=2mn5

X+ 2 -1

2 1 (2 1 2 1 e’ -1
b)j eSx—l dx:_J 36396—1:_ eSx—l - eS_eO -

1/3 1/3 3 | ]1/3 5 ¢ T3

3. Calcula el area limitada por f(x) = 4x — x?, eleje OX ylasrectas x=3 y x=5.

Representamos y = 4x — x2.

x=0, =0
Cortes con los ejes <
»=0
IR
Vértice: y'=0 — 4-2x=0 > x=2, y=4 : ;
B 4 5 1 i i
Area=J (4x — x2) dx + J(4x—x2) dx‘ 3 3 A5 X
3 4 A
X314 X315 32 7 i :
B PO | PO =(__ I A e :
[x 3L Tl T ’ ‘ 5‘ ) L]
4. Lacurva y = w4 el eje OX, eleje OY ylarecta x =4 limitan una super-

ficie §. Calcula el area de S.

4
Representamos y = e Sus asintotas son x=-4 ¢ y=0.

+ 4
Y|
p 4 4
2 Area=J dx =4[ |x + 4|] =
~ Ox+4 0
— 4 -2 41X
\\ 2 =4(ln8—ln4)=4ln%=4ln222,77u2

Unidad 9. Iniciacién a las integrales



UNIDAD F

5. El consumo de un motor, en un trabajo de 6 horas, viene dado por la expresion
c(t) =—t% + 8t + 20, siendo t el tiempo en horas, 0 << 6. ;Cuidnto consume

el motor en las 6 horas que dura el trabajo?

El consumo equivale al drea encerrada por la funcion c¢(¢) entre las rectas x =0 y

x = 0.
3 g2 6

6 3
c=J‘ (—1% + 81 + 20) dx = —%+7+20t =—%+4-62+20~6=192

0 0

6. Para cerrar una vidriera, se ha de colocar un cristal cuya superficie esta limi-
tada por las funciones y =2 e y=—x—2)?+ 6. Dibuja el cristal y calcula su

area (x e y endm).
y=—(x—-2)?>+6 esuna paribola de vértice (2, 6).
Puntos de corte con los ejes:

x=0 — py=2
x =—-0,45

y=0 - x?+4x+2=0<_ 443
X = 4,

Puntos de corte de la curva con y = 2:

2=—(x-2)7%+6 - —x2+4x=0<

4
Area del cristal = J

0 0

X3

4
=|-—+ szl

3

x=0, y=2
x=4, y=2

0

4
[(x =22+ 6-2] dx=J (=x?% + 4x) dx =

64

32
= ——+32="-dm?
3 TIET Tz dm

7. Representa graficamente la region limitada por las graficas de las funciones si-

guientes y calcula su area:

Sf(x) = %xz g(x) = %(Sx +20) b(x)= %(—Sx +20)

Representamos la pardbola f(x), y las rectas g(x) y h(x).

hol” e Cortes de f(x) y g(x:

6 5
4

e Cortes de f(x) y h(x):

5

N

4 2
Area = 2“ l(Sx +20) —zxz !
.2 4

5x
— =+ 2
2(2 + 20x

dx =2

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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1
—x2=5(5x+20) - xZ—Zx—8=O<

1
222 2 _
x —2(—SX+20) - X +2.x—8—0<

5 x3

4 3

X

X

X =

X =

=_27 y:S
=4, y=20

-4, y=20
2, y=5
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