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A. Definicion del objeto matematico a ensenar.

1. Objeto matematico a ensefiar.

Se va a ensefiar a los alumnos los teoremas del seno y del coseno, los cuales son
necesarios para la resolucidn de tridngulos cualesquiera.

2. Curso y asignatura en la que se situa el objeto matematico.

Estos conceptos se estudian en la asignatura de Matematicas del primer curso
de Bachillerato de la rama cientifico-técnica, dentro del tema de Trigonometria.

Segun el Curriculo Aragonés de Bachiller (BOA 17/7/2008, pag.14074), ver
anexo, el teorema del seno y del coseno son contenidos minimos para los
alumnos de 12 de Bachiller.

3. (Qué campo de problemas, técnicas y tecnologias asociadas al objeto
matematico se pretenden ensefiar?

Los problemas, técnicas y tecnologias que se pretenden ensefar estan
orientados a la resolucion de tridngulos. Muchos de los problemas que se
plantean en topografia, navegacién, astronomia y otros campos, exigen la
resolucion de tridngulos a partir de unos datos, es decir, conocer los lados y
angulos desconocidos a partir de otros dados.

Teniendo en cuenta los objetivos marcados por el Curriculo Aragonés de
Bachillerato (BOA 17/7/2008, pag. 14073), ver anexo, el estudio de la
trigonometria trata de proporcionar a los alumnos un lenguaje y una
herramienta util para la resolucién de ciertos problemas no sé6lo de la propia
disciplina, sino también de otras disciplinas cientificas.

Al plantear problemas, se busca que los alumnos desarrollen las capacidades de
andlisis y sintesis, de abstraccién y de concrecion, de generalizacién y de
particularizacidén, de formulacién de conjeturas y de argumentacién. Se trata de
que los alumnos trasladen el problema de la vida real al campo de las
matematicas, lo resuelvan con las herramientas que proporcionan estas y que
devuelvan la solucién al problema real.

Las tecnologias no deben quedar al margen. Los alumnos deben saber utilizar
las calculadoras, y programas informaticos, etc. De esa forma, se agiliza y
facilita el calculo, pero ademas los alumnos se hacen conscientes de las
limitaciones de los medios tecnolégicos.

Por ultimo, al enunciar, formular y demostrar los teoremas de los senos y del
coseno, se inicia a los alumnos en la comprension de los métodos deductivos
propios de las matematicas.



B. Estado de la ensefianza-aprendizaje del objeto matematico.

1.

3.

(Como se justifican habitualmente la introduccién escolar del objeto
matematico?

Habitualmente, la Trigonometria es introducida mediante problemas de calculo
de distancias inaccesibles.

;Qué campos de problemas, técnicas y tecnologias se ensefian habitualmente?

Problemas de distancias y de alturas, con un observador y con dos, cuya
solucion se halla mediante la resolucién de tridngulos tanto rectangulos como
cualesquiera. Son problemas que no pueden resolverse con las técnicas
conocidas hasta ahora por los alumnos, como el teorema de Pitagoras y el
teorema de Thales.

En relacidon con las técnicas:

Paso de radianes a grados y viceversa.

Calculo de las razones trigonométricas de un angulo agudo.

Calculo de las razones trigonométricas de un angulo cualquiera.

Calcular las razones trigonométricas de un angulo a partir del

conocimiento de una de ellas. Se debe tener en cuenta las relaciones

entre las distintas razones trigonométricas.

e C(Calculo de las razones trigonométricas mediante la relacién con ciertos
angulos. Reduccion de cualquier angulo al primer cuadrante.

e Identidades y ecuaciones trigonométricas.

e Sistemas de ecuaciones trigonomeétricas.

A cerca de las tecnologias:

Definicidn de las razones trigonométricas y sus relaciones.
Férmulas de la suma y diferencia de d&ngulos.

Razones trigonométricas del &ngulo doble.

Razones trigonométricas del angulo mitad.
Transformacién de sumas en productos y viceversa.
Teoremas del seno y del coseno.

;Qué efectos produce dicha ensefianza sobre el aprendizaje del alumno?

Los estudiantes asocian el estudio de la Trigonometria a una gran cantidad de
férmulas que deben aprender. No ven realmente la gran importancia y utilidad
de este objeto matematico.



C. Conocimientos previos del alumno.

1. Conocimientos previos que necesita el alumno para afrontar el aprendizaje del
objeto matematico.

Antes de comenzar el estudio de la Trigonometria, el alumno debe poseer los
conocimientos previos de:

e Semejanza de Tridngulos: teorema de Thales.
e (riterios de semejanza de tridngulos.
e Teorema de Pitagoras.

Seria deseable que todos los alumnos tuvieran conocimiento de las razones
trigonométricas y las relaciones que hay entre ellas. Pero, estos conocimientos
son solo contenidos minimos en la opcién B de 42ESO.

Ademdas de estos conocimientos, los estudiantes deben saber realizar
operaciones aritméticas, operaciones con radicales y en sistema sexagesimal.
Deben manipular expresiones algebraicas y resolver ecuaciones sin dificultad.

2. La enseflanza anterior, ;ha propiciado que el alumno adquiera esos
conocimientos previos?

Segin el Curriculo Aragonés de Educacién Secundaria Obligatoria (BOA
1/6/2007 pags. 8994-8996) los conocimientos minimos respecto a Geometria
para promocionar 42 de Educacién Secundaria Obligatoria son entre otros:

e Aplicacién de la semejanza de tridngulos y el teorema de Pitdgoras para la
obtencidn indirecta de medidas.

e (riterios de semejanza de tridngulos.

e Razén de semejanza. Escala. Razén de semejanza de las dreas y los
voliimenes.

e Resolucion de problemas geométricos frecuentes en la vida cotidiana.

Estos contenidos son comunes a las opciones A y B. Luego todos los alumnos
que cursen primer curso de Bachiller, tienen los conocimientos previos a
Trigonometria necesarios.

Ademas la opcion B incluye los siguientes conocimientos de Trigonometria.

e Razones trigonométricas de un dngulo agudo: seno, coseno y tangente.

e Relaciones entre las razones trigonométricas de un mismo dngulo:
tagx = senx/cosx; sen’x + cos?x = 1

e Razones trigonométricas de los dngulos 30 45¢ 60 90°

e C(Cdlculo grdfico de las razones trigonométricas de un angulo agudo.

e Resolucion de problemas de tridngulos rectdngulos.



e Uso de la calculadora para el cdlculo de dngulos y razones
trigonométricas.

Como al Bachiller cientifico-técnico se puede acceder desde cualquier opcidn
de 42 de Educacion Secundaria, puede haber alumnos que no tengan ningin
conocimiento de trigonometria, aunque esto no es lo habitual.

(Mediante que actividades se va a tratar de asegurar que los alumnos posean
esos conocimientos previos?

Se plantearan dos problemas (ver a continuacién), que los alumnos resolveran
de forma individual. Posteriormente se comentaran y resolveran en la pizarra.

Teorema de Thales y de Pitagoras.

PCP 1: “Para subir a un granero que ésta a 7m de altura utilizamos una escalera
de 12m de longitud y con peldarfios separados en 20cm. Se pregunta:

(a) ;Cudl es la distancia del pie de la escalera a la pared?

(b) Nos fijamos en el peldafio niimero 25. ;Cudnta dista del pie de la escalera? ;A
qué altura se encuentra? ;A cudnta distancia, en horizontal, se encuentra del
pie de la escalera?

PCP 2: “Halla el lado de un rombo, sabiendo que sus diagonales miden 9y 7 cm”.

. Razones de ser del objeto matematico.

;Cudl es la razén o razones de ser que se va a tener en cuenta en la introduccion
escolar del objeto matematico?

La distancia desde un punto situado al pie de una montafia hasta su cima, o
desde una embarcacion hasta un determinado punto de la costa, o la que separa
dos astros, pueden resultar inaccesibles a la mediacién directa; en cambio el
angulo que forma la visual dirigida a un accidente geografico, o a un punto del
cielo, con otra visual fijada de antemano, acostumbra ser facil de medir
mediante instrumentos relativamente sencillos. El objetivo de la trigonometria
es establecer las relaciones matematicas entre las longitudes de los lados de un
triangulo con sus angulos, de manera que resulte posible calcular las unas
mediante las otras.



EL problema de obtener la distancia de un punto a otro inaccesible mediante la
resolucion de triangulos puede tener soluciéon o no dependiendo de los datos
de los que se parta. Con el teorema de Pitagoras y las razones trigonométricas
podemos resolver triangulos rectangulos, pero no siempre se dispone de estos
tridngulos. Cualquier tridngulo no rectdngulo puede ser resuelto, aplicando los
meétodos de resolucion de los tridngulos mediante la estrategia de la altura. Se
trata de elegir adecuadamente una de sus alturas, de modo que al trazarlas se
obtienen dos tridngulos rectangulos. La razén de estudiar los teoremas del seno
y del coseno es que nos permiten resolver cualquier triangulo sin tener que
aplicar la estrategia de la altura. De esta forma los calculos se facilitan.

En resumen, se van a tener en cuenta dos razones de ser del objeto matematico,
la primera el calculo de distancias inaccesibles y la segunda la simplificacion de
los calculos para resolver tridngulos cualesquiera.

¢;Coinciden con las razones de ser historicas que dieron origen al objeto?

Si que coinciden.

Los egipcios tenian algunos conocimientos sobre Trigonometria. El papiro
Ahmes incluye un problema sobre la pendiente de una piramide a partir de la
altura y de la base.

Aplicaciones a la astronomia. Medir la circunferencia de la Tierra.

Eratostenes (276 -194 a.C.) tenia noticia de un hecho que cada afio se producia
en una ciudad de Egipto llamada Siena (hoy Asuan). Sucedia cierto dia del afio
(solsticio de verano), al mediodia, los obeliscos no producian sombra alguna. El
agua de los pozos reflejaba como un espejo la luz del Sol. Sin embargo,
Eratostenes observd que en Alejandria, ese mismo dia los obeliscos si
producian sombra. Eso s6lo era posible sila Tierra era redonda, pues el Sol esta
tan lejos como para considerar que sus rayos inciden paralelamente sobre la
Tierra.

- o,
Alejandria

X Siena
la Tierra



Eratostenes pensd que midiendo la sombra de un obelisco en Alejandria, el
mismo dia y a la misma hora en que en Siena no proyectaba ninguna sombra, y
sabiendo la distancia entre Siena y Alejandria, podria calcularse Ila
circunferencia de la Tierra.

Sin embargo, se enfrentaba a dos problemas: averiguar la distancia entre Siena
y Alejandria; y, ;cudndo medir la sombra en Alejandria a la vez que en Siena (en
esa época no habia relojes)?

Eratostenes ordend y pagd a los jefes de caravanas que midieran la distancia
entre las dos ciudades. Para ello debian poner esclavos a contar vueltas de
rueda que daban los carros, a contar pasos, etc. Les salié una media de 5.000
estadios (1 estadio equivale a 157 m).

El segundo problema lo resolvié midiendo varias veces la sombra del obelisco.
La menor sombra corresponde al momento en el que el Sol esta en el cénit.

Jordines de la
Biblioteca de Alejandria 4 ‘
00 235 .C / sombra 0,5063
Al tgf = = = 0,126325
> 9k altura 4
A S
LB : EJ Alura B = arctg 0,126325 =7,2°
o<
||
< 5083cm »
Sombra
Si 7,2° son una distancia de 5000
‘ estadios (785 km), la circunferencia
Alejandria _ entera tendra una longitud de

39.250 km.

La medida real es de 39.942 km.

3. Problemas que se constituyen en razones de ser de los distintos aspectos del
objeto matematico a ensefiar.

Para mostrar a los alumnos una de las razones de ser histéricas de la
Trigonometria, (el calculo de distancias inaccesibles) se les planteara el
siguiente problema basado en el experimento realizado por Eratdstenes para
medir la circunferencia de la Tierra.



PRS 1: “Al mediodia medimos la sombra proyectada por un semdforo de 2m en
Zaragoza y Huesca, siendo estas de 1,78 m y 1,83 m respectivamente. ;Podemos
conocer con estos datos la circunferencia de la tierra?”

Otra de las razones de ser que se pretende mostrar a los alumnos es la
conveniencia de utilizar el teorema del seno y del coseno para simplificar el
calculo a la hora de resolver problemas cualesquiera. Por esto, se plantearan a
los alumnos los siguientes problemas (PRS 2 y PRS 3). Los resolveran mediante
razones trigonométricas y una vez enunciados los teoremas de seno y coseno se
volveran a resolver utilizando estos. De esta forma los alumnos veran la
importancia del objeto matematico a estudiar.

Teorema del seno

PRS 2: “Queremos ir con una lancha hasta un islote (1), pero antes nos gustaria
saber a qué distancia se encuentra el puerto deportivo (P). Para ello localizamos
algun edificio del pueblo, por ejemplo, la iglesia (G), y medimos los dngulos IPG
(32°9) y PGI (549), y la distancia del puerto a la iglesia (800m). ;Cudnto dista el
dista el islote del puerto.”

Teorema del coseno

PRS 3: “Para medir la anchura de un lago nos situamos en la posicién P y
tomamos las medidas que aparecen en la siguiente figura. ;Cudl es la anchura del
lago?”



4. Metodologia a seguir en su implantacion en el aula.

Se planteara el problema PRS 1, después de realizar los dos problemas de
conocimientos previos (PCP 1 y PCP 2). Los alumnos trabajaran por parejas
para buscar la solucidn. Si es necesario, se daran indicaciones. Se establecera un
debate sobre la resolucién y se comentara en la pizarra una posible solucién. A
continuacién se explicara el método seguido por Eratdstenes para el calculo de
la circunferencia de la Tierra y se comentaran los problemas a los que se
enfrento.

Los problemas PRS 2 y PRS 3 se propondran a los alumnos cuando se explique
la estrategia de la altura. Se resolveran de forma individual, y se corregiran en
la pizarra (bien seran corregidos por un alumno o por el profesor). Una vez
enunciados y demostrados los teoremas del seno y del coseno, los alumnos
volveran a resolver estos problemas de forma individual pero utilizando dichos
teoremas. De esta forma se pretende que los alumnos sean conscientes de la
necesidad del objeto matematico.

E. Campo de problemas.

1. Distintos problemas que se van a presentar en el aula.

Los problemas que se van a tratar estan dirigidos a la resolucion de situaciones
de la vida cotidiana relacionadas con la trigonometria. Se pretende que los
alumnos adquieran habilidad en la resoluciéon de tridngulos a lo largo de las
sesiones. Para ello se mostraran ejemplos y se propondran problemas con un
incremento progresivo de dificultad.

El campo de problemas se divide en dos grupos principalmente:
e Resolucidén de tridngulos rectangulos.

o Conocidos dos lados. (Teorema de Pitagoras).
o Conocido unlado y el angulo agudo. (Razones trigonométricas).

e Resolucidn de tridngulos cualesquiera.

o Conocidos dos angulos y un lado. (Estrategia de la altura. T2 del
seno).

o Conocidos dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos.
(Teoremas del seno y del coseno). Este caso puede dar lugar a dos
soluciones o que no exista.

o Conocidos tres lados. (Teorema del coseno).

o Conocidos dos lados y el angulo que forman. (Teorema del
coseno).
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Resolucion de tridngulos rectangulos.

o Conocidos dos lados: PCP 1 y PCP 2. Este caso sélo se tratara en los
problemas de conocimientos previos, ya que pueden resolverse
aplicando Pitagoras y los alumnos ya conocen este teorema.

o Conocidos un lado y el angulo agudo. Como tenemos un triangulo
rectangulo sabemos que este triangulo tiene un angulo recto, también es
dato otro angulo, luego conocemos los tres angulos. Ademas del PRS 1,
se propondran los siguientes problemas:

PTR 1. Problemas de ALTURAS con UN observador:“Hallar la altura de un drbol
sabiendo que proyecta una sombra de 7m cuando los rayos del Sol forman un
dngulo de 30° con la horizontal.”

PTR 2. “Para saber a qué altura vuela un avién medimos los dngulos de elevacion
del avién desde el portal (55 ) y desde la terraza (40 ) de nuestra casa. Como ésta
tiene 15 pisos, su altura aproximada es de 48 m. ;A qué altura, aproximadamente,
vuela el avion?

A
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A
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PTR 3. Problemas de ALTURAS con DOS observadores: “Hemos colocado un cable
sobre un mdstil que lo sujeta como muestra la figura. ;Cudnto miden el mdstil y el
cable?”.

PTR 4.Problemas de DISTANCIAS: “La torre de Pisa tiene una inclinacion respecto
de la vertical de 3° 11' y una altura de 54m. Calcula el desplazamiento horizontal
de la parte mds elevada respecto de la base”.
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Resolucidn de tridngulos cualesquiera.
o Conocidos dos angulos y un lado:
Estrategia de la altura.
PEA 1. “Un avién vuela entre dos ciudades, A y B, que distan 80 km. Las visuales

desde el aviébn a A y a B forman dngulos de 29°y 43° con la horizontal,
respectivamente. ;A qué altura estd el avion?”

PEA 2. “Para hallar el ancho del rio procedemos asi: Nos situamos en A, a una
orilla del rio, y medimos el dngulo 53 °bajo el cual se ve un drbol que estd frente a
nosotros, en la otra orilla. Nos alejamos 20 m de la orilla en direccion
perpendicular a ella y volvemos a medir el dngulo bajo el cual se ve el drbol, 32

Teorema del seno.

o Conociendo un lado y dos angulos.
PTS 1. “Un barco B pide socorro y se reciben sus sefiales en dos estaciones de
radio, Ay C, que distan entre si 50 km. Desde las estaciones se miden los siguientes
dngulos: BAC = 46 °y BCA = 53 < ;A qué distancia de cada estacién se encuentra
el barco?”

o Conocidos dos lados y el angulo opuesto:
PTS 2. “Tres amigos se situan en un campo de fiitbol. Entre Alberto y Berto hay
25 m, y entre Berto y Camilo 12 m. El dngulo formado en la es esquina de Camilo
es de 20° Calcula la distancia entre Alberto y Camilo.”
Teorema del coseno.

o Conociendo los tres lados.
PTC 1. “Desde dos puestos de control, que distan entre si 8.400m, se detecta un

avion que sobrevuela la linea que une ambos puestos y dista 5.800m del primero y
4.500 del segundo. ;A qué altura vuela el avién?

12



o Conociendo dos lados y el angulo comprendido.

PTC 2. Problema de velocidades: “De un puerto salen simultdneamente dos
barcos, con rumbos que difieren en 33° y velocidades de 24 y 29 nudos,
respectivamente. ;A qué distancia se encontrardn, uno del otro, al cabo de 1 hora
y 20 minutos?”

Aplicacion de los teoremas del seno y del coseno.

PA 1: “Queremos saber la distancia entre dos aldeas, X e Y, que vemos a lo lejos;
para ello, nos situamos sucesivamente en los puntos A y B que distan 300m, y
medimos los dngulos XBY (53°), YAB (62°), XBA (47°) y XAB (112°). ;Cudl es la

distancia entre X e Y?

A
A X u@
')
o @
Y
A B
CONTENIDO DATOS METODOLOGIA

Forma ‘ Dibujo ‘ Correccion

Problemas de triangulos rectangulos

PCP 1 |Pitdgoras, Thales Dos lados (hipotenusa y cateto) Individual | No Pizarra
PCP 2 | Pitagoras Dos lados (los dos catetos) Individual | No Pizarra
PRS 1 |Raz. trigon. Dos lados Parejas No Pizarra
PTR 1 |Raz.trigon. Un lado y el dngulo agudo Parejas No Pizarra
PTR 2 |Raz.trigon. Un lado y el dngulo agudo Parejas Si Entregar
PTR 3 |Raz.trigon. Un lado y el dngulo agudo Parejas Si Pizarra
PTR 4 |Raz.trigon. Un lado y el angulo agudo Parejas No Pizarra
Problemas de triangulos cualesquiera
PEA 1 |Raz.trigon. Dos angulos y un lado Profesor |Si Pizarra
PEA 2 |Raz.trigon. Dos angulos y un lado Individual | No Pizarra
PRS2 | T2 del seno Dos angulos y un lado Individual | Si Pizarra
PTS1 | T2 del seno Dos angulos y un lado Individual | No Pizarra
PTS2 | T2 del seno Dos lados y el angulo opuesto Individual | No Entregar
PRS 3 | T2 del coseno Dos lados y el angulo comprendido | Individual | Si Pizarra
PTC1 | T2 del coseno Tres lados Individual | No Entregar
PTC2 | T2 del coseno Dos lados y el angulo comprendido | Individual | No Pizarra
PA1 |T2delsenoycoseno |Aplicacion de los T2 senoy coseno Parejas Si Pizarra




2. ¢(Qué modificaciones de la técnica inicial van a exigir la resolucién de dichos
problemas?

Antes de conocer la trigonometria, los alumnos resolvian problemas de
triangulos rectangulos aplicando el teorema de Pitdgoras. Para ello, es
necesario conocer dos lados del triangulo. Pero, si en lugar de dos lados, se
tiene un lado y un angulo, el problema ya no puede resolverse. La solucion es
introducir las razones trigonométricas.

El teorema de Pitadgoras y las razones trigonométricas resuelven problemas de
tridngulos rectangulos, pero no siempre, los problemas se reducen a la
resolucion de estos. Si se tiene un tridngulo cualquiera, trazando la altura
adecuada, puede resolverse utilizando la estrategia de la altura. Pero, los
teoremas del seno y del coseno facilitan estos calculos, de ahi la razén para
estudiarlos.

3. Metodologia a seguir en su implementacion en el aula.

La trigonometria mide distancias y angulos. Los problemas que van a
plantearse pueden parecer distintos, pero en el fondo se trata de calcular
longitudes, bien calculando la altura de objetos o distancias entre puntos.
Ademas los problemas pueden plantearse en distintos campos, lo que a priori
también puede parecer un campo de problemas distinto.

La metodologia que se va a seguir en el aula es la siguiente: Se van a ir
planteando problemas en los que se evidencie que las herramientas y
conocimientos previos de los alumnos no son suficientes. Pitdgoras no es
suficiente para resolver cualquier tridngulo rectdngulo (depende de los datos
del problema), en consecuencia se introducen las razones trigonométricas.
Estas no resuelven problemas de tridngulos cualesquiera, se estudia la
estrategia de la altura y por dltimo se enuncian los teoremas del seno y del
coseno.

Al comenzar el tema de Trigonometria se les planteara a los alumnos un
problema para resolverlo mediante el teorema de Pitadgoras y semejanza de
triangulos. De esta forma se pretende comprobar los conocimientos previos de
los estudiantes.

Una vez que se hayan recordado las razones trigonométricas de un angulo y las
relaciones entre ellas, los alumnos resolveran problemas mediante estas
razones trigonomeétricas.

A continuacidn, se plantearan y resolveran una serie de problemas de
triangulos rectangulos para que los alumnos afiancen los conceptos de razones
trigonométricas. El siguiente paso sera resolver triangulos cualesquiera.
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Para resolver un tridngulo cualquiera es suficiente con elegir adecuadamente
una altura y trazarla. De esta forma, se obtienen dos triangulos rectangulos que
pueden resolverse. Este método se conoce como estrategia de la altura. Se
plantearan un par de problemas para resolverlos mediante esta técnica.
Cuando se enuncien los teoremas del seno y del coseno, se volveran a resolver
los mismos problemas aplicando estos, de esta forma se pretende que los
alumnos sean conscientes de cémo estos facilitan el trabajo. Se propondran
problemas que se resuelven aplicando el teorema del seno o del coseno.

Por ultimo, se plantearan problemas mezclados, para que los alumnos analicen
los resultados que conocen y apliquen el que consideren valido, en definitiva
que encuentren la solucién.

Los problemas se resolveran de forma individual o por parejas. Excepto
aquellos problemas que se han especificado para ser entregados, se corregiran
en la pizarra, y seran los alumnos los que desarrollen una solucién. (Ver
apartado E.1 pag.13)

Técnicas.

Ejercicios que se van a presentar en el aula.

Todos los ejercicios que se plantean estan pensados para que los alumnos
adquieran habilidad en el manejo de expresiones trigonométricas, con el
objetivo de que al resolver tridngulos no tengan dificultades de calculo.

Los ejercicios que se plantean son:

e Ejercicios de razones trigonométricas de un dngulo agudo.

e Ejercicios de razones trigonométricas de un angulo obtuso.

e Acerca de las relaciones entre las razones trigonométricas del mismo
angulo.

e Paso de radianes a grados y viceversa.

e Uso dela calculadora.

Razones trigonométricas de un angulo agudo.

E 1. “Halla las razones trigonométricas del dngulo C en el siguiente tridngulo”

C

5cm

A 12 cm B
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Razones trigonométricas de un angulo obtuso.

E 2. “Calcula las razones trigonométricas de 150 °y de 225°”.

Relaciones entre las razones trigonométricas del mismo angulo.

E 3. “Sabiendo que cosa = 0,63, calcular s = sen a y tga”.

E 4. “Sabiendo que tga = 2, calcular sena = sy cosa = c¢”.

Radianes. Grados.

E 5. “Pasa de grados a radianes: 75°y 240°”.

E 6. “Pasa de radianes a grados: ©/3y 31/4".

Utilizacion de la calculadora en trigonometria.

E 7.: “Calcular sen 42°31’58” ”,

E 8. “Calcular cos g "

E9. “Sitga= 1,34, calcular o ”.

E 10. “Sisencx=0,84, calcular tgo”.

A continuacion se muestra una tabla como resumen de los ejercicios
propuestos y la metodologia a seguir.

CONTENIDO METODOLOGIA
Forma Correccién

E1l Razones trigonométricas de un angulo agudo Individual | Pizarra
E2 Razones trigonométricas de un angulo obtuso Individual | Pizarra
E3 Relaciones trigonométricas de un mismo angulo | Parejas Pizarra
E4 Relaciones trigonométricas de un mismo angulo | Parejas Pizarra
E5 Radianes, grados Parejas Voz alta
E6 Radianes, grados Parejas Voz alta
E7 Calculadora Individual |Voz alta
E8 Calculadora Individual |Voz alta
E9 Calculadora Individual |Voz alta
E 10 Calculadora Individual |Voz alta
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2.

¢Qué técnicas o modificaciones de una técnica se ejercitan con ellos?

Los ejercicios de paso de radianes a grados, y viceversa proponen familiarizar a
los estudiantes con otros sistemas de medida. Ademas, de aprender el uso de la
calculadora e introducir los datos correctamente.

Con los ejercicios de razones trigonométricas se pretende afianzar estos
conceptos y asimilar las propiedades y relaciones. Ademas de adquirir
habilidad en el manejo de expresiones trigonométricas.

Dichas técnicas ;estan adecuadas al campo de problemas asociado al objeto
matematico?

Todas las técnicas que se ensefian son necesarias para resolver los problemas.
No se pretende ensefiar conceptos que los alumnos no vayan a utilizar. Con esto
se intenta evitar la memorizacion de férmulas innecesarias.

Metodologia a seguir en su implementacién en el aula.

Una vez definidas las razones trigonométricas, se plantearan ejercicios para
que los alumnos ejerciten y asimilen los conceptos. Es necesario, que
comprendan estos y que realicen los cdalculos correctamente, para que
posteriormente resuelvan los problemas sin dificultad.

Los estudiantes deben hacer ejercicios de radianes y grados, familiarizarse con
estos sistemas de medida. Hacer operaciones con sistema sexagesimal y pasar
de uno a otro.

Es importante también que los alumnos sitien los dngulos, que sepan en que
cuadrante estan.

Es conveniente plantear ejercicios para el manejo de la calculadora. Uno de los
problemas que se les plantea a los alumnos es introducir los datos
correctamente, tanto en radianes como en grados.

Al igual que en el caso de los problemas, los alumnos trabajaran de forma
individual o por parejas. La correccién de estos ejercicios se realizara en la
pizarra y seran resueltos por los estudiantes.

G. Tecnologias (justificacion de las técnicas).

1.

;(Mediante qué razonamientos se van a justificar las técnicas?

Para demostrar el teorema del seno y del coseno se va utilizar la estrategia de
la altura. Hasta ahora los alumnos sabian resolver triangulos rectangulos, para
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triangulos cualesquiera basta trazar la altura adecuada y aplicar dichos
razonamientos (estrategia de la altura). Los teoremas del seno y del coseno son
una generalizacion de este método.

;Quién (profesor, alumnos, nadie) va asumir la responsabilidad de justificar las
técnicas?
Las técnicas seran justificadas por el profesor, aunque se dejaran algunos

resultados para que los demuestren los alumnos.

Disefia el proceso de institucionalizacion de los distintos aspectos del objeto
matematico.

Teorema del seno

En un tridngulo cualquiera de lados a, b, ¢ y de angulos 4, B, €, se cumplen las
siguientes igualdades:

C
a b _c
senAd senB senC b a
B
Demostracion:

A c

Se traza la altura desde el vértice C. Los tridngulos AHC y BHC son rectangulos.
Por tanto se tiene:

h A y
senAzg - h=0>b-senA
sen§=5—>h=a-sen§ b N
B
Igualando:
a b A c H

b:senA =a-senB - — = =
send senB

Esta es la primera de las igualdades buscadas.

Si se traza la altura desde el vértice B, se relacionan los lados a y ¢ con sus
a c

angulos opuestos, obteniendo: = = p
sen A senC

Se completa asi, la cadena de igualdades que se queria demostrar.
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Teorema del coseno

En un triangulo cualquiera de lados a, b, c, se cumple:

a? = b? +c? - 2bc cos A C
b%=a? +c?-2ac cos B
c2=a%+ b?-2abcosC

Demostracion:
Se traza la altura, h, sobre el lado b:
AH =c cos A

HC=b-AH=b-ccosA

Aplicando el teorema de Pitadgoras a los tridngulos AHB y BHC y teniendo en
cuenta las igualdades anteriores, resulta:

a?=h?+HC? = h®>+ (b——cosA)? = h?+ b% + c? cos?A — 2bc cosA
c?=h?+A4H% = h?* + (cos A)? = h® + c? cos?A
Restando: a? — ¢ = b? — 2bc cosA — a? = c? + b? — 2bc cosA

De forma analoga se llegaria a las otras dos relaciones.

Metodologia a seguir en la implementacién en el aula.

Después de resolver triangulos rectangulos, se planteard el caso de un tridngulo
cualquiera. Con las indicaciones y preguntas del profesor los alumnos
resolveran este tridngulo trazando la altura desde el vértice adecuado,
obteniendo asi dos triangulos rectdngulos y aplicando los conocimientos que
tienen para tridngulos rectdngulos. De esta forma se introducira la estrategia de
la altura.

A continuacion, se enunciara y demostrara el teorema del seno. Para ver que,
realmente este teorema simplifica los calculos, se volverd a resolver el
problema PRS 2 resuelto mediante la estrategia de la altura aplicando el
teorema. Se dara a los alumnos una tabla con los casos donde se puede aplicar
el teorema del seno.
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Para el teorema del coseno, se llevara a los alumnos a la sala de informatica. Se
plantearan los siguientes triangulos y las siguientes relaciones:

C Cc Cc
b a b a
b a
A c B A 3 B A c B
a? < b? + c? a? = b? + ¢? a? > b? + c?

Con la ayuda de Geogebra, los alumnos dibujaran un triangulo. Calcularan
a? b? yc? y veran que “moviendo” el vértice C, se cumplen las relaciones
anteriores (ver secuencia didactica pag.37)

Después se enunciara y demostrara el teorema del coseno. Se resolvera con
este teorema el otro problema PRS 3, e igual que en el caso del teorema del
seno, se dara una tabla de casos para los alumnos.

Secuencia didactica y su cronograma.

Secuenciacién de las actividades propuestas en los apartados anteriores.

La trigonometria pretende resolver triangulos, es decir, obtener uno o mas de
sus elementos desconocidos partiendo de los elementos (lados y dngulos) que
se conocen.

Se comenzara el tema, proponiendo unos problemas sobre los conocimientos
previos de los alumnos. Estos, se resuelven aplicado el teorema de Thales y de
Pitagoras. Se dejara un tiempo para que los alumnos los resuelvan de forma
individual y a continuacién se corregirdn y comentaran en la pizarra. Se
pretende con ellos, comprobar si los alumnos poseen los conocimientos
necesarios iniciales para abordar los conceptos de trigonometria.

PCP 1: “Para subir a un granero que ésta a 7m de altura utilizamos una escalera
de 12m de longitud y con peldarios separados en 20cm. Se pregunta:

(a) ;Cudl es la distancia del pie de la escalera a la pared?
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(b) Nos fijamos en el peldanio niimero 25. ;Cudnta dista del pie de la escalera? ;A
qué altura se encuentra? ;A cudnta distancia, en horizontal, se encuentra del
pie de la escalera?

Cc
b=12m a=7m
20cm
A c B
Solucion:

(a) Para calcular la distancia del pie de la escalera a la pared, solamente tenemos
que aplicar el teorema de Pitdgoras al tridngulo ABC.

Cateto= 7m
Hipotenusa=12m

b2 =c?+ a?> - 122=c?+7%2 5> ¢c=+V122—-72 5 ¢c=9746m

(b) Para resolver este apartado necesitamos aplicar el teorema de Thales.

El peldario 25 se encuentra a una distancia del pie de la escalera de 0, 20 m x 25
=5m.

Considerar los siguientes tridngulos:

El triangulo ACB es semejante a DCE, porque
el dngulo C es comtin y los dos tienen un dngulo
de 90 °(son rectdngulos.)

Podemos aplicar el teorema de Thales:

12 7 _
> —==— - (CE=408m
7 CE

S
Sl S

El peldario 25 se encuentra a una altura de
7m-408m=291m.
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PCP 2: “Calcular el lado de un rombo, sabiendo que sus diagonales miden 7 y

”

9cm”.

Solucion:

Aplicamos el teorema de Pitdgoras:
45em 2 = (4,5) + (35)°
l=57cm

3,5 cm

Resolver un tridangulo significa conocer sus lados y sus angulos. En un triangulo
rectangulo, si conocemos dos lados podemos calcular el tercero, pero no
podemos conocer sus angulos, solamente utilizando Pitdgoras (a no ser que sea
un triangulo iso6sceles). Para resolver totalmente cualquier tridngulo
necesitamos la trigonometria.

En este punto se planteara a los alumnos el problema PRS 1. Los alumnos
trabajaran por parejas y al cabo de unos minutos se comentaran las ideas que
hayan tenido. Tanto si los alumnos resuelven el problema como si no, se
definiran los conceptos de razones trigonométricas.

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO.

Dado un triangulo rectangulo:

C

o
A L B

Se llaman razones trigonométricas de un angulo agudo, o, a las siguientes
relaciones:

longitud del cateto opuesto a a. AC
seno de o = - - sena = =
longitud de la hipotenusa BC
longitud del cateto contiguo a o AB
cosenode o = - - coso = =
longitud de la hipotenusa BC
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longitud del cateto opuesto a o
longitud del cateto contiguo a o

tangente de o =

=l &l

tgo =

Si los alumnos no resolvieron el problema PRS 1, sera ahora cuando, con las
indicaciones necesarias encuentren una solucion. A continuaciéon se comentara
como Eratdstenes midio6 la circunferencia de la tierra. De esta forma se pone de
manifiesto una de las razones de ser de la trigonometria, el calculo de
distancias inaccesibles.

PRS 1. "Al mediodia medimos la sombra proyectada por un semdforo de Zm en
Zaragoza y Huesca, siendo estas de 1,78 m y 1,83 m respectivamente. ;Podemos
conocer con estos datos la circunferencia de la tierra?”

Huesca
Zaragoza

—

Solucion:

1,83
Huesca: tgo = — = 0,915 luego a=42°27"30”

1,78
Zaragoza:tgp = — = luego 0,89 f=41°40"8"

Luego, a — [ =0° 47’ 22", Sabiendo que Zaragoza y Huesca distan 86 km,
podemos deducir que si un dngulo de 0°47’22” abarca un arco de 86 km, la
circunferencia completa (360 °) serdn 39.217,45 km.

Se hara notar a los alumnos que las razones trigonométricas no dependen del
triangulo rectangulo elegido. Para ello, se planteara la siguiente actividad:

Se distribuiran los alumnos en grupos de tres. Cada grupo tendra una coleccion
de triangulos rectangulos semejantes. Se les pedira que calculen los cocientes
entre los lados. Los alumnos se daran cuenta que esos cocientes son iguales en
todos los triangulos que poseen (siempre que estén tomando lados
correspondientes).
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De una forma mas formal, se pedira a los alumnos que, basandose en el dibujo
siguiente, demuestren que el sena no depende del triangulo.

Si sobre un dngulo, o, se construyen dos tridngulos rectdngulos distintos, ABC y
AB'C’, se obtienen dos valores para sena:

BC
En ABC — seno = A:

BT’

4

En ABC’—>sena =

Ahora bien, los tridngulos ABCy AB’C”son semejantes por ser rectdngulos y tener
un dngulo, o, igual. Por tanto sus lados son proporcionales, es decir:

o

/C/
B/

=i
]

Elvalor que se obtiene para sena es el mismo en ambos tridngulos.
Andlogamente se demuestra que cosa y tg a no dependen del tridngulo trazado.

Se realizard en la pizarra el siguiente ejemplo y asi se recordara a los alumnos
como se calculan las razones trigonométricas de un angulo agudo.

8 8
senC:ﬁ=O,47cm
17 cm
8cm .
cosC=1—=0,886m
C A 8
75 em tg C =15 = 0,53 cm

Para que los alumnos practiquen se les plantearan ejercicios como el siguiente:
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E 1: “Halla las razones trigonométricas del dngulo C en el siguiente tridngulo”

¢ Solucién:
5cm Se puede calcular la hipotenusa aplicando el
teorema de Pitdgoras:
a — —_
A 12 cm B BC?*=52+122 - BC=13cm

5
= —= 4
sen a 13 0,384 cm
= 12 = 0,923
cosa—13— , cm

5
=—=041
tg o 12 0,416 cm

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO OBTUSO.

Dado o es un angulo obtuso, se va a definir sus razones trigonométricas,
mediante este semicirculo de radio 1, relacionandolas con las de su angulo
suplementario, 180° - o, que es agudo.

sena = sen (180° — a)

cos a = —cos (180° — a)
tg (180° - o))
foa = sen (180°—a) L a(180°
- ge = —cos(180° — a) 9( )

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO ENTRE 0° Y 360°

Se traza una circunferencia cualquiera y se toma como unidad la longitud del
radio. Considerar un sistema de coordenadas con el origen en el centro de la
circunferencia.

Se sitiian los angulos sobre ella de la siguiente manera:

e Su vértice, es el centro.

e Uno deloslados coincidiendo con el semieje positivo de las X.

e Elotro lado se situa donde corresponda, abriéndose el angulo en el
sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj.

La circunferencia, sobre la cual se sitian los angulos como se ha descrito se
llama circunferencia goniométrica. Con ella resulta muy sencillo definir y
visualizar las razones trigonométricas de un angulo cualquiera.
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e Sip esun angulo del 22 cuadrante, existe un angulo a del 1°" cuadrante
tal que [ se puede expresar como (180° — a).

Y 4
/" sen f = sena
/ a fix{&’ N cosf = —cosa

X
\\-/ tgp = —tga

e Sif esunangulo del 3°" cuadrante, existe un angulo a del 1°" cuadrante
tal que [ se puede expresar como (180° + «a).

Y&
sen f = —sena
Bl - cosf = —cosa
9 L
X
\K‘// tgh = tga

e Sip esun angulo del 42 cuadrante, existe un angulo o del 1" cuadrante
tal que P se puede expresar como (360° — a).

sen ff = —sena

cosff =cosa

tgf = —tga

En este tema no tiene gran relevancia la reduccién de un angulo cualquiera a
uno del primer cuadrante, son conceptos utiles en trigonometria pero no
esenciales en esta parte. Debido a esto, se propondra a los alumnos el siguiente
ejercicio pero no se hara mas hincapié.

E 2. “Hallar las razones trigonométricas de 150 °y 225°”.
Solucion:
sen 150° = sen (180° — 150°) = sen 30° = 0,5

c0s150° = — cos (180° — 150°) = —cos 30° = —0,866
tg150° = —tg(180° — 150°) = —tg 30° = —0,577
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RELACIONES ENTRE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS DEL MISMO
ANGULO

Los valores de sen, cos y tg de un mismo angulo no son independientes, sino que
estan relacionadas por las igualdades que se dan a continuacién. Gracias a ellas
conocida una de las tres razones de un angulo, podemos obtener las otras dos.

(sena)? + (cosa)? =1

sena .
=tga
cosa g
Demostracion:
C
2 4 2 (a)z N (6)2 a?+c% b2
sena cosa® = (— i PN S G
b b b b2 sz
a
T2 de Pitagoras
A c B sena a b
:—:—:tga a2+C2=b2
cosa b c

Se consideraran los siguientes ejemplos:

E 3: Sabiendo que cosa = 0,63, calcular s = sena y tga.

Solucion:
s2+(0,63)2=1 - s2=1-(0,63)> -»5=,/0,6031=0,777

t =277 _ 123
0,63

E 4: Sabiendo que tga = 2, calcular sena = sy cosa = c.

Solucién:
S s=2c
¢ =2
1 V5
20)24+c2=1 » 5¢2=1»c=— se=
s2+ct=1 V5
Luego:

2V5 5
sena = %_ = 0,894; cosa = g = 0,447
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RADIANES Y GRADOS.

Los estudiantes deben transformar grados, minutos y segundos en radianes y
viceversa.

Para la medicién en grados, se considera una division de la circunferencia en
360 partes iguales, cada una de las cuales mide un grado. Esta unidad se
subdivide en minutos y, cada minuto, en segundos, siguiendo un sistema de
numeracion en base 60.

Un radian es la medida de un dngulo cuyo arco es igual al radio. Si se considera
el radio de la circunferencia como unidad la longitud, la medida en radianes del
angulo coincide con la medida de la longitud del arco.

Se deduce que la medida en radianes del angulo correspondiente a una
circunferencia completa es igual a la longitud de la circunferencia de radio
unidad, es decir, 2.

Por lo tanto, para pasar de grados a radianes, o al revés, se puede utilizar la
férmula:

medida en radianes 2T

medida en grados 360

Se plantearan los ejercicios siguientes:

E 5: “Pasa de grados a radianes: 75°y 240 °”.

Solucion:

x_an _57‘[ p
75~ 360 P90 X T T

E 6: “Pasa de radianes a grados: n/3y 3n/4".

Solucion:
/2 2m;
3 _ —60°
360 luego x = 60
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USO DE LA CALCULADORA

Se trata de que los alumnos aprendan a usar la calculadora para calcular
razones trigonométricas, tanto en radianes como en grados sexagesimales.
Estos ejercicios serviran también para recordar a los alumnos los diferentes
tipos de redondeos y los errores que pueden arrastrar a lo largo de un
problema a causa de estos errores. Las calculadoras trabajan con un nimero
limitado de cifras, también nosotros realizamos redondeos, bien por
truncamiento, por exceso o por defecto. En cualquier caso, estos errores
afectan al resultado originando asi un resultado aproximado de la solucidn.

Obtencion de sen, cos y tg de un angulo.

Las calculadoras cientificas tienen las teclas sin |, cos , tg |,

correspondientes a las razones trigonometricas sen, cos, tg.
Si el angulo viene dado en grados, la calculadora debe estar en el “modo DEG”.
Si el &ngulo esta dado en radianes, la calculadora debe estar en el “modo RAD”.

Como pasar de grados, minutos y segundos a grados y viceversa.

La tecla permite introducir en la calculadora un angulo dado en grados,
minutos y segundos. La calculadora da automaticamente una expresion decimal
de la medida del angulo.

Para pasar de una expresion decimal de grados a grados, minutos y segundos
se utiliza la secuencia | |nv orm

Considerar los siguientes ejercicios:

E 7: “Calcular sen 42° 31' 58" .

(DEG) | &, | 42 31 58 m 0.676011878

E 8: “Calcular cosg z

(RAD) cos /3 m 0.5

Calculo de un angulo conocida una de sus razones trigonomeétricas.

E 9: Sitgo = 1,34, calcular o..

(DEG) 1,34 | NV || tg || = || 5326727334 | | v || o' | | = || 53°16727
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Calculo de una razon trigonométrica conocida otra:

E10: “Si sena =0,84, calcular tgo. ”.

(DEG) 0,84 | INV sen = 57,14011926 tg = 1,55

Después de haber resuelto ejercicios de razones trigonomeétricas y de manejo
de la calculadora, se pasara a resolver tridngulos comenzando por la
RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS. Tener en cuenta que, cuando
tenemos un tridngulo rectdngulo siempre conocemos un angulo, el recto.

Se mostrara a los alumnos la siguiente tabla:

ELEMENTOS
CONOCIDOS COMO SE CALCULA DE LADOS Y ANGULOS
Dos lados El tercer lado se calcula mediante el teorema de Pitagoras

El &ngulo que forman los dos lados conocidos se halla a partir de
una razén trigonométrica que los relaciona.

Otro lado se calcula mediante una razén trigonométrica que lo
Un lado relaciona con el lado y el angulo conocido.

Un angulo El otro dngulo agudo es el complementario del que conocemos

Se propondran los siguientes problemas, los cuales seran trabajados por
parejas. E1 PTR 2 sera entregado al profesor, para corregirlo y ser devuelto a los
alumnos con una correccion detallada de sus errores. De esta forma, se
pretende que los alumnos conozcan sus fallos y puedan solventarlos. Por otro
lado, el profesor puede incidir en aquellos conceptos que no han quedado
claros. El resto de los problemas seran corregidos por los alumnos en la
pizarra.

PTR 1: “Hallar la altura de un drbol sabiendo que proyecta una sombra de 7m
cuando los rayos del Sol forman un dngulo de 30° con la horizontal.”

Solucion:

h
sen 30° =7 .Luegoh=7-0,5=35m
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PTR 2: “Para saber a qué altura vuela un avion medimos los dngulos de elevacion
del avion desde el portal (55°) y desde la terraza (40°) de nuestra casa. Como ésta
tiene 15 pisos, su altura aproximada es de 48 m. ;A qué altura, aproximadamente,

vuela el avion?

_ 48m
=]
=)

Solucion:

Consideramos los siguientes tridngulos:

/)

Plantemos el sistema:

h — 48

tg 40°=

Rl

tg 55°=

0,839x =h —48

1,428 x =h

h-48
2 55°
D¢
x = 81,494 m

Luego, el avién vuelaa h = 81,494 - 1,428 = 116,373m.

PTR 3: “Hemos colocado un cable sobre un mdstil que lo sujeta como muestra la

figura. ;Cudnto miden el mdstil y el cable? ”.

“« : 20m

Planteamos el sistema:

tg 45°= h
9 X

h
20 —x

tg 30°=

Resolviendo el sistema, x = 7,416 my asi la altura del mdstil es h = 7,416 m.

h=1x

h=11,547-0,557x

Solucion:

45°

30°

20-x
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PTR 4: “La torre de Pisa tiene una inclinacion respecto de la vertical de 3° 11' y
una altura de 54m. Calcula el desplazamiento horizontal de la parte mds elevada
respecto de la base”.

Solucion:

3°11'= r
sen =2

x =0,055-54=2,998m

Después de los ejemplos de tridngulos rectdngulos, se considerara un tridngulo
cualquiera. Se trazarda una altura y asi se obtendran dos triangulos rectangulos
que se pueden resolver. ESTRATEGIA DE LA ALTURA.

Considerar los siguientes problemas:

Problema 9: “Un avién vuela entre dos ciudades, A y B, que distan 80 km. Las
visuales desde el avién a A y a B forman dngulos de 29° y 43° con la horizontal,
respectivamente. ;A qué altura estd el avion?”

Solucion:

B
Planteamos el sistema de ecuaciones:
N
h h = 0,554 x x = 50,135 km
tg29°= —
x \ h=74601-0932x ’
tg43°=
g 80 — x
J
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Resolviendo este sistema, tenemos que: h = 27,774 km

PEA 2: “Para hallar el ancho del rio procedemos asi: Nos situamos en A, a una
orilla del rio, y medimos el dngulo 53° bajo el cual se ve un drbol que estd frente a
nosotros, en la otra orilla. Nos alejamos 20 m de la orilla en direccién
perpendicular a ella y volvemos a medir el dngulo bajo el cual se ve el drbol, 32°.”

Solucion:
y
tg32°=
9 20+ x
y
tg53°==
9 X

El rio tiene una anchura de 17,776 m.

Se plantearan los siguientes problemas para que los resuelvan los alumnos
aplicando la estrategia de la altura. Después de enunciar el teorema del seno y
del coseno se volveran a resolver aplicando estos teoremas, y asi ver que estos
facilitan los calculos.

PRS 2: “Queremos ir con una lancha hasta un islote (I), pero antes nos gustaria
saber a qué distancia se encuentra el puerto deportivo (P). Para ello localizamos
algtin edificio del pueblo, por ejemplo, la iglesia (G), y medimos los dngulos IPG
(32°9) y PGI (549), y la distancia del puerto a la iglesia (800m). ;Cudnto dista el
dista el islote del puerto?.”

Solucién:

Trazamos la altura desde el vértice I, de esta forma, tenemos dos tridngulos rectdngulos
PMIy MGL.
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Considerar los siguientes tridngulos:

P X M 800-x

Planteamos el sistema:
tg 32°= h
g T

tg54°= 500 —x

Luego, x = 550,552 my h = 343,544m

Aplicamos el teorema de Pitdgoras al tridngulo rectdngulo PMI, para calcular PI.

(PN? = (x)? + (h)? - (PI)? = (550,552)? + (343,544)? — PI = 648,945 m

PRS 3: “Para medir la anchura de un lago nos situamos en la posiciéon P y
tomamos las medidas que aparecen en la siguiente figura. ;Cudl es la anchura del

lago?”

Solucion:

Trazamos la altura desde el vértice A, para obtener dos tridngulos rectdngulos.

PC =x
CB=175—«x
AC =y
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Aplicando las razones trigonométricas tenemos:

X
cos 58° = 583 - x = 149,967m

o_ Y _
sen58° = 583 -y =239997m

Teniendo en cuenta que CB = 25,033m, y considerando el tridngulo rectdngulo
ACB, podemos calcular AB.

(AB)? = (AC)? + (CB)? - (AB)? = (239,997)? + (25,033)2 > AB = 241,299m

Siempre podemos resolver un tridngulo cualquiera trazando la altura
adecuada, pero con el teorema del seno y del coseno estos calculos se
simplifican.

En este punto se enunciara el TEOREMA DEL SENO. Se demostrara una de las
igualdades y se dejara el resto como ejercicio para los alumnos (ver pag.18).

Los estudiantes resolveran de forma individual el problema PRS 2 aplicando el
teorema del seno. Se pretende con ello, que sean conscientes de la importancia
de este objeto matematico.

PRS 2. “Queremos ir con una lancha hasta un islote (I), pero antes nos gustaria
saber a qué distancia se encuentra el puerto deportivo (P). Para ello localizamos
algtin edificio del pueblo, por ejemplo, la iglesia (G), y medimos los dngulos IPG
(32°9) y PGI (549), y la distancia del puerto a la iglesia (800m). ;Cudnto dista el
dista el islote del puerto?.”

Solucion:

Sabiendo que IPG = 32° y IGP = 54°,
podemos calcular el valor del dngulo
PIG =94° (la suma de los dngulos de un
tridngulo es 180 °).

Aplicando el teorema del seno, podemos escribir:

PI PG PI 800

sen 54°  sen 94° - 0,809 - 0,997

- luego PI = 649,147m
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Se mostrara el siguiente cuadro, como resumen de casos para aplicar el
teorema del seno:

TRIANGULOS QUE SE PUEDEN RESOLVER CON EL T2 DEL SENO
DATOS INCOGNITAS
Dos angulos y un lado Otro lado
Dos lados y el &ngulo opuesto a uno de ellos Otro dngulo

Se propondran los siguientes problemas para practicar con el teorema del
seno:

PTS 1: “Un barco B pide socorro y se reciben sus sefiales en dos estaciones de
radio, Ay C, que distan entre si 50 km. Desde las estaciones se miden los siguientes

dngulos: BAC = 46°y BCA = 53°. ;A qué distancia de cada estacién se encuentra
el barco?”

Solucion: B
ofucton El dngulo ABC es igual a 81°.
¢ Aplicamos el teorema del seno:
53° =5 Y Ya
CB AC _
send6°  sen81° CB = 36,440km
AB AC _
416 81° = AB = 40,457k
A B sen53°  sen81° ’ m

PTS 2. “Tres amigos se sitiian en un campo de fiitbol. Entre Alberto y Berto hay 25
m, y entre Berto y Camilo 12 m. El dngulo formado en la esquina de Camilo es de
20°¢ Calcula la distancia entre Alberto y Camilo.”

Camil
amro Solucion:
20° 252 = 122 + b? — 2(12)(b)cos20°
b 12m = cos
b? — 22,55b — 481 = 0; luego b=35,93 m
Alberto 25m Berto
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Para introducir el teorema del coseno, se ird con los alumnos al aula de
informatica y se trabajara con GeoGebra.

P
Los alumnos dibujaran un tridngulo picando en el icono . Las condiciones
seran comenzar en el origen de coordenadas, (vértice A), marcar el siguiente
vértice en el eje de abcisas (B) y el tercer vértice sin limitaciones (C).

Picando sobre el icono d‘v podemos determinar el angulo en cada vértice.
Indicar a los alumnos que a la izquierda existe una leyenda con los puntos, las
longitudes de los lados, los &ngulos y el area de los poligonos que dibujemos.

T L W e

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
\ A
-
|

La) A ol

) i i
ista Algebraica b Vista Grafica A ) ]

e/
Punto

@ A=(0,0)
@ B=(2.54,0)
@ C=(1.18,276)

.

|

.".’
.
= |

ABC
7|

a=2
—
k)

<

|

@ c=2.54

-/ Triangulo

@ poligono1 = 3.51
- Angulo C 1
@ a=3028° 30.28
@ p=36.57° q
L0 v=113.15" 4

Entrada: 3]

Para calcular a?, b? y c?, se dibujara un cuadrado sobre cada lado del tridngulo.
Se hara notar a los alumnos que el drea de esos cuadrados coincide con esas
expresiones.

ESCI‘ibiI‘: | Entrada: areasuma=poligono3+poligonod 1@

de esta forma se define una nueva variable que calcula la suma b? + ¢?, asi se
podra comparar con a?.

Para dibujar esos cuadrados picar sobre , moverse de un extremo a otro
del lado en el sentido de las agujas del reloj e indicar el nimero de vértices del
poligono regular que se quiere dibujar.
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A
Picar sobre (Elige y mueve) y asi desplazar el vértice C para obtener un
triangulo rectangulo.

7 GeolGebra ‘ %

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

D = c B FEANEEE

b Vista Algebraica ¥ Vista Grafica
= Nimero

w0 areasuma=11.74
= Paligono

@ poligono2=11.74
@ poligono3 =6.45

@ poligoned =5.29

a=3.43 poligono2
b=2.3

c=254
d=343
h=254

=23

= Tridngulo

@ poligonod = 2,92
= Angulo

Mover de nuevo el vértice C para obtener un triangulo acutangulo.

7 GeaGebra ‘ - -
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

DR ol P NS

¥ Vista Algebraica =3 b Vista Grafica

- Poligono

@ poligono2 = 7.98
@ poligono3 = 6.45
@ poligonod = 6.1

2 poligono2
poligo

14

= Tridngulo
: @ poligono1 =292
= Angulo
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Por ultimo mover C hasta obtener un tridangulo obtusangulo.

Goe T NET TN L - W)

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
\‘ [od
* V|

] Al ol [l %4 > @

) 7] W
b Vista Algebraica # Vista Grafica
=/ Ndmero o] E

w0 areasuma=13.71
= Poligono

----- @ poligono2 =18.29
----- @ poligono3 = 6.45
----- @ poligonod =7.26
= Punto N
| ..... 2 A=(0,0)

----- @ B=(2.54,0)
| = S:gﬁe:t;)'g'z'm 3- poligono2 :
----- @ a=4.28
----- ¥ b=2.69 34.p5" q
..... 3 c=254 .

..... 7 d=428 .
..... 3 h=254 Y

|- P 1=2.60 poligonod 14

= Triangulo

L@ poligonol =3.23 \:@951" £
= Angulo T T . . o T T L
----- 9 a=34.05° - - ; :

----- 9 B=36.44° |
----- & y=109.51° 214

-
—y

|

*

e

A

° ABC

&l

a=1
i

xR

&l

|

Entrada:

3

Los alumnos seran conscientes de las relaciones:

e Tridngulo acutangulo: a® < b? + ¢?
e Tridngulo rectangulo: a? = b? + ¢? (Teorema de Pitagoras).
e Tridngulo obtusangulo: a? > b? + ¢?

Con la actividad de GeoGebra se pretende mostrar a los alumnos un programa
util para geometria. Aunque sea un contacto superficial, tiene como objetivo
mostrar diferentes y nuevas formas de trabajar las matematicas.

Por ultimo, se enunciara y demostrarad el TEOREMA DEL COSENO (ver pag.19).

Los alumnos volveran a resolver el problema PRS 3, utilizando el teorema del
coseno. Lo realizaran de forma individual y se corregira en la pizarra.

PRS 3: “Para medir la anchura de un lago nos situamos en la posicion P y
tomamos las medidas que aparecen en la siguiente figura. ;Cual es la anchura del
lago?”
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Solucién:

Aplicamos el teorema del coseno al tridngulo APB
AB? = AP? + PB* —2-AP - PB - cosAPB

AB? = (283)? + (175)% — 2(283)(175)(0,529)

AB =241,488 m

Igual que en el caso del teorema del seno se dard una tabla con casos para

aplicar el teorema del coseno:

TRIANGULOS QUE SE PUEDEN RESOLVER CON EL T2 DEL COSENO
DATOS INCOGNITAS
Los tres lados Cualquier angulo
Dos lados y el &ngulo opuesto a uno de ellos El otro lado
Dos lados y el angulo que forman El otro lado
Otro angulo (*)

(*) Este es el tinico caso en el que no basta aplicar uno de los teoremas; con el
teorema del coseno, calculamos el otro lado y, después, con el teorema de los

senos, se halla el angulo deseado.

Se propondran los siguientes problemas. Los alumnos trabajardn por parejas o
de forma individual (ver pag.13). Los problemas seran corregidos en la pizarra
por los alumnos, excepto el problema PTC 1 que sera entregado al profesor.

PTC 1. “Desde dos puestos de control, que distan entre si 8.400m, se detecta un
avién que sobrevuela la linea que une ambos puestos y dista 5.800m del primero y
4.500 del segundo. ;A qué altura vuela el avién?

Solucion:

A 8400 m
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Aplicando el teorema del coseno:

CB2 =AC?+AB2—-2-AC -AB - cosCAB
(4.500)2 = (5.800)2 + (8.400)%2 — 2 - (5.800) - (8.400) - cosCAB
cosCAB = 0,861 —» CAB =30°30729”

Teniendo en cuenta la definicién de seno, podemos escribir:

sen 30°30729"7=

£800 luego h = 2.944,444 m

PTC 2. “De un puerto salen simultdneamente dos barcos, con rumbos que difieren
en 33°y velocidades de 24 y 29 nudos, respectivamente. ;A qué distancia se
encontrardn, uno del otro, al cabo de 1 hora y 20 minutos?” (1 nudo = Imilla
marina/horay 1 milla = 1.853m).

Solucion:

Teniendo en cuenta que 1 nudo = 1 milla/hora; el barco

con velocidad 24 nudos recorrerd 24 millas en una hora,
c Iuego en 1h 20 min recorrerd 32 millas (=AB).
Andlogamente, el barco con velocidad 29 nudos,
recorrerd 29 millas en una hora, luego en 1h
20minrecorrerd 38,666 millas (=BC).

38,666 millas

Aplicamos el teorema del coseno:
32millas __ o
AC? = AB* + BC?> — 2+ AB - BC - cosABC

AC? = (32)% +(38,666)2 — 2+ (32) - (38,666) - cos33°

AC = 21,063 millas

Por ultimo, se planteardn problemas donde los alumnos tengan que elegir la
herramienta mas adecuada para resolverlos, y en los que hay que considerar
mas de un tridngulo. APLICACION DE LOS TEOREMAS DEL SENO Y DEL
COSENO

PA 1. “Queremos saber la distancia entre dos aldeas, X e Y, que vemos a lo lejos;
para ello, nos situamos sucesivamente en los puntos A y B que distan 300m, y
medimos los dngulos XBY (53°), YAB (62°), XBA (47°) y XAB (112°). ;Cudl es la
distancia entre X e Y?
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Solucion:

Consideramos el tridngulo ABX. Como conocemos los
Y dngulos XAB = 112° y XBA = 47° podemos saber
AXB = 21°.

Aplicando el teorema del seno, tenemos:
XE 7B
senXAB senAXB

62° 47° - XB=1776171m

A 300m B

Considerando ahora el tridngulo ABY, tenemos que los dngulos YAB = 62° y
ABY = 100° luego BYA = 18°.

Por el teorema del seno:

YB AB YB 300

— = > — = - > YB =857,183m
senYAB senAYB sen62 senl8

Por ultimo, aplicamos el teorema del coseno al tridngulo BYX.
XY? =XB?+YB?—-2-XB-YB-cosXBY -
XY? =(776,171)% + (857,183)%2 — 2-(776,171) - (857,183) - (0,601) —

XY =733,136m

Establece una duracién temporal aproximada.

SESION 1: Se propondran a los alumnos los problemas PCP 1 y PCP 2 para que
los resuelvan de forma individual. Se planteara el problema PRS 1 y se
definirdn las razones trigonométricas de un angulo agudo. Por ultimo, se
resolvera PRS 1 y se comentara el experimento de Eratdstenes.

SESION 2: Se veran que las razones trigonométricas no dependen del triangulo
elegido. Se propondra el ejercicio E1. A continuacidn, se definiran las razones
trigonométricas de un angulo obtuso y de un angulo cualquiera entre 0°y 360°.
Reduccidn al primer cuadrante. Se estableceran las relaciones trigonométricas
de un mismo angulo. Se plantearan los ejercicios E2, E3 y E4.

SESION 3: Los alumnos trabajaran por parejas en los ejercicios E5, E6, E7, E8,
E9 y E10. Estos ejercicios se corregiran en la misma sesién. No presentan
dificultad, solo se proponen para que los alumnos se familiaricen con la
calculadora y con los conceptos de radian y grado.
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SESION 4: Resolucién de triangulos rectangulos. Después de una pequefia
explicacion de como se resuelven triangulos rectangulos, se establecera una
sesion de trabajo por parejas donde los alumnos resolveran los problemas
PTR1, PTR2, PTR3 y PTR 4. El problema PTR 2 se recogera para corregirlo y
detectar posibles errores en los alumnos. Los problemas que no se terminen en
clase se dejaran como tarea para casa.

SESION 5: Se resolveran en la pizarra los problemas del dia anterior. La
correccion la realizaran los alumnos, solamente resolvera el profesor cuando
sea un problema general, que ningin alumno sepa resolver. El resto de la
sesidn se dedicara a resolver dudas de lo explicado hasta ahora y a incidir en
resultados que no hayan quedado claros totalmente.

SESION 6: Se explicard y desarrollara la estrategia de la altura. A modo de
ejemplo, se realizara PEA 1 en la pizarra. Los alumnos dedicaran el resto de la
sesidn a resolver los problemas PEA 2, PRS 2 y PRS 3. Los problemas PRS 2 y
PRS 3 tienen especial interés, ya que son los que se utilizaran para introducir
los teoremas del seno y del coseno.

SESION 7: Se corregira el problema PRS 2 y después se enunciara y demostrara
el teorema del seno. A continuacidn se volvera a resolver el problema PRS 2
utilizando este teorema.

SESION 8: Se mostrara la tabla de casos donde se puede aplicar el teorema del
seno. De forma individual, los alumnos plantearan y resolveran los problemas
PTS 1 y PTS 2. El problema PTS 1 se corregird en la pizarra y el PTS 2 se
entregara al profesor.

SESION 9: Se ira con los alumnos al aula de informatica para trabajar con
GeoGebra. Se enunciard y demostrara el teorema del coseno.

SESION 10: Se resolvera el problema PRS 3 utilizando el teorema del coseno. Se
mostrara la tabla de casos donde podemos aplicar el este teorema. Se
resolveran de forma individual los problemas PTC 1 y PTC 2. El PTC 1 se
entregara al profesor y el PTC 2 se corregira en la pizarra.

SESION 11: Por parejas los alumnos resolveran el problema PA 1. A
continuacioén se explicara y se ofrecera una solucion en la pizarra.

El resto de la sesion se dedicara a resolver dudas del tema y volver a explicar
aquellos conceptos que los alumnos no han asimilado de forma correcta.

SESION 12: En esta sesién los alumnos trabajardn sobre problemas
“mezclados”, donde tengan que averiguar el teorema que conviene en cada
situacion. Deberan analizar el problema y seleccionar la estrategia mas
adecuada para su resolucion.

SESION 13: Prueba escrita del tema. El profesor corregira esta prueba y sera

devuelta a los alumnos comentando los resultados de forma individual. No se
corregira en la pizarra.
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L.

Evaluacion.

1. Prueba escrita (de una duraciéon aproximada de una hora) que evalie el

aprendizaje realizado por los alumnos.

Al finalizar el tema los alumnos realizaran una prueba escrita de duracion
maxima una hora como la que sigue:

PRUEBA ESCRITA

. Enunciar y demostrar el teorema del coseno (2,5 puntos).

. Resolver el siguiente problema: “Un barco pide socorro y sus sefiales son

recibidas por dos puestos de salvamento A y B, que distan 40 km. La linea de
costa que une Ay B forman un dngulo de 42 ° con la visual desde A al barco y
un dngulo de 57° con la visual al barco desde B. Suponiendo que ambos

puestos dispongan de lanchas igualmente rdpidas, ;cudl debe salir en auxilio
del barco?” (2,5 puntos).

. Resolver: “Desde lo alto de un globo se observa un pueblo A con un dngulo de

50¢ y otro B, situado al otro lado y en linea recta, con un dngulo de 60 °
Sabiendo que el globo se encuentra a una distancia de 6 kilometros del pueblo
Ay a4 del pueblo B, calcula la distancia entre los pueblos Ay B.” (2,5 puntos).

. Resolver: “Para construir un teleférico necesitamos conocer la distancia entre

los puntos A y B de la montana. Para
ello, desde los lugares P y Q del valle
tomamos las medidas que se indican
en la figura. ;Cudnto distan los puntos
Ay B?” (2,5 puntos).

P 110° 35m Q

EVALUACION:

Problemal: Enunciar el teorema 1 punto. Desarrollar y expresar
correctamente la demostracion 1,5 puntos.

Problemas 2, 3y 4: Plantear el problema 1 punto. Resolverlo correctamente 1
punto. Detallar que resultados se han utilizado 0,5 puntos. Errores de cdlculo
tendrdn una penalizacion de 0,20 puntos. Se valorard el dibujo y la expresion
del proceso y de la solucion.

44



2. ¢(Qué aspectos del conocimiento de los alumnos sobre el objeto matematico se
pretende evaluar con cada una de las preguntas de dicha prueba?

El objetivo principal de este tema es ensefiar a los alumnos las herramientas
necesarias para la resolucion de tridngulos, debido a esto, el examen consta
fundamentalmente, de tres problemas, cuya resolucion se basa en considerar
distintos triangulos y aplicar los conocimientos que se han desarrollado.

La primera pregunta es una cuestion teodrica. Es importante que los alumnos
conozcan y comprendan la teoria para que la apliquen adecuadamente.
Ademas, al preguntar la demostracién se pretende comprobar la capacidad de
los alumnos para seguir una cadena de razonamientos justificando y explicando
de forma correcta la relacion entre los distintos pasos.

El propoésito de los problemas, es que los alumnos trasladen problemas de la
vida cotidiana al campo de las matematicas, que recojan los datos de los que
disponen, que seleccionen las herramientas que conocen para resolverlos y que
las apliquen correctamente. Una vez resueltos en el campo matematico,
devuelvan la soluciéon al problema original, analizando y valorando las
soluciones.

Para resolver el problema 2, los alumnos pueden aplicar el teorema del seno.
Los datos de los que disponen son dos dngulos y un lado. En este problema,
solo necesitan considerar un triangulo y aplicar inicamente un resultado.

El tercer problema pueden resolverlo aplicando el teorema del coseno. Deben
identificar los datos correctamente y aplicar el teorema. Al igual que en el
problema 2, solo necesitan considerar un tridngulo y aplicar un resultado.

Por ultimo, en el problema 4, deben considerar mas de un tridngulo y aplicar
varios teoremas.

En todos los casos, deben manejar correctamente la calculadora. Ademas, de
expresar de forma clara y adecuada los pasos seguidos y los resultados.

3. (Qué respuestas se esperan en cada una de las preguntas en funcién del
conocimiento de los alumnos?

Posiblemente, habra alumnos que la primera pregunta la respondan utilizando
la memoria en vez de el razonamiento deductivo. A pesar de esto, es
importante preguntar teoria en el examen. Al estudiarla, los alumnos han
tenido que hacer un esfuerzo de comprension, esencial en el ambito cientifico
al que se dirigen.

Se espera que los problemas 2 y 3 los resuelvan sin dificultad. Si identifican los

datos correctamente solo tienen que trasladar estos al teorema adecuado y
resolver las ecuaciones que obtengan.
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El problema 4 es mas complejo porque deben considerar mas de un triangulo y
aplicar mas de un resultado. Pero, en clase se resolvid6 uno semejante, si se
comprendié ese problema, los alumnos deben poder resolverlo sin dificultad.

En general, las dificultades de los alumnos estan en determinar los datos, tanto
de dngulos como de lados, correctamente y no en la aplicacién de los teoremas.
Los alumnos también pueden cometer fallos que no son especificos del tema,
como son la interpretacion de los datos, errores de calculo o resolver
errobneamente ecuaciones.

Criterios de calificacion.

Teniendo en cuenta el Curriculo Aragonés de Bachillerato (17/7/2008,
pags.14076-14078), ver anexo, se valora el expresar y trasferir problemas de
la vida cotidiana al campo matematico. Resolver estos problemas utilizando las
herramientas y conocimientos que nos ofrecen las matematicas y expresar las
soluciones nuevamente en el problema real. Se tiene en consideracion, el
razonamiento légico, tanto inductivo como deductivo caracteristico del
pensamiento matematico. Ademas, se valora el uso correcto de la calculadora
asi como la expresion de los procedimientos y resultados.

La calificaciéon de este tema vendra dada por la nota de la prueba escrita (80%
del total), por la ejecucidén de las tareas (10%) y la participacion activa en clase
(10%). La nota total contribuira a la nota global de la asignatura.

El objetivo de la evaluaciéon es conocer si los alumnos han asimilado los
conceptos de este tema, la manera de comprobarlo es la prueba escrita.

El trabajo debe estar recompensado y por eso la realizacion de las tareas tiene
una consecuencia en la nota. Se anotard en una agenda el seguimiento de las
tareas.

La participacién y el interés mostrado en clase son importantes. No solo se
trata de asistir a clase, sino de participar y colaborar en las sesiones mostrando
interés por aprender. Cada dia se anotaran observaciones y comentarios de los
alumnos.

Se trata de que sea una evaluacién formativa, luego se recogeran algunos
ejercicios que seran devueltos a los alumnos con un feedback de su trabajo. De
esta forma, se pueden solventar errores antes del examen, permitiendo asi un
correcto aprendizaje y no solo el superar la prueba.

A continuacién se muestra una posible solucion de la prueba escrita
especificando la puntuaciéon que se dard en cada parte de los ejercicios.
Cualquier otra soluciéon sera calificada positivamente, mientras los
razonamientos sean correctos.
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1. Teorema del coseno: (ver pag.19).

Enunciar el teorema se valorara con un maximo de 1 punto.

Trazar una altura y relacionarla con las razones trigonométricas 0,5 puntos.
Considerar dos triangulos rectangulos y aplicar Pitdgoras 0,75 puntos.
Indicar que debe repetirse el proceso para obtener el resto de relaciones 0,25

puntos.

2. Un barco pide socorro y sus sefiales son recibidas por dos puestos de
salvamento A y B, que distan 40 km. La linea de costa que une A y B forman un
dngulo de 42 ° con la visual desde A al barco y un dngulo de 57 ° con la visual
al barco desde B. Suponiendo que ambos puestos dispongan de lanchas
igualmente rdpidas, ;cudl debe salir en auxilio del barco?

Barco(C) Solucidn:
El dngulo Ces 180° — (42° + 57°) = 81°

B Aplicaremos el teorema del seno.
A 40 km

AB BC 40 BC
= - =
senC senA sen81° sen42°

— BC = 27,098 km

AB AC 40 b AC = 33,964 k
= - = d =
senC senB sen81° sen57° ’ m

Debe rescatar al barco el puesto de salvamento B.

Dibujar el tridngulo 0,5 puntos.

Calcular el &ngulo C 0,5 puntos.

Aplicar el teorema del seno 1 punto.

Concluir que debe rescatar al barco el puesto de salvamento B 0,5 puntos.

3. Desde lo alto de un globo se observa un pueblo A con un dngulo de 509 y otro
B, situado al otro lado y en linea recta, con un dngulo de 60 < Sabiendo que el
globo se encuentra a una distancia de 6 kilometros del pueblo A y a 4 del
pueblo B, calcula la distancia entre los pueblos A y B.

9

110°
6 km 4 km
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El dngulo debajo del globo es de 110° porque si trazamos una perpendicular desde el
globo al suelo, a la izquierda tendriamos 50 °y a la derecha 60 °

Aplicamos el teorema del coseno, porque el dngulo que conocemos es el que forman
los dos lados de los cuales tenemos su longitud.

(AB)? =62 +4%—2-4-6-cos110° > AB=827 km

Hacer el dibujo tendra una puntacién de 0,5 puntos.
Determinar el angulo C se calificara con 0,5 puntos.
Identificar los datos correctamente y aplicar el teorema del coseno 1,5 puntos.

4. Para construir un teleférico necesitamos conocer la distancia entre los puntos
Ay B de la montaria. Para ello, desde los lugares P y Q del valle tomamos las
medidas que se indican en la figura. ;Cudnto distan los puntos A y B?

Consideramos el tridngulo PAQ, el dngulo en A es 23 °
Por el teorema del seno:

PQ AP 35 AP

senZB"= sen95° - sen23°  sen95°

AP =89,23m

Consideramos ahora el tridngulo PBQ, asi el dngulo en Bes 17 °
Por el teorema del seno:

i - 35 PB PB = 95,60
= - = s =
senl7° sen53° senl7° sen53° HUm

Por ultimo, aplicamos el teorema del coseno al tridngulo APB.
AB? = PB? + AP> —2-PB-AP - cosP -

AB? = 95,60)2+ 89,23)2—2- 95,60) 89,23) cos589 -
AB = 89,78 m

Considerar el triangulo PAQ, y calcular el angulo en A 0,25 puntos. Aplicar el
teorema del seno a este triangulo 0,75 puntos.
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Analogamente, considerar el triangulo PBQ y calcular el angulo en B 0, 25
puntos. Aplicar el teorema del seno 0,75 puntos.
Finalmente aplicar el teorema del coseno al triangulo APB 0,5 puntos.
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