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1. Definicion y formas de definir una funcion
1.1. Definicion de funcion

Hemos oido hablar mucho de funciones, pero ;sabemos bien que son las funciones?.;y
para que se utilizan?. De esto trataremos este tema y el siguiente

Definicion: una funcion f, es una correspondencia o aplicacion entre un subconjunto de
nimeros reales (DeR) y los nimeros reales (R), de forma que a cada elemento “x”,
xe D le corresponde un tinico valor “y”.

Veamos esquematicamente la definicion:
f D >R
x 2 y=f(x)
Elementos de una funcion:
e Variable independiente: es la variable x
e Variable dependiente: es la variable y, se llama asi porque su valor depende de x.

e Dominio de una funcion, se denomina Dom(f) y estd formado por aquellos valores
de x (numeros reales) para los que existe la funcion.

¢ Imagen o recorrido de la funcion: se designa Im(f), a todos los valores de la variable
dependiente (y).

Ejemplo: y=f(x)=- Jx
Dom(f(x))=[0,2), ya que la raiz solo existe cuando el radical es positivo

Im(f(x))=(- ,0], que son los valores que toma la y:
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Ejercicio I: identificar funciones de las que no son

a)

1.5

-2
No es una funcioén porque para un mismo valor de x toma dos valores de y.
b)

v

-2

No es una funcion porque para algun valor de x toma dos y tres valores de y.

c)
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Si es funcion, pues a cada valor de x le corresponde un tnico valor de y.



d) x=y*=> No es una funcién, porque para cada valor de x le corresponde dos de y, por
ejemplo si x=4-> y=2, y=-2. Si despejamos la y tenemos dos funciones:

y=x; y=+x

©
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1.2. Formas de definir la funcion:
1.2.1. A partir de una representacion grafica

La representacion grafica nos muestra la relacion entre las variables “x” e “y” en los
ejes de coordenadas cartesianos, asi la grafica es el conjunto de todos los puntos

(x,y=f(x)).

Es una forma muy intuitiva de conocer el comportamiento de la funciéon, veamos un
. ~ .2
ejemplo, donde x=ano, y=precio/m
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1.2.2. A partir de expresion analitica

Es otra forma de conocer una funcion: es la relacion matematica entre las dos variables
en la que la variable dependiente (y) esta despejada. No siempre es posible de obtener la
expresion analitica de una funcion, por ejemplo la vista en el apartado anterior. La ex-
presion analitica suelen utilizarse en fisica, quimica, economia, etc.



A partir de la expresion analitica es posible de obtener la grafica, no siempre es cierta la
afirmacion en el otro sentido.

Veamos algiin ejemplo:

a) La posicidon en un movimiento uniformemente acelerado szso+vo.t+%at2. Por
ejemplo si sp=10m , vo=5m/s, a=-10m/s>=> s=10+5t-5t*>. Tendremos que la va-
riable independiente es el tiempo (t) y la dependiente el espacio (s):

S

—18

b) Factura del taxi: 1€por bajar la bandera y 0,4€/min—> p=1+0,4-t. Donde la va-
riable independiente es el tiempo y la dependiente el precio

precio] ¢

1.2.3. Mediante tabla de valores:

Aunque no es la forma deseada de conocer una funcidn, a veces esta viene dada por
tabla de valores, que son un conjunto de pares de valores (x,y) de la funcion.

Ejemplo: La siguiente tabla de valores muestra la evolucion del crecimiento de un bebé
durante los primeros meses de vida.

Meses 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Altura(cm) |51 |52 |54 |55 |58 |59 |61 |63 |66

Decimos que no es la mejor forma de conocer la funcion pues ;Qué altura tendrd cuan-
do ha pasado 8 meses y medio?.



Se puede obtener una grafica aproximada uniendo los puntos, aunque hay infinitas for-
mas de unir estos puntos, se suelen unir por rectas:
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1.2.4. Calculo del dominio de una funcion

Graficamente se ve claramente el dominio, ya que son los valores de x que toma la fun-
cion. Veamos el domino a partir de la expresion analitica. Recordemos que el dominio
son los valores de x donde existe la funcion. En las funciones para estudiar el dominio
tenemos que ver los siguientes casos:

a) Funciones con denominadores: los valores de x que anulan el denominador no

pertenecen al dominio (no se puede dividir entre cero)
2

Ejemplo: y=f(x)= 2x —>veamos los valores de x que anulan el denomina-

x* -1
dor: x*>-1=0 > x==* 1. Luego el dominio seran todos los reales menos =* 1
Dom(f(x))=R-{-1,1}=(-00,-1)u(-1,1)U(1,20)

b) Raices de indice par: el radicando debe de ser siempre positivo o cero, pues
no existen las raices con indice par con radicando negativo (por ejemplo y=

v—2). Para estudiar el dominio tenemos que resolver una inecuacion:

Ejemplo: y=g(x)=vx' —x :
x*-x)>0 > x-(x+1)(x-1)=0

Dom(g(x))=[-1,0]u[1,0)

c) Logaritmos: el argumento debe de ser positivo, ya que no hay ninguna poten-
cia tal que un numero positivo elevado a este sea negativo o cero. Al igual que
con las raices hay que resolver una inecuacion.

Ejemplo: y=h(x)=log(x+3)

x+3>0 2 x>-3 > Dom(h(x))=(-3,)



Ejercicio 2: estudiar el dominio de las siguientes funciones:

x(x—1)
x+2

2) y=f(x)=

b) y=g(x)=log(5)

0) y=hx)= [
XZ

x<3
d) y=ix)] —x+2 5<x<10
x? +1 x> 10

Solucion

a) Se tiene que cumplir:
- xT2#0 > -2¢ dom(f(x))

R Cnt
x+2 T

R
-2 0 1
Dom(f(x))=(-2,0]u[ 1 900)
b) Se tiene que cumplir:
- x-1#0 =2 le¢ dom(f(x))
. XS0
x-1
+ I - ; +
0 1

Dom(g(x))=(-e0,0)(1,20)

¢) Esuna raiz impar luego lo tnico que se tiene que cumplir es:
- x-3#20 2 dom(h(x))=R-{3}

d) La funcion no definida en [3,5] luego el dominio es:
Dom(i(x))=(-20,3 )U(5,0)



Ejercicio 3: Estudiar dominio de la funcion definida por la siguiente grafica:

Dom(f(x))=(-0,-2)U[0,2)

2. Continuidad y discontinuidad de una funcion

Definicion de continuidad: una funcion se dice continua en un punto cuando una pe-
quefia variacion de la variable independiente (x supone una pequefia variacion de la
variable dependiente (y). Graficamente ocurre cuando al trazar la grafica de la funcién
“no levantamos el boligrafo del papel”. En el tema 11 veremos una definicién mas pre-
cisa de la continuidad.

Definicion de discontinuidad: cuando una funcidén no es continua en un punto entonces
es discontinua en ese punto.

3. Monotonia: crecimiento y decrecimiento, puntos relativos
3.1 Monotonia: crecimiento y decrecimiento

Estudiar la monotonia de una funcién consiste en ver en los puntos del dominio donde
esta funcidn crece o decrece. Veamos matematicamente cuando una funcidén crece o
decrece en un punto y en un intervalo:

Definicion: una funcion f(x) es creciente en un punto X, si se cumple:
- Elvalor de la funcién infinitamente proximo y menor de xo cumple: f(x¢)>f( x¢)

- El valor de la funcion infinitamente proximo y mayor de x, cumple: f(x)<f( xXo')



f(x0)a
1{(x0)~|
f(x0")

-3

-4

Definicion: una funcidn es creciente en un intervalo (a,b) si se cumple que es creciente

en todos los puntos del intervalo, tal que para todo x;,xpe(a,b) tal que
X1<x,2f(x1)<f(x,)

Definicion: una funcion f(x) es decreciente en un punto X, si se cumple:

- El valor de la funcién infinitamente préximo y menor de xo cumple: f(x¢)<f( x¢)

- Elvalor de la funcién infinitamente préximo y mayor de xo cumple: f(x0)>f( o)

4

v
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-2

-3

-4

Definicion: una funcién es decreciente en un intervalo (a,b) si se cumple que es decre-

ciente en todos los puntos del intervalo, tal que para todo xi,x;e(a,b) tal que
X1<x2f(x1)>1(x,)

3.2 Puntos relativos

Definicion: un punto relativo a f(x) es un punto perteneciente a la funcion en donde
dicha funcidn ni crece ni decrece, puede ser de dos tipos:

a) Madximo relativo: en un entorno proximo al punto por la izquierda la funcion cre-
ce y en un entorno por la derecha la funcion decrece:
f(xo)>f(x0) y f(x0)>f(x0")



b) Minimo relativo: en un entorno proximo al punto por la izquierda la funcién de-
crece y en un entorno por la derecha la funcion crece

f(xo)<f(x0) y f(xo)<f(xo")

maximo

. minimo 1

NN

Ejemplo: estudiar ayudandote de la calculadora si en los puntos x=-3,-2,-1,0 la fun-
cion f(x)= 3x*+4x>-12x* es creciente, decreciente, maximo minimo relativo

a) x=-3 2> f(-3)=27,
f(-3)=f(3,001)=27,14
f(-3")=1(-2.99)=25,57
f(-3)<f(-3)<f(-3))> en x= -3 la funcidn decrece

b) x=-2-> f(-2)=-32

f(-2)=f(-2,001)=-31.99

f(-2")=£(-1.99)=-31.99

f(-2>f(-2) y f(2)>f(-2)=> en x=-2 minimo relativo m(-2,-32)
¢) x=-1- f(-1)=-13

f(-1)=f(-1,001)=-13.02

f(-1")=£(-0.99)=-12.76

f(-17)>f(-1)>f(-1)=> en x=-1 la funcién crece
d) x=0-> f(0)=0

£(0)=£(-0,001)=-1.2:10"

f(0M)=£(0.001)=-1.2-10"

f(0")<f(0) y £(0)<f(0)=> en x=0 Maximo relativo M(0,0)



Ejercicio 3: estudiar la monotonia y los puntos relativos de la funcion f(x)=3x"+4x’-
12x” cuya gréafica es:

Creciente: (-2,0)U(1,0)
Decreciente: (-o0,-2)(0,1)
Puntos relativos:
- Méximos: M(0,0)
- Minimos: m;(-2,f(-2))=(-2,-32), my(1,f(1))=(1,-5)

4. Curvatura de una funcion, concavidad, convexidad y punto de in-
flexion.

La curvatura se centra en el estudio de la forma de la funcidn, asi en un punto puede

ocurrir que la funcion sea:

- Concava: si dibujamos la recta tangente en el punto se cumple que la recta por
debajo de la funcion. Tiene forma de U

- Convexa: si dibujamos la recta tangente en el punto se cumple que la recta por
encima de la funcion. Tiene forma de M

- Punto de Inflexion: cuando pasa de concava a convexa o al revés.

Ejemplo: estudiar la curvatura de la siguiente funcion f(x)=x"*-2x’

v




Concavidad: (-00,0)U(1,0)
Convexidad: (0,1)
Puntos de inflexion: P;(0,0), P»(1,-1)

5. Simetria y Periodicidad

5.1 Simetria

La simetria de una funcion se refiere al comportamiento de la funcién con respecto al
origen y al eje OY. Atendiendo a esto tenemos que la funcion puede ser:

a) Simétrica par o respecto el eje OY: la funcidon se comporta igual a la izquierda y
derecha del eje OY, es como si este fuera un espejo. Se cumple f(x)=f(-x)

b) Simetria impar o respecto del origen: la parte izquierda del eje OY de la grafica
es equivalente al de la derecha pero cambiando de signo. Se cumple -f(x)=f(-x)

¢) No simétrica cuando no es par ni impar:

Ejemplo: estudiar la simetria de las siguientes funciones
a) f(x)=x’-4
b) g(x)=x’-x

¢) h(x)=x>-6x+3

a) f(-x)=(-x)*-4=x’-4=f(x)-> simetria par o respecto eje OY
b) g(-x)=(-x)*-(-x)=-x’+x=-g(x)>simetria impar o respecto el origen

¢) h(x)=(-x)*-6(-x)+3=x"+6x+3#h(x) y h(-x)# h(x)




b)
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Ejercicio 4: Decir si las siguientes funciones son simétricas o no, en caso afirmativo
indica el tipo de simetria:

2) £
b) f(0=
0) fx)—
d) (0=

x21

25x

2X2+3

221

_ (033w _ —(P-3%)
a) f(-x)= 2(-x)2-1  2x2-1

—f(x) = Simetria Impar

b) f(-x)=— o 53x) = f(x) = Simetria Par

+(2x*—
+(2x 2+3)
3 f(x)

&) fx)—5=2 # )

¢) f(-x)=———=—= = f(x) = Simetria Par

- No simetria



Conclusion funciones racionales:

a) Si numerador y denominador los dos simétricos con misma simetria, la funcion tiene
simetria par

b) Si numerador y denominador los dos simétricos con distinta simetria, la funcion tiene
simetria impar.

¢) Si o bien numerador o bien denominador no simétricos la funcidn no tiene simetria.
5.2 Periodicidad

Definicion: una funcion f(x) es periodica cuando su comportamiento se repite cada vez
que la x aumenta o disminuye un cierto intervalo. El minimo intervalo en el que se repi-
te la funcion se llama periodo (T).

Matematicamente: f(x+n-T)=f(x) con ne N
Ejemplo: f(x)=sen(x) (en radianes) = f(x)=f(x+n-27)
T=2'm

20 —15 -18 -5 5 19 15 24
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Ejercicio 5: calcular el periodo y el valor de la funcion cuando x=17, 40.5,69.5

20

12

-15

a) El periodo es T=2s

b) resto(17:2)=12>17=1+2-8 > {(17)=f(1)=0
resto(40.5:2)=0,5 240=2-20+0.5 - (40.5)=f(0.5)=12
resto(69.5:2)=1.5 2 69.5=1.5+2-34 > 1(69.5)=f(1.5)=-15



6. Tendencias, asintotas

Las tendencias de una funcion consiste en el estudio del comportamiento de la funcion,
cuando la variable independiente (x) tiende a +o y -0,

Definicion: una asintota es una recta a la que la funcion se acerca infinitamente sin lle-
gar a ella. Podemos distinguir entre las siguientes asintotas:

e Vertical: La recta es de la forma x=a, con lo que es una recta paralela al eje
OY. Ocurre cuando se anula el denominador de una funcién

® Horizontal: la recta es de la forma y=b, con lo que la recta es paralela al eje
OX. Ocurre cuando al tender a x +o y -0, la funcion tiende al valor b.

® Oblicua: larecta es de la forma y=mx-+n.

2x? =3

2
X

Ejemplo: Estudiar asintotas y dibujar la grafica de f(x)=
a) Asintota vertical x=2, x=-2:
f(21)=£(2,0001)=1,3-10" tiende a oo, f(2)=f(1.9999)=-1,2-10" luego tiende a-oo
f(-2)=f(-2,0001)=1,3-10" tiende oo, f(-2")=£(-1.9999)=1,2-10" luego tiende -oo
2 —_—
b) Asintota horizontal f(9999)=2, f(-9999) =2 lim 2)62 P

x—oteo x4 4

=22 y=2
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Ejercicio 6: Estudiar asintotas y dibujar la grafica de f(x)=

Tiene asintota vertical en x=-1.

f(-1)=f(-1,0001)=2-10" tiende a oo; f(-1")=f(-0.9999)=-2-10" tiende a -oo
Veamos cuando x—>+o0

si X200 £(9999)=9998 y si x2>-0 £{(-9999) =-1000

La funcioén tiende a +oo si X200 y a -0 si x=2>-00. Pero viendo los resultados podemos
ver que crece de forma lineal, de tal manera que a la x le hace corresponder en el limite
un valor de y una unidad menor que x. Esta funcion tiene asintota oblicua y=x-1

46
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Nota: en el tema 11 veremos una forma mas matematica de calcular las asintotas a par-
tir de los limites.

7. Composicion de funciones

Definicion: sean f(x) y g(x) dos funciones reales con variable real, se llama funcién
compuesta de f con g, y se denota como fo g, a la funcion definida de la siguiente forma:

(fo g)(x)=11g(x)]

Veamos graficamente el resultado de la composicion

g f
R » R » R
X > o(X) > fg(x)]
| fog 4

La composicion por lo general no cumple la propiedad conmutativa, es decir:

(fog)(x) # (g° H(X)

Ejemplo: sean las siguientes funciones f(x)=x>-2x+1, g(x)=sen(x), h(x)=e*. Calcular
a) (fog)(x) > (fo@)(x)=flg(x)]=sen’(x)-2:sen(x)+1
b) (goN(x) > (g° HE)=glf(x)]=sen(x*-2x+1)
¢) (foh)(x) >(foh)(x)=flh(x)]=e**-2¢*+1
Ejercicio 7. Calcular las siguientes composiciones (tomar f, g y h del ejemplo)
a) (hof)(x) >(hoN(x)=h[f(x)]-e* 2+
b) (goh)(x) >(g°h)(x)=g[h(x)]=sen(e")
¢) (hog)(x) > (heg)(x)=h[g(x)]=e*""

2@



8. Funcion inversa
8.1 Definicion de inversa

Definicion: Sea una funcion f(x) inyectiva (para cada valor de y s6lo un valor de x), la
.y . 1 .7
funcién inversa, que se denota como f(x), es una funcion que cumple:

(Fo£1)(x)= (F' o H(x)=i(x)=x

Veamos graficamente el significado de la inversa:

Dom(f(x) Im(f(x)

Procedimiento para el calculo de la inversa de y=f(x). Pasos
1) Cambiar y por x =2 x=f(y)
2) Despejar y en funcion de x
3) y=f'()

Ejemplo: Ff(x)Zﬁ

_y
D e

2) x(yth=y D y(l-)=x >y = =
3) ==

X

Comprobacion: (fo f)(x)= ;r;xi =T

1-x

|r-
HI|><
b

Il

=

i
B

- f()=122 > tl(1/2)=1
- f2)=2/3 > £1(©2/3)=2

Ejercicio 8. Calcular la inversa de las siguientes funciones: a) f(x)=3x-1, b)g(x)=¢"

Solucién :
a) f' ()=

b) g (x)=In(x)



8.2. Graficas funciones inversas

Las graficas de toda funcién f(x) y de su inversa '(x) son simétricas respecto a la recta
y=X.

Veamos algunos ejemplos:

g(x)=e* y g’ (x)=In(x)

f)="7 ¥ £'(0=

X
—-X

e . —4

‘. . . -6




Ejercicios finales
Ejercicio 9. Determina el dominio de las siguientes funciones:
a. f(x) =Vx2—4x+3
b g(x) = x3-3x

x2-100
-2

¢ h(X) - x3+42x2+x
X+3

d i(x) =In(o)

Solucion
a) Al ser una raiz de indice par x*-4x+3>0:
X2-4x+3=0 > x=3 y x=1

- | _ o

Dom(f(x))=(-o0,1]U[3,0)

b) Al tener denominador se debe de cumplir que este no se anule.
x>-100#£0 = x#£10. Dom(g(x))=R-{10,-10}

¢) Tenemos que la funcion es una raiz cuadrada, luego el radical ha de ser positivo o
cero, por otro lado el denominador no puede ser nulo:
X +H2xx=x(x+1)*=0 > x=0, x=-1.

+ | "‘ [ -

Dom(h(x))=(-o0,-1)U(-1,0)

d) La funcidn es un logaritmo, luego el argumento ha de ser positivo, ademas el deno-

minador no puede ser cero:

x+3
= > 0yx#1

+ | - . +

Dom(i(x))=(-20,-3)u(1,20)



Ejercicio 10. Estudia la simetria de las siguientes funciones:
a) f(x)=x-7x

b) h(x)=x6-2x4-5

¢) i(x)=x3+2x-3

d)gx) =

Solucion

x3-3x%
xX2-100

a) f(-x)=-x"+7x=-f(x) > simetria impar
b) h(-x)=x6-2x4-5=h(x) =>simetria par
¢) i(-x)=-x3-2x-3#i(X),-1(X)=> no simétrica

—x3+43x _ x3-3x _
x2-100  x2-100

d) g(-x)= —g(x)—> simetria impar

Ejercicio 11: Estudia las asintotas de las siguientes funciones

a) f(x) =

x%-3

x3-3x
x2-100

b) g(x)=

Solucion

x3

a) Asintotas verticales: donde se anula el denominador >x*-100=0>x=+10

Asintota x=-10, veamos si cuando x se¢ acerca a -10 tiende a mas o menos infinito:
x>-10" f(-10)=f(-10,0001)=-4.85-10° luego y—>-oo
x>-10" f(-10")=£(-9.9999)= 4.85-10° luego y>+x

Asintota x=10, veamos si cuando X se acerca a 10 tiende a mas o menos infinito:
x>10" f(107)=(10,0001)=4.85-10" luego y>
x>10" f(10)=£(9.9999)= -4.85-10° luego y—=>-oo
Asintotas horizontales y oblicuas:

Veamos hacia qué valor tiende la funcion cuando x—>+o0

Si x200: (9999)=9999 tiende a +oo pero de tal forma que y=x

Si x2>-00: (-9999) =-9999 tiende a -oo pero de la forma y=x

Luego la asintota es oblicua y=x
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b) Asintotas verticales: donde se anula el denominador > x’=0->x=0

Asintota x=0, veamos si cuando X se acerca a 0 tiende a mas o menos infinito:

x>0 f(0)=£(-0,0001)=3-10"% luego y>oo
x>0 f(-10M=f(0.00001)= -3-10"* luego y>-

Asintotas horizontales y oblicuas:

Veamos hacia qué valor tiende la funcion cuando x>+o0
Si x>00: (9999)=0.0001 tiende a0 .

Si x2-00: 1(-9999) =-0.00001 tiende a 0.

Luego la asintota es horizontal y=0

Ejercicio 12: Dibuja la gréafica de la funcion que cumple

a) Asintota vertical en x=-2

b) Creciente en (-4,-2)U(-2,0)U(3,0) y decreciente en (-00,-4)(0,3)
¢) Minimo en (-4,1) y (3,-2). Méaximo en (0,0)

d) forma U en intervalo (-0,-2)U(1,0) y forma de M en (-2,1)

e) Punto de inflexién en (1,-1)

=
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Ejercicio 13: idem problema 10:

a)

Simetria par

Asintotas verticales en x=-2 y x=2. Asintota horizontal y=0
Decreciente en (-0,-2)[1(-2,0) y creciente en (0,2)[1(2,00)
Minimo en (0,1)

¢Como es la curvatura?
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Ejercicio 14: Idem problema 10:

a)
b)
c)
d)
e)
f)

Simetria impar

Asintotas verticales en x=-1 y x=1. Asintota oblicua y=x

Creciente en (-0,-1.7)U(1.7,0) y decreciente en (-1.7,-1)u(-1,1)u(1,1.7)
Minimo en (1.7, 2.6) y maximo en (-1.7,-2.6)

Punto de inflexion en en (0,0)

(Como es la curvatura?






