Problemas de optimizacion

12) La produccién de cierta hortaliza en un invernadero (Q(x) en Kg) depende de la
temperatura x (°C) segun la expresion Q(x) = (x + 1)2(32 — x).

a) Calcula razonadamente cual es la temperatura 6ptima a mantener en el invernadero.

b) ;Qué produccion de hortaliza se obtendria?

Solucion

a) Temperatura éptima 212C
b) Produccién de 5324 Kg

22) Una empresa de telefonia quiere lanzar al mercado una oferta de tarifa plana de internet. Se
ha realizado un estudio que determina que si la tarifa fuera de 36 € podrian conseguirse 4800
contratos. Sin embargo, por cada euro menos en la tarifa, el nimero de contratos previsto
anteriormente se incrementaria en 150. Se pide:

a) Expresar el ingreso total previsto en funcion del descuento x.

b) ;Cual deberia ser la tarifa para que la empresa obtuviera el ingreso maximo?. ;Cual es éste y
con cuantos abonados se conseguiria?. Justificar que el ingreso realmente obtenido es maximo.

Solucion

a)I(x) = (36 —x) - (4800 + 150x), siendo x el descuento en la tarifa.
b) La tarifa deberia ser de 34 €, el ingreso maximo 173400 € y se consigue con 5100 clientes.

39) El coste de fabricacion en euros de x unidades de un articulo viene dado por la funcién
f(x) = x — 24/x + 20.

a) ¢;Cual es la funcion que determina el precio unitario?

b) ;Para qué produccion resulta minimo el coste unitario?. ;Cuanto vale éste?. Justifica que es
un minimo

Solucion
x—2/x+20

a)C(x) = .
b) Minimo en 400 unidades y coste minimo de 19/20 = 0,95 euros.

42) El precio de coste de una unidad de un cierto producto es de 120 €. Si se vende a 150 € la
unidad, lo compran 500 clientes. Por cada 10 € de aumento en el precio de venta, las ventas
disminuyen en 20 clientes.

a) Halla una férmula que describa el beneficio.

b) Calcula a qué precio p por unidad hemos de vender el producto para obtener un beneficio
maximo.

c) En el caso anterior, encuentra el nimero de unidades que se venden y calcula el beneficio
maximo.

Resolucidon

a) p = precio de venta;

— 150
B(p) = p - nunidades — 120 - nunidades = (p — 120) - (500 - 20 (p 10 ))

B(p) = (p —120) - (500 — 2 - (p — 150)) = (p — 120) - (—2p + 800) = —2p? + 040p — 96000
b) Maximo: p = 260 €
c) Se venden 280 unidades y el beneficio es de 39200 €

52) Disponemos de 200 m de tela metalica. Halla las dimensiones del campo rectangular de
mayor area posible que se puede cercar con dicha tela.

62) Queremos construir dos placas cuadradas con dos materiales distintos cada una de ellas a
razén de 2 y 3 euros el cm? respectivamente . Si queremos que el perimetro total de las placas
sea de 1 m, halla sus dimensiones para que el coste sea minimo.



79) En un campo se quiere limitar una parcela de 864 m*por medio de una valla rectangular y
ademas dividirla en dos partes iguales por medio de otra valla paralela a uno de los lados.
Determina las dimensiones de la parcela para que la longitud total de la valla empleada sea
minima.
Resolucion
Sean x e y las dimensiones de la parcela rectangular.
minimizar P(x,y) = 2x + 3y funcién objetivo

s.a x -y =864 restriccion

: L 864 . L, .
Despejando de la restricciéon tenemos: y = ~ [1] y sustituyendo en la funcién objetivo:

Planteamiento del problema:

2592 . ; . .
P(x) =2x + % que es la funcién perimetro dependiente de una sola variable

Buscamos el maximo de la funcién P (x):

eoN o 2592 oo 2592
P'(x)=2 = P(X)—()(:)Z—xz

2 )

S x=+v1296=36m e y=24m
(1]
Comprobamos que, efectivamente, el valor x = 36 es minimo de la funcién perimetro P(x):
P'"(x) = 5124 ; P"(36) >0 Minimoenx = 36
Las dimensiones de la parcela rectangular de 864 m? de 4rea que minimizan la longitud total de valla
empleada son 36 metros por 24 metros.

82) Se quiere vallar un campo rectangular que esta junto a un camino. Si la valla del lado del
camino cuesta 80€/m y la de los otros lados 10€/m, halla el area del mayor campo rectangular
que puede cercarse con 28800 €.

Resolucion
Sea x la longitud del lado de la valla que estd junto al camino e y la longitud del lado perpendicular.
maximizar A(x,y) =x-y funcion objetivo

s.a 80x + 30y = 28800 restricciéon

2880—-8x
3

Planteamiento del problema:

Despejando de la restriccion tenemos: y = [1] y sustituyendo en la funcién objetivo:

A(X) - x- 288(;—836 —

Buscamos el maximo de la funcién A(x):

§ - (2880x — 8x?) que es la funcién area dependiente de una sola variable.

A’(x)=§-(2880—16x) s A'(x) =0 < 2880 —16x = 0 @x=%=180m e y=480m

[1]
Comprobamos que, efectivamente, el valor x = 180 es maximo de la funcién area A(x):
A"(x) =3+ (~16) ; A"(180) = — 22 < 0 Maximo en x = 180

El 4rea del mayor campo rectangular que puede cercarse con 28800 € es A =180-480=86400m?, y
sus dimensiones son 180 m por 480 m.

92) Un alambre de longitud 3 m de divide en dos partes. Con la primera se construye un
cuadrado y con la segunda una circunferencia. Determina c6mo debe dividirse el alambre para
que la suma de las areas de las figuras que se forman sea minima.

Resolucion
Sea x la longitud de uno de los trozos e y la del otro.

El lado del cuadrado construido con x metros de alambre es % ysuarea A,(x) = %ze

La longitud de la circunferencia de radio r construida con y metros de alambre es 2nr = y.

Despejando de esta ultima igualdad, obtenemos el radio del circulo r = _zyn en funcién de y; su area
2
4 — 2 y _ 1 5
serd, portanto A,(y) =nr* =m (_27:) =Y



La suma de las areas de las figuras construidas es A(x,y) = A;(x) + A,(y) = ixz + ﬁyz

1 1
) minimizar A(x,y) = —x?+—y? funcién objetivo
Planteamiento del problema: *,y) 16 anY f J

s.a x+y=3 restriccion

Despejando de la restriccidon tenemos: y =3 —x [1] y sustituyendo en la funcién objetivo:
Alx) = 1—16x2 + ﬁ (3 —x)? que es la funcién area dependiente de una sola variable.
Buscamos el minimo de la funcién A(x):

) =2x =23 —x): A'(x) = lr=2L(3- =12
A(x)—sx 271(3 x); AA(x)=0 @BX—ZH(B x)(z)x-m%m

_ 12 s .
Comprobamos que, efectivamente, el valor x = —, €S minimo de la funcion area A(x):

11 12 11 . 12
A'(x)==+—; A"(—) =-+4-—>0 Minimoenx = —m
8 2T m+4 8 2T T+4

Sustituyendo en [1] obtenemos y = % m

Los trozos en los que hay que dividir el alambre, para que la suma de las areas de las figuras que se

(. . 12 3T
forman sea minima, miden x = —y = 1,68 metros ey = — = 1,32 metros.

102) Una ventana normanda esta formada por un rectangulo cuya parte superior se ha
sustituido por un triangulo isésceles cuya altura es 3/8 de la longitud de la base. Queremos,

ademas, que el perimetro de la ventana sea 30 cm. Calcula las dimensiones de la ventana para
que el flujo de luz sea maximo.

112) Una hoja de papel rectangular debe contener 18 cm?de texto impreso. Los margenes,
superior e inferior y derecho e izquierdo, deben ser de 2 cm y 1 cm respectivamente. Halla las
dimensiones de la hoja para que el gasto de papel sea minimo.

122) Lanzamos al mercado una nueva bebida y la presentamos en latas cilindricas de medio
litro de capacidad. ;Cuales son las dimensiones de la lata mas econémica ?.

Resolucion

Sear el radio de la base del cilindro y h su altura.

La lata mas econémica, de volumen 500 cm?, serd la que tiene 4rea total minima.
minimizar Ar(r,h) = 2nr? + 2nrh funcién objetivo

s.a mr*h =500 restriccién

500

Despejando de la restriccion tenemos: h = — [1] y sustituyendo en la funcién objetivo:

Planteamiento del problema

Ar(r) =2mr? + @ que es la funcion area total dependiente de la variable 7.

Buscamos el maximo de la funcion A (r):

i 1000 ’ 1000 3250 20
= - —; =0 e = Sr= /— =5
A (r) = 4nr w0 Ar (r)=0 47r = r —cm y h 7 M

———

(1]

, 3 [250 o s
Comprobamos que, efectivamente, el valor r = —— es minimo de la funcion area A (r):

[25 . [25
Ar"(r) = 4m + 2220 ; A" (3 2—n0> > 0 Minimoenr = %
3250

Las dimensiones de la lata mas econdémica son las del cilindro de radio de la base r = /T = 4,301

20
Yan

cmyaltura h = = 8,603 cm

132) Halla las dimensiones del rectangulo de area maxima inscrito en un semicirculo de radio
r=2 cm.



142) Aprovechando como hipotenusa una valla de V200 m de longitud, se desea acotar una
superficie triangular de darea maxima. ; Qué medidas deberan tener los otros dos lados ?.

Solucion
10 metros cada uno

152) Halla las dimensiones de una piscina de base cuadrada de 200 m3 de capacidad de forma
que el coste del revestimiento sea minimo.

Resolucion

Sea x la longitud del lado de la base cuadrada e y la altura de la piscina.

El coste del revestimiento es minimo cuando el area total de la piscina también lo sea.

. minimizar Ar(x,y) = x* + 4x uncion objetivo
Planteamiento del problema: r( 2 ») Y f. .y J
s.a x“-y =200 restriccion

: C 200 . . .
Despejando de la restricciéon tenemos: y = gy [1] y sustituyendo en la funcién objetivo:

Ar(x) = x* + Bxﬂ que es la funcién area dependiente de una sola variable.

Buscamos el maximo de la funcién A (x):

Ar'()=2x -3 A/ () =0 ©2x="3 ©x=3200=2Y50m e y=350m
(1]

Comprobamos que, efectivamente, el valor x = 23/50 es minimo de la funcién area Ay (x):

A"(x) =2+ g; A7"(23/50) > 0 Minimo en x = 23/50

3

Las dimensiones de la piscina de 200 m?3 de capacidad y coste del revestimiento minimo deben ser: la
base, un cuadrado de 23/50 = 7,386 metros de lado ylaalturay = V50 = 3,684 metros.

162) Un jardinero debe construir un parterre en forma de sector circular con perimetro 20 m. ;
Cual sera el radio que debe tomar si quiere que el area encerrada sea maxima ?. ; Cudl sera la
amplitud en radianes ?.

Resolucion

Sea r el radio, en metros, del sector circular y a la amplitud en grados sexagesimales.

y . nria ./ .
maximizar A(r,a) = —— funcién objetivo

360
nra

Planteamiento del problema:
s.a 2r + To0 = 20 restriccion

360(10-7)

p_— [1] y sustituyendo en la funcién objetivo:

Despejando de la restricciéon tenemos: a =

A(r) = 10r —r? que es la funcién 4rea dependiente de una sola variable.
Buscamos el maximo de la funcion A(x):

Ax)=10-2r ; Ax)=0=10-2r=0<r=5m y a:? grados

(1]
Comprobamos que, efectivamente, el valor r = 5 es maximo de la funcién area A(r):
A'"(r)=-2; A”(5) = -2 <0 Maximoenr =5
El radio del sector circular de area maxima y perimetro 20 metros debe tener radio r = 5 metros y
amplitud @ = 2 radianes.

172) Una persona se encuentra en la orilla de un rio de 50 m de ancho my quiere alcanzar un
punto de la otra orilla situado 200 m rio abajo. Su velocidad por tierra es 6 Km/h y por el agua
de 2 Km/h. ;Qué distancia debe recorrer por la orilla para alcanzar su objetivo lo antes posible
? (Nota: las orillas se suponen rectas y paralelas)

182) El coste de un marco para una ventana rectangular es de 50 euros por cada metro de lado
vertical y de 25 euros por cada metro de lado horizontal. Se desea construir una ventana de
superficie igual a 2m?. Calciilense sus dimensiones (largo y alto) para que el marco sea lo mas

4



barato posible. Calciilese el precio minimo del marco de dicha ventana.
Selectividad: Madrid Septiembre 2010 Opcion A Fase General

192) Se desea fabricar un acuario con base cuadrada y sin tapa, de capacidad 500 dm3. La base
y las paredes del acuario han de estar realizadas en cristal. ;Cudles deben ser sus medidas para

minimizar la superficie total del cristal empleado?
Selectividad: Madrid Septiembre 2008 Opcion A

202) Una empresa ha decidido mejorar su seguridad instalando 9 alarmas. Un especialista en el
tema seiala que dada la estructura de la empresa s6lo puede optar por dos tipos de alarmas, de
tipo A o de tipo B; ademas, afirma que la seguridad de la empresa se puede expresar como el
producto entre el niimero de alarmas de tipo A instaladas y el cuadrado del namero de alarmas
instaladas de tipo B. ;Cuantas alarmas de cada tipo se deben instalar en la empresa para
maximizar su seguridad? Explicar los pasos seguidos para obtener la respuesta.

Solucidon
3 alarmas tipo Ay 6 alarmas tipo B





