Aplicaciones de la derivada.

Representaciéon de funciones

ACTIVIDADES

1. Dibuja la gréfica de una funcion creciente en (—oo, —2] U (4, o] y decreciente en el resto.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

2. Dibuja la grafica de una funcién con dos maximos y un minimo y cinco puntos de corte
conlosejesXeY.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

-

3. Dibuja la grafica de f(x) = x2. A partir de ella, encuentra los intervalos de crecimiento
y decrecimiento de estas.

a) fx) = x —1)? c) fX) = x2+ 1
b) fx) = (x + 2)? d) fx) =x*—3
y
11
ERmn

f(x) = x? decrece en (-, 0) y crece en (0, +0o).

a) fl)=(x-1)

En este caso se trata de una traslacidn de la funcidn original una unidad a la derecha, el intervalo de
decrecimiento en este caso sera (-, 1) y el de crecimiento sera (1, +x).
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b) fix)=(x+2)*

En este caso se trata de una traslacion de la funcién original dos unidades a la izquierda, por lo que el intervalo
de decrecimiento sera (—oo, —2) y el de crecimiento sera (-2, +).

c) fix)=x>+1

Esta funcidn es el resultado de trasladar una unidad hacia arriba la funcidn original, por lo que el intervalo de
decrecimiento en este caso sera (-, 0) y el de crecimiento sera (0, +©).

d) fixy=x>-3

En este caso, como en el apartado anterior, se produce una traslacién en vertical de tres unidades hacia abajo,
con lo que el intervalo de decrecimiento en este caso serd (—, 0) y el de crecimiento sera (0, +).

4. Estudia el crecimiento y el decrecimiento de las funciones.
a) fix) =2x>+4x —3 b) f() = —x>+ 6x+2
a) Laderivadaes F(X)=4X+4 y Ax +4=0—x=—1.
Vemos que 4X +4<0— X €(—o0,—1) — En este intervalo la funcion decrece.
4X4+4>0— X € (-1, +00) — En este intervalo la funcidn crece.
b) Laderivadaes f'(X)=—2x+6 y —2x+6=0—x=3. Vemos que:
—2X+6>0— X €(—00, 3) — En este intervalo la funcién crece.

—2X+6<0— X €(3,+00) — En este intervalo la funcion decrece.

5. Encuentra los maximos y los minimos de estas funciones.
a) f(x) = x® —3x? b) f(x) = 2x® — 3x* — 36x + 1
a) Suderivada es f(X)=3x>—6x=3Xx(X—2), queseanulaenx=0yx=2.
Es creciente a la izquierda de 0 y decreciente a la derecha — Maximo en (0, 0).
Es decreciente a la izquierda de 2 y creciente a la derecha — Minimo en (2, —4).
b) Suderivada es f(X)=6x>—6x —36=6(x —=3)(x +2) yseanulaenx=3yx=-2.
Es creciente a la izquierda de —2 y decreciente a la derecha — Maximo en (-2, 45).

Es decreciente a la izquierda de 3 y creciente a la derecha — Minimo en (0, —80).

6. Encuentra los maximos y los minimos de estas funciones utilizando la segunda derivada.

a) fx) = x*—4x*+2 c) f(x) = x>+ 9x
b) f0) =x*—3x2+7 d) f00) = 2x3+ 9x% — 4x

a) Su primera derivada es f/(x)=4x® —8x = 4x(x? —2) = 4x(x —/2)(x £/2), que esigual a0 enx=0,x=—~2 y

X=A2.

Su segunda derivada es (X)=12x> —8=4(3x —2).
Parax= —2: f(—v2)=4B(—2) =2)=46—-2)=16>0 — Minimo en x = —/2.

Parax=+2: f"(\/§)24(3(\/§)2 —2) =46-2)=16>0 — Minimoenx= 2.

Parax=0: f(0)=43(0° -2 =40-2)=—-8<0 — Méaximo en x =0.
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b) Su primera derivada es (X)=3x"+6X=3x(x—2), que esigualalenx=0yx =2.
Su segunda derivada es I (X)=6x+6=6(x—1.
Parax=0:  (0)=60—-1)=—6<0 — Maximo en x =0.

Parax=2:T(Q=62-0)=6>0 — Minimoen x = 2.
c¢) Suprimera derivada es f(X)=2X+9, que esiguala O en x =%9 .

Su segunda derivada es " (X)=2.

_—9]:2>O — Minimoenx = _—9.

Para x = _—9:2‘"
2 2

—9++105 VX = -9 —+/105

d) Su primera derivada es (X)=6x? +18X —4 que se anula para x = 2 2

Su segunda derivada es f(x)=12x+18 .

Para x:_9+ 105 : f"[f‘?+ 105 >0 — Minimo enxzﬂ.
6 6 6
Para x = 7976 105 : f"[_9_6 105]<0 — Maximo enX:ﬁ.

7. Considera la siguiente funcién racional.

X2

f(X):X+1

Estudia su crecimiento y encuentra sus maximos y minimos.

2 2 2 2
Su primera derivada es f,(X):zx(x+1)2—x _ 2 +2x2—x _X +22(:x(x+§).
x+1 x+1 X+ x+1

Vemos que es una funcién racional cuyo denominador es siempre positivo, asi que estudiamos el signo del
numerador.

X(X+2)>0— X e(—o00,—2)U(0, +o0) . Por tanto, en estos intervalos la funcién es creciente.
X(X+2)<0— x e(=2,0). Por tanto, en este intervalo la funcion es decreciente.

g X(X +2 .
Para calcular los valores de x tales que (x)=0, hacemos x+2) 0, que es equivalente en este caso a calcular

X+

X(X+2)=0. Esta ecuacién se cumpleenx =0y x = —2.
Su segunda derivada es:

@2X 4+ 2)(X + 1 =2X(X + 2(x +1) _ @X+2(X+N—2X(X +2) 2

) — _
< x4+ x+10° x+1°
Parax=0: f"(0)= 2 =2>0 — Minimoenx=0.
0+
Parax=-2: f"(-2)= 2 =-2<0 — Maximo en x =—2.
(—2+7°
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3. Decide dénde son concavas y donde son convexas estas funciones.
XZ
X241

a fM=7¢—x2—x+2 b) fix) =

a) Analizamos el signo de f “(x):
fx)=21x*-2x-1 f (x)=42x-2

Buscamos los puntos donde f “(x) se anula, que son los posibles puntos de inflexidn:

. 1
=42x-2=0—> X =—
fN=42x-220— x=
Analizamos el signo de f “(x) a la izquierda y a |la derecha de % :
Para x <% :f7(0) = =2 <0 — f(x) es convexa.

Para x >% :f7(1) =26 >0 — f{x) es cOncava.

b

-

Analizamos el signo de f “(x):

. 2X . 2(1-3x2)
fx)= )= 2
(x2 +1)° (x*+1)°

Buscamos los puntos donde f “(x) se anula, que son los posibles puntos de inflexion:

2
o203 o w_. V3
(x2+1) 3
Analizamos el signo de f “(x) en X<f§, f§<x<§ y §<X:

Ne

Para x < 7?3 :f7(—=2) <0 — f{x) es convexa.

A

Para 3 <X <? :f7(0) >0 — f{x) es cdncava.

V3

Para 3 <x:f”(2) <0 — fix) es cOncava.

9. Halla los intervalos de concavidad y convexidad de las siguientes funciones, y comprueba
el resultado graficamente.

a) f)=—x2—x+4 b) f(x) = —x — 5x?
a) fx)=-2x-1 frx)=-2
f”(x) <0 para todo valor de x, por tanto es siembre convexa.
Y
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b) f'(x)=-1-10x f (x)=-10
f”(x) <0 para todo valor de x, por tanto es siembre convexa.
Y
‘|__
TN X

10. Dibuja la grafica de una funciéon siempre creciente que no tenga asintotas.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

/

/

11. Dibuja la grafica de una funcién siempre decreciente que tenga una asintota vertical y otra
horizontal.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

bel ot _dododaaaf-cpbab -t -

= e el

12. Dibuja la grafica de una funcion siempre positiva con un maximo en (4, 6).

Respuesta abierta. Por ejemplo:
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13. Dibuja la grafica de una funcion cuyo dominio sea [—5, 5], pase por el origen y tal que xlin]5 f(x) = oo
y lim 0 =~

Respuesta abierta. Por ejemplo:

14. Representa graficamente una funcion que cumpla todas las condiciones que se describen a
continuacion.

= Su dominio es R — {3}.

= Corta a los ejes en el punto (0, 0).

= Tiene una asintota vertical en el punto x = 3 y una horizontal de altura y = 1.
= Es siempre decreciente.

= Es convexa en (—oo, 3) y céncava en (3, +).

= No tiene puntos de inflexion.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

_____ -t

15. Representa graficamente una funcion que cumpla todas las condiciones que se describen
a continuacion.

= Su dominio es R.

= Corta al eje X en el punto (—2, 0) y al eje Y en el punto (0, 1).
= Tiene dos asintotas horizontales,y = 3ey = —2.

= Es siempre creciente.

= Es cOncava en (—oo, 1) y convexa en (1, +).

= Tiene un punto de inflexién en (—1, 0).

No existe una funcidn cdncava en (-, 1) y convexa en (1, +o0) con un punto de inflexién en x = —1; el punto de
inflexion deberia estar en x = 1.
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16. Dibuja la grafica de una funcion cuyo dominio es R, que pasa por (—2, —1) y (2, 3), es creciente
en (—oo, 0], decreciente en (0, «) y tiene un maximo en (0, 6).

Respuesta abierta. Por ejemplo:

17. Dibuja la grafica de una funcién con dominio R, cuyos puntos de corte son (0, 4) y (6, 0), y tal que
lim f(x) = wy){i[nf(x) = —oo,

X— —oo

Respuesta abierta. Por ejemplo:

YA
\ 7
1 \
+ + :X
18. Representa graficamente estas funciones.
a) f) =x2—3x2+2 b) fix) = x* — 3x% + 2x
a) y. b) y.
3 R
+ +1
TN X i X
[ | AV /
1] ']
19. Representa graficamente estas funciones.
a) f(x) = x® — 4x b) f(x) = x® — 6x
a) Y I b) y
N b
L4 | . I
1 x i / 3
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20. Determina cuantas y cuales son las asintotas de estas funciones.

3% X2
X—2 DY 100 =2

a) fix) =
a) = Asintotas verticales:

. . 3X . , .
El denominador se anula en x = 2: //nz—2 =00 — ftiene una asintota vertical en x = 2.
X—. X_

= Asintotas horizontales:

Como grado(3x) = grado(x — 2) — Existe asintota horizontal en y =k, donde k = lim 3—)(2 =3 —y=3.

Xooo X
= Asintotas oblicuas:
No existe asintota oblicua porque grado(3x) = grado(x — 2) = 1.
b) = Asintotas verticales:

El denominador se anula en x =+1:

2

lim 2 =07 ftiene una asintota vertical en x = 1.
X— —

) 2
Jim =0 ftiene una asintota vertical en x = 1.

= Asintotas horizontales:

2

Como grado(x?) = grado(x* — 1) — Existe asintota horizontal en y = k, donde k = /im —

3o X2 —1

=1—-y=1

= Asintotas oblicuas:

No existe asintota oblicua porque grado(x?) = grado(x> — 1) = 1.

21. Determina las asintotas oblicuas de las siguientes funciones.

X2 X
a) fx) = b) fix) = x +
) f(X) P ) () " x
2 2
a) m=lim ™ _ i X jim ZX =1-m=1
Xoooo X xmo X(X 4T o X4 X
) ) NI X xT =X X
n= lim[f(x)—mx]= lim|-— — x| = lim|——=|= lim——=-1-n=—1
X—00 Xx=oo| X +1 X—00 X +1 x—o0 X 41
Por lo tanto la asintota oblicuaesy =x — 1.
X+ al
A 2 B
b) m=lim X _jim 2 2=x _ gy SX=XT 32X g
X—oo X X—00 X X—=o X(2—X) x=x2—X

n= lm[f(x)—mx]= lim

X—00

Xx+=2__x
2—X

:/im[ilz_pn:q
2-x

X—00

Por tanto, la asintota oblicuaesy =x—1.
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22. Representa la funcion f(x) = x+4 .
2x—3
Y T
1A
En=NEY
L
X+ 4

23. Representa la funcion f(x) = x — x—3

~
N
| | S | |
N 4
N
=
N

SABER HACER
24. Estudia el crecimiento y el decrecimiento de f (x).
X2+ 2x six<—2

Foq) = 1+i2 six>—2
X

Analizamos el dominio de f(x) para saber donde puede haber discontinuidades:
Domf =R —{0}
Analizamos el signo de f'(x):

—% Six>-2

2X+2 Six<=2
f(x)=

Tenemos que ver donde se anula f (x). Para ello analizamos dénde se anulan cada una de las partes que la
componen:

2X+2=0— X =1

2 0 ] — En x =-1f"(x) no toma el valor de la primera funcidn. Por tanto, f ‘(x) nunca se anula.
-z
X3

Analizamos el signode f'(x) six<-2, -2<x<0 yx>0:
Para x <—-2: f(-3) <0 — f(x) es decreciente.
Para —2<x <0:f’(-1) >0 — f(x) es creciente.

Para x> 0: f (1) <0 — f(x) es decreciente.
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25. La funcién g(x) = 100 + 5x + x2 proporciona el gasto en euros de una empresa para fabricar x unidades.
Si cada unidad tiene un precio de venta de 30 €, calcula la funcion beneficio y cuantas unidades hay que
producir para que sea maximo.

Para empezar, si se entiende que la empresa gana 30 € por cada unidad, el ingreso vendra dado por f(x) = 30x,
mientras que el gasto sera g(x).

Por lo tanto, el beneficio sera b(x)=f(x)— g(x)=30x —100 —5x — x? = 25x — x> —100 .

Primero se calcula b'(x)=25—-2x y se observa que el candidato a méximo o minimo es x = % .

. 25 -
Se calcula ahora b”(x)=—2 y se ve entonces que X = > es un maximo.

Como % = 1,25 no es un numero entero, se mira el valor de b(12) y b(13) y, siendo el beneficio b(12) =(13) =56,

se concluye que para maximizar el beneficio se deben fabricar 12 o 13 unidades.

26. Halla el valor de a para que en x = 2 haya un minimo para f(x) = x2 + ax + a.

Se calcula la derivada de la funcién f(x)=2x +a y se impone la condicion de que f(2) = 0:
2.2+a=0—a=-4, asi que el candidato serd a = —4.
Se comprueba que es un minimo mirando que la segunda derivada es positiva:

f'(X)=2—f"(2)=2>0.Con a=-4,x=-2 es un minimo.

27. Averigua como son las funciones cuya derivada se representa con una recta de pendiente 3.

Se sabe que la derivada de la funcidn es una recta con pendiente 3, por lo que serd de la forma f(X)=3x+n.

La funcion sera de la forma f(x)=ax® 4 bx +c, pues su derivada es f(x)=2ax+b.
Se tiene entonces que 28=3 —a= g ,¥ b=n, por lo que las funciones que cumplan las condiciones del

. , iy 3
enunciado tendrdn como ecuacién: f(x)= E)(2 +nX+C con n,cCeR

28. Halla la ecuacion de la parabola cuyo vértice es (3, —8), sabiendo que corta al eje Y en (0, 1).
Una parabola tendra como ecuacion f(x)=ax? + bx + ¢, y como pasa por el (0, 1), al sustituir, se obtiene ¢ = 1.
Al ser el punto (3, —8) el vértice de la parabola:
*Esunpuntodeella— a3’ +b3+1=-8
= Serd un maximo o un minimo global - f'(3)=0— 6a+b=0.

a32+b3+1_—8} 9a+3b=-1

—93-18a=-9—a=1b=-6
6a+b=0 b=—-6a

Por tanto, f(x)=x?—6x+1.
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29. Representa la derivada de f(x) = x> — x>+ x — 2.

fx)=3x2=-2x+1

30. Estudia la concavidad y la convexidad de la funcién.

X2+2x six<-—2
f(x) =

1 .
1+? SI X=>=-—-2

Analizamos el dominio de f(x) para saber donde puede haber discontinuidades:

Domf=R—{0}

2X+2 Six<-2 2 Ssix<-=2
f(x)= f (x)=
) —% Six>-2 ¥ % Six>-2

Tenemos que ver donde se anula f “(x). En este caso, f(x)= 0 para cualquier x, por tanto, analizamos el signo de
fr()six<-2, -2<x<0yx>0:

Parax<-2:f” >0 — f(x) es cOncava.
Para —2<x <0:f"(—1) >0 — f{x) es cdncava.

Para x >0: f'(1) > 0 — f(x) es concava.

31. Estudia la concavidad o convexidad en los puntos x = —1,x =1yx = 2.

Y
|
\
1 /\\
\L X
\
|

En x = -1 la funcién es cdncava.
En x =1 la funcioén tiene un punto de inflexién.

En x = 2 la funcion es convexa.
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— X% . . . . .
tiene asintotas horizontales y estudia su posicion.

. . .. 2
32. Determina si la funcion f(x) =

2
lim 22_)(1 =—1— ftiene una asintota horizontalen y =-1.
X—00 X —

Para determinar la situacion de la grafica respecto de la asintota por la derecha, se dan valores muy grandes a x, y
se estudia su valor:

2
2—(1 OZOO) _2-1000000 _ 999998 _ 0,999998 > 1
(1000)* =1 1000000 -1 999999

Para x=1000: f(1000) =

Por la derecha, la grafica esta situada por encima de la asintota.
Para determinar la situacion de la grafica respecto de la asintota por la izquierda, se dan valores muy pequefios a
X, y se estudia su valor:

2
2- (1000 _ ~999998 _ ) 90008 4
(~1000° —1 999999

Para x =—=1000: 7(—1000)=

Por la izquierda, la grafica esta situada por encima de la asintota.

. . . X3 . ..
33. Calcula las asintotas horizontales de la funcion f(x) = —————— Y estudia su posicion.
2x° + 3X° + 2
) X3 1 . , . 1
im ——————=—— ftiene una asintota horizontal en y = 5

1o 2% +3x2 42 2
Para determinar la situacion de la grafica respecto de la asintota por la derecha, se dan valores muy grandes a x, y
se estudia su valor:

3
3(1 000) _ _ 1000000000 _ 0,49925... < 1
2(1000)” +3(1000)° +2 2003000002 2

Para x =1000: f(1000) =

Por la derecha, la grafica esta situada por debajo de la asintota.
Para determinar la situacion de la grafica respecto de la asintota por la izquierda, se dan valores muy pequefios a
X, y se estudia su valor:

3
(3—1 000) i _ 1000000000 _ 0,5007...> 1
2(=1000)" 4+ 3(—=1000)* +2 1996999998 2

Para x =—=1000: f(—1000)=

Por la izquierda, la grafica esta situada por encima de la asintota.

. . . A X+1 . . . . c .
34. Determina si la funcion f(x) = Y —a tiene asintotas verticales y estudia su posicion.
Las asintotas verticales aparecen cuando el denominador vale 0. En este caso:
X —4=(X+2)(x-2)=0—x=+2

X+ . , .
lim T oo — Tiene una asintota vertical en x = 2.

XHZXZ — A

2

X+ . , .
//m2 + 2 = oo — Tiene una asintota vertical en x = -2.
X—=2 X —

Para determinar la situacion de la grafica respecto de la asintota x = -2 por la izquierda, se dan valores muy
cercanos a —2 por la izquierda a x, y se estudia su valor:

—20141 6 im f0 = —oo

Parax=-2,01: f(-2,0)= ———
(2,002 —4 X2

Para determinar la situacion de la grafica respecto de la asintota x =—2 por la derecha, se dan valores muy
cercanos a —2por la derecha a x, y se estudia su valor:
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—199+1 >0— lim f(X)=+o0

Parax=-1,99: f(-1,99) = ———
(—1,997 — 4 X2

Para determinar la situacion de la grafica respecto de la asintota x = 2 por la izquierda, se dan valores muy
cercanos a 2por la izquierda a x, y se estudia su valor:

L9416, fim f(x) = —oo

Parax=1,99: f(1,99) = ———
(1,99 — 4 x=2

Para determinar la situacion de la grafica respecto de la asintota x = 2 por la derecha, se dan valores muy
cercanos a 2 por la derecha a x, y se estudia su valor:

2,014+1

Parax=2,01: f(2,0) = ———
(2,010 -4

>0— //'nzv_ f(X) =400

. . - 3x—2 . —
35. Calcula las asintotas verticales de la funcion f(x) = —x—6 y estudia su posicion.

Las asintotas verticales aparecen cuando el denominador vale 0. En este caso:
X2 —X—-6=X+2)(x—-3)=0— x=-2,x=3 — Tiene dos asintotas verticales.

. 3x—-2
=2 X2 X6

= 0o — Tiene asintota vertical en x = —2.

. 3X-2
fim

—— = _— 00— Tiene asintota vertical en x = 3.
=3 xr_x—6

Para determinar la situacion de la grafica respecto de la asintota x = =2 por la izquierda, se dan valores muy
cercanos a —2 por la izquierda a x, y se estudia su valor:

3(=2,01)— 2 <0— lim f(x)=—-o00

Parax=-2,01: f(-2,0)= ——"—~ —
(=2,01* +2,01—6 X—=2"

Para determinar la situacion de la grafica respecto de la asintota x = —2 por la derecha, se dan valores muy
cercanos a —2 por la derecha a x, y se estudia su valor:

S92 6 im fx)= 400

Parax=-1,99: f(-1,99)= —————
(=199 +1,99 -6 P s

Para determinar la situacion de la grafica respecto de la asintota x = 3 por la izquierda, se dan valores muy
cercanos a 3 por la izquierda a x, y se estudia su valor:

3(2,99)—2

Parax=2,99: f(2,99) = —— "~~~ —
(2,99 = 2,99 -6

<0— /in37 f(X)=—o0

X—
Para determinar la situacidn de la grafica respecto de la asintota x = 3 por la derecha, se dan valores muy
cercanos a 3 por la derecha a x, y se estudia su valor:

3(3,00) -2

Parax=3,01: f3,0) = ——————
(3,01 =3,01-6

>0— /I'n;f(X):Jroo

ACTIVIDADES FINALES
36. Decide si estas funciones crecen o decrecen en los puntos que se indican.
a) fX) = —2x° + 3x? — x + 1 en x =1
b)f&):% en x = —2
c) fx) =2+ 3Inx — 8 en x =4
d) fx) = 2x + 3vx enx=9

529



Aplicaciones de la derivada. Representacion de funciones

a) f'(x)=—6x>+6x—1

f'(1)=—1< 0— Lafuncion es decreciente en x = 1.
b) fl) = @x —=3)x—2x"=3x+1) _ 2% —x —1
x? X2

f'(-=2)= % >0 — Lafuncidn es creciente en x = -2.

Q 1('(><):2X-|n2—|—i
X

3
f'{4) =16 In 2+ — > 0 —Lafuncion es creciente en x = 4.
&) F)=2+——
20x

. 5 - .
f'(9) = E >0 —La funcién es creciente en x = 9.

37. Di si las siguientes funciones crecen o decrecen en los puntos que se indican.

a) fX) = senx enxX =mn
b) fix) = sen x +tg x enx =20

1+ senx T
c) f()()fﬁ el’]ng
d) f(x) = sen? x + cos? x enx =0

a) f'(xX)=cos x —f'(m) =coS *=—-1<0— La funcién decrece en x = .
b) f(x)=cos x +1+1tg°x — f(0)=cos 0+ 1+1tg 0=2>0 — La funcidn crece en x = 0.

(x2 - 1)cos X —2x(sen x +1)

fx)= >
° T

— f[g] <0 — La funcién decrece en x :% .

d) f(x)=sen’x +cos’x =1 ¥x € R — Funcidn constante en todo su dominio y no crece ni decrece en x = 0.

38. Indica los intervalos de crecimiento y decrecimiento de estas funciones. {Existe algiin maximo

0 minimo?

a) ) =x2—4x + 1 d) f(x) = —3x — x?
b) fx) =—x*+4 e) fX) =x2—6x+5
c) f(x) = 2x* — 8x f) ) =3x2—2x

a) f(X)=2x—-4—1f(x)=0 cuando x = 2.
En (-0, 2) f (x) <0 — f(x) es decreciente en este intervalo.
En (2, +) f (x) > 0 — f(x) es creciente en este intervalo.
Por tanto, x =2 es un minimo.

b) f(xX)=-2x —=f(x)=0 cuando x=0.
En (-0, 0) f (x) > 0 — f(x) es creciente en este intervalo.
En (0, +oo) f (x) <0 — f(x) es decreciente en este intervalo.

Por tanto, x =0 es un maximo.
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c) f(X)=4x-8—f(X)=0 cuando x =2.
En (—oo, 2) f'(x) <0 — f(x) es decreciente en este intervalo.
En (2, +0) f (x) > 0 — f(x) es creciente en este intervalo.

Por tanto, x =2 es un minimo.

d) f(X)=-3-2x —f(x)=0 cuando X:—%.

En [—oo, —g] f'(x) >0 — f(x) es creciente en este intervalo.

En [72 +oo| f'(x) <0 — f(x) es decreciente en este intervalo.

Por tanto, x = —g es un maximo.
e) f(x)=2x—-6—1f(x)=0 cuando x =3.
En (—oo, 3) f'(x) <0 — f(x) es decreciente en este intervalo.

En (3, +) f (x) > 0 — f(x) es creciente en este intervalo.

Por tanto, x = 3 es un minimo.

f) f(x)=6x-2—1f(x)=0 cuando X:%.

En [foo,% f’(x) <0 — f{x) es decreciente en este intervalo.

En [% + 00| f'(x) >0 — f(x) es creciente en este intervalo.

1 ..
Por tanto, X:§ es un minimo.

39. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones, y encuentra
los posibles maximos o0 minimos.

a) fx) = x°—6x%+ 9x + 1 d) f() = 2x*+3x2—36x + 8
b) f(x) = x* —3x2—9x + 1 e) () =2x°+3x2+6x—12
c) f(x) = x®—3x

a) f(x)=3x*>-12x+9—f'(x)=0 cuando x =1y x = 3. Divide el dominio en 3 intervalos.
En (-0, 1) f(x) > 0 — f(x) es creciente en este intervalo.
En (1, 3) f'(x) <0 — f(x) es decreciente en este intervalo.
En (3, +©) f (x) > 0 — f(x) es creciente en este intervalo.
En x =1 tiene un madximo y en x =3 un minimo.
b) f(x)=3x>—6x—-9—f(x)=0 cuando x =—1y x = 3. Divide el dominio en 3 intervalos.
En (—oo, —1) f (x) > 0 — f(x) es creciente en este intervalo.
En (-1, 3) f'(x) <0 — f(x) es decreciente en este intervalo.
En (3, +©) f (x) > 0 — f(x) es creciente en este intervalo.

En x =—1 tiene un maximo y en x = 3 un minimo.
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c) f(x)=3x*-3—=f'(x)=0cuando x = +1.
En (—oo, —=1) f(x) > 0 — f(x) es creciente en este intervalo.
En (-1, 1) f'(x) <0 — f(x) es decreciente en este intervalo.
En (1, +oo) f (x) > 0 — f(x) es creciente en este intervalo.
En x = —1 tiene un maximo y en x =1 un minimo.

d) f(x)=6x*+6x-36—f(x)=0cuandox=2yx=-3.
En (-0, =3) f(x) > 0 — f(x) es creciente en este intervalo.
En (-3, 2) f'(x) <0 — f(x) es decreciente en este intervalo.
En (2, +) f (x) > 0 — f(x) es creciente en este intervalo.
En x = —3 tiene un maximo, y en x =2 un minimo.

e) f(X)=6x"+6x+6>0—-f(x)>0WeR

La funcidn es creciente en todo su dominio y no tiene maximos ni minimos.

40. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de estas funciones.

4
a) f(x) = x* — 4x b) f(x) = 9x* — 2x° — 6x? C) f()():%fx3f3xz+é d) f(x) = x* —2x2

a) f(x)=4x*-4—f(x)=0 cuando x =1.
En (-0, 1) f (x) <0 — f(x) es decreciente en este intervalo.

En (1, +oo) f (x) > 0 — f(x) es creciente en este intervalo.

b) f(x)=36x>—6x*—12x —f(x)=0 cuandox =0, x = ~% y X= %
En [foo, f% f’(x) <0 — f(x) es decreciente en este intervalo.
En [—% OJ f’(x) >0 — f(x) es creciente en este intervalo.
En [O% f’(x) <0 — f(x) es decreciente en este intervalo.

2 . .
En [5, + oo] es creciente en este intervalo.

c) F(x)=3x*-3x"—6x—f(x)=0 cuandox=0,x=-1yx=2.
En (—oo, —1) f (x) <0 — f(x) es decreciente en este intervalo.
En (-1, 0) f'(x) > 0 — f(x) es creciente en este intervalo.

En (0, 2) f'(x) <0 — f(x) es decreciente en este intervalo.
En (2, +0) f (x) > 0 — f(x) es creciente en este intervalo.

d) F(xX)=ax(x+Nx -1 —f(x)=0 cuandox=0,x=-1yx=1.
En (-0, —1) f(x) <0 — f(x) es decreciente en este intervalo.
En (-1, 0) f'(x) > 0 — f(x) es creciente en este intervalo.

En (0, 1) f'(x) <0 — f(x) es decreciente en este intervalo.

En (1, +o0) f (x) > 0 — f(x) es creciente en este intervalo.
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41. Estudia el crecimiento de estas funciones.
a) fi) = x° b) f(x) = x* o) fX) = Vx
a) f(x)=3x>—=f(x)=0 cuandox=0.
En (—oo, 0) f'(x) > 0 — f(x) es creciente en este intervalo.
En (0, +o0) f (x) <0 — f(x) es creciente en este intervalo.
b) f(x)=4x® - f(x)=0 cuando x =0.
En (-0, 0) f (x) <0 — f(x) es decreciente en este intervalo.

En (0, +) f (x) > 0 — f(x) es creciente en este intervalo.
. 1
c) FfX)=—=
) f(x) NP
En (—oo, 0) la funcidn no esta definida.

En (0, +oo) f (x) > 0 — f(x) es creciente en este intervalo.

42. Analiza en qué intervalos crece y en cuales decrece cada una de las siguientes funciones.

a) f(x) = 3sen2x o) fx) = e
b) ) = 21 A 0 = (%) s

a) f(x)=6cos2x —f(x)=0 cuando X:%Jr%n, kKeZ.

En los intervalos [%4’/(7(, 37: +I<7r], keZ, f'(x) <0 — f(x) es decreciente.

En los intervalos [%ﬁ +Km, 57? + qu], keZ, f’(x) >0 — f(x) es decreciente.

b) f(x)=2"In2>0¥xcR

Por tanto, la funcidn es creciente en toda la recta real.
c) F(x)=2e¥">0WxeR

Por tanto, la funcidn es creciente en toda la recta real.
d) f(x)=-In4-4*<0V¥xeR

Por tanto, la funcidn es decreciente en toda la recta real.

43. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones.

a) fx) = Inx d) fix) = Iogz%
= nge N - )
b) 00 = In e + 1) &) 110 '”<x2+1
X—1
) fX) = log, 63 + 1) f) fo) = |n<X271>

a) bomf(x)= (0, + o)

f(x) :% >0 en todo el dominio, por lo que f(x) es siempre creciente.
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b) X? +1>0¥xeR —=Domf(x)=R

F)= -2 L F)=0-x=0
X +1

f(x) decrece en (-0, 0) porque f'(-1) = -1 <0y crece en (0, +) porque f (1) =—-1>0.

c) X*+1>0— x>—-1—=Domf(x)=(—o0,—)
X) —37)(2 >0 en todo el dominio, por lo que f(x) es siempre creciente
[+ 12 poriod P '

d) Dom f(x)= (0, + o)

f(x)=— Xlo1g 5 <0 en todo el dominio, por lo que f(x) es siempre decreciente.

e) ! 1>OV)<e]RHDomf(x)=]R

XZ

—2X

f'(x)
En (—o0,0) f(x)>0— La funcidn es creciente.

En (0, + o0) f'(X) <0 — La funcién es decreciente.

f(x) tiene un maximo en x =0.

f _ Xi”]: [L
) f(x) In[Xz_1 mx+1

L>OHX>71—>D0mf(X)=(f1,+oo)
X +1

f(x)= 7%% <0 en todo el dominio, por lo que f(x) es siempre decreciente.

44. Determina los intervalos donde las siguientes funciones son crecientes o decrecientes.

X —3 Six <1 X3 SiX<0
a f :{ S c) flx) =1 X2 ,
) 190 3—2x Six>1 ) 10 7+3 Six>0
2X+ 4 SixX <0 X>+2x—9 Six<2
b) f(X)f{3X2+5X*2 Six=0 2 f(X)gIl8*3X Six > 2
, 1 six<1 |[f creciente Six <1
a) ') = . - . .
—2 Six>1 |f decreciente six >1
b) f(x)= 2 SFX<Oﬁ f,(X)>O S?X<Oﬁfcrece\7XeR
6X+5 six>0 f(x)>0 six>0
» , )
c) fix)= b S!XSOH f,(X)>O S?XSO—JcreceVXe]R
X Six>0 f(x)>0 six>0
. 2X+2 Six<2 f,(X)<O S!X<71Hfdecrece — f tiene un minimo en x = —1
d) fix)= 3 dixan” f(x)>0 si—1<x<2—fcrece

f(x)<0 si2<x —f decrece
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45. Analiza en qué intervalos crece y en cuales decrece cada una de las siguientes funciones.

_ X X+2 2 x4 2
a)f()()*%Jr1 b)f(X)*XJF3 C)f(X)*XJr1 d)f(X)*X72
, 2X , _
a) f(X)—mﬂf(x)_Ocuandox—O.

Como el denominador es siempre positivo, solo comprobamos el signo del numerador, por lo que:

f(x)= ()(227)(1)2 <0— X e(—0,0)— En este intervalo f(x) decrece.
+
X)= _2x >0— x €(0,+0c0)— En este intervalo f(x) crece.
(X +?
b) Domf(x)=R —{-3} f(x)= x 13)2 >0 en todo el dominio, por lo que f(x) es siempre creciente.
+
c) bomf(x)=R—{-1} f(x)= P er 7 >0 en todo el dominio, por lo que f(x) es siempre creciente.
d) Domf(x)=R—{2} f(x)=— x 22)2 <0 en todo el dominio, por lo que f(x) es siempre decreciente.

46. (Es cierto que la funcion f(x) = x3 es siempre creciente? ;Qué ocurre en el origen de coordenadas?
F'(x)=3x
Six# 0—f'(x) >0 — f(x) es creciente en (—oo, 0) U (0, +0).
Six=0—f'(0) =0 — Lafuncién no es creciente ni decreciente en este punto.

47. Estudia el crecimiento y el decrecimiento de las siguientes funciones en los puntos que se indican.

a) fix) =[3x + 2| enx=1yx=—4
b) fx) =|—x + 3] enx=0yx =25
c) fx) =|—x — 3)| enx=—1yx =2

d) f()():‘%(+1‘ enx=—2yx=0
. . 2
—3x-2 SIX<—§ -3 SIX<—§ f(x) decrece en [_OO'_§]'

a) f(x)= 2—>f’(x): 5 )
3X+2 Sin—g 3 six>—§ f(x)creceen[—§,+oo].

En x =1 crece y en x = —4 decrece.

b) Flx) = X-3 S!X>3~>f'(x): 1 S!X>3*> f(x) crece en (3, + oo).
3—Xx six<3 -1 six<3 f(x) decrece en (—oo, 3).

En x =0 decrece y en x =5 crece.

<) f(X):{X—3 Six >3 % ):11 Six >3 {f(X)Creceen 3, + 00).

. e . e
3—-Xx six<3 -1 six<3 f(x) decrece en (—oo, 3).

En x =—1 decrece y en x = 2 decrece.

—-3x-2 SiX<—§ —73 SiX<—§ f(x) decrece en [—oo,—%].
d) f(x)= —f(X)=
) 3xX+2 six>—g . 3 six>—g f(x)creceen[ 2 + ]
2 =3 2 3 3T

Enx=-2creceyenx =0 crece.
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48. Estudia el crecimiento y el decrecimiento de las siguientes funciones en los puntos que se indican.

a) fx) = | x> — 3| enx = —3,x=—1yx =4
b) f) =|—x2+3x| enx= —2x=2yx=26
c) f(X):‘X+7‘ enx = —10,x= —5yx =1
x?—3 six<—/3 2x  six<—/3
a) fX)=13-x" si —B<x<Bof(X)=1-2x si —/B<x<3
x?—3 sidB3<x 2x  siafB<x

Enx=-3:f'(-3) =—6 <0 — f(x) decrece.
Enx=-1:f'(-1) =2 >0 — f(x) crece.

Enx=4::f(4) =8 >0 — f(x) crece.

x?—3x six<o0 2x—3 six<0
b) f(x)=1{3x—x* si0<x<3—f(x)=13-2x si0O<x<3
x?—3x si3<x 2X—3 si3<x

En x=-2:f'(-2) = -7 <0 — f{x) decrece.
Enx=2:f'(2) =—1 <0 — f(x) decrece.
Enx=6:f(6) =9 >0 — f(x) crece.

xX+7 Si 7 ! Si 7
) o0 Ty s fon—| @ X <=/ [f(x) decrece en (—oo, — 7).
¢ T x+7 N f(x) crece en (7, 4+ o).

Six>-7 % Six>—7

En x =—10 decrece, en x =-5y x =1 crece.

49. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las funciones que aparecen
a continuacion.

a) f(x) =[x* —x — 5| d fx) = —vIx|
b) ) = H & 0 = lIn x|
X
o 0 =| | f) 00 = Inx +1)
x?—x-5 sixe _00'1_?]U 1+2\/Z,+oo]
a) f(x)=Ix*—x-5/=
—X*4+X+5 sixe 1_?,”;@]

2X—-1>0 six>%

2x -1 sixe

=, o]

1_@]u[1+@

2 2 2X—-1<0 six<%

fx)=
—2X+1>0 six<1
—2X+1 sixe 17?,”? — %
—2X+1<0 SiX>§
Por lo que la funcién decrece en [oo, 1_g/ﬁ]u % 1+£/E y crece en [1_?,;]U 1+2\/ﬁ,+oo].
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_ X
|
X

me

Six<0

XZ

six>0 v

Six <0

1 Six>0

f(xX)>0 six<O0
f(x)<0 six>0

|

Por tanto, la funcidn crece en el intervalo (-0, 0) y decrece en el intervalo (0, +x).

2

X =1 ,
i Six <0
Q) f(x)= X ‘7 X1 SIx<0 F10) (XZH)2 'f’(x)<0 enx €(—1,0)u(1, + o)
|2 - - = 2 -1 D
X +1 2X six>0 1- _ Ssix>0 f(x)>0 enxe(—oo,—1U(0,1)
X +1 (Xer'l)
La funcion decrece en (—1,0)U(1, 4+ o) y crece en (—oo, —1)U(0, 7).
: 1 Six<0 . )
d) F(x)=—Jx = —/=x six<0 F(x)= =X {f(x)<05|x>o
—Jx  six>0 1 gixsg lfx)>0six<o
2x

La funcidn crece en el intervalo (—, 0) y decrece en (0, +x).

e) f(x)lnx{

—Inx sio<x<1
_
Inx

F(x)

Six>1

SI0<x<T f(x)<0sio<x <1

ﬁ{f’(x)>03ix>1

Six>1

La funcidn decrece en el intervalo (0, 1) y crece en (1, +).

f) f(x)=In(x+1)=

In(1-x) six<0
=
In(x+1) six>0

F(x)=

|

1 )
“1=x <0 (rx)<0si (—o0,0)

1 f(x)>05i (0, +o0)

*}{
Six>0
+1

La funcién decrece en el intervalo (-, 0) y crece en el intervalo (0, +o0).

50. Determina los maximos y los minimos de las siguientes funciones utilizando la segunda derivada.

2—3x+3 3
a) i) = F———— @) 00 = ——
X? X+ 2X+ 2
b) 100 = - — &) fl) = —— "=
X +9 &
0) fix) = f =~
a) f(x)= )(()((X _1)%) —f(x)=0 cuandox=0yx=2.
F(x) = 2 Enx=0—f"(0)=-2<0 [x=0maximo
=1 |Enx=2-f"(2)=2>0 X =2 minimo
b) f'(x)z)((z(4 ;;(2) —f(x)=0 cuandox=0yx=4.
F(x) = 8 Enx=0—f"(0)=1>0 x =0 minimo
C2-xF  |Enx=4—f"(4)=-1<0 |x=2maximo
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(X+3)x—-3)

c) fx)= 2 —f'(x)=0 cuando x =43

Enx=-3—-f"(-3)= —% <0

=12 -

Enx=3ﬂf"(3)=§>0

X =—3 maximo
X =3 minimo

2 2
d) f'(X):X()(()Z(f—Z;PHf'(X):Ocuandoxzo.
. 8x(x? =12 .
f (X):_ﬁ_ﬁnxzof (0)=0

No podemos concluir mediante este método si es un maximo o un minimo.

e) fx)= xx +22) —f(x)=0cuandox=0yx=-2.
X+
F(x) = 2 Enx=0—f"(0)=2>0 X =0 minimo
X+ [Enx=-2—f"(-2)=-2<0 |x=2méaimo
2
f) f'(x):—?)(()2(+_1)12) —f(x)=0cuando x = +1.
F(x) 16x(x? =3)  [Enx=-1=f"(-1)=4>0 [x=—1minimo
= —
X+ Enx=1—-f"(1)=-4<0 X =1maximo

51. Encuentra los maximos y los minimos de estas funciones utilizando la derivada segunda.

a) flx) =3 +2 d) fx) =2x*—12x + 5
b) ) = === &) ) = 2 — 42
c) fX) = 2x° — 6x f) o) = x4 — 2x°

a) Ff(xX)=3>0—1f(x)=0Vxe€R— No existe maximo ni minimo en esta funcién.

b) f'(x)= f%<0 —f(X)=0VxeR— No existe madximo ni minimo en esta funcién.

c) FX)=6x*-6=6(x>-N)—Ff(X)=0cuandox?—-1=0— x ==+1

f(x)=12x — {f (=0)=-12<0_ {X = —1maximo

() :72 >0 X =1minimo

d) f(X)=4x-12=4x-3)—f(x)=0cuando 4x —3)=0—x=3
f(x)=4—f"(3)=4>0— x =3 minimo

e) F(x)=8x>—8x=8x(x>-1)—f(x)=0cuando 8x(x* - N=0—-x=0yx==+1

f(0)=-8<0 X =0 maximo
f(x)=8Bx* =N —{f"(=0)=16>0—{x = —1minimo
f"(M=16>0 X =1minimo

f) FX)=4x3—6x*=2x*2x-3)—=f(X)=0parax=0Yyx :g .

f0)=0 X =0 no se puede decidir con este método.
f'X)=12X(x =) — N
< { ) f"[g]:9>0 x:g minimo
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52. Calcula, utilizando la derivada, la expresion algebraica de las coordenadas del vértice
de una parabola genérica, del tipo f(x) = ax> + bx + c.

Como el vértice es un maximo o un minimo, tiene que cumplir la ecuacién f(x) = 0. Ademas, y por tanto en el
vértice, al igualar ambas ecuaciones, se obtiene:

2
0=2ax+b— x= —2£ , 'y al sustituir, f 2—5] = cff—a, con lo que ya se puede dar una expresidn algebraica para el
a

vértice de una parabola:

2
—E, c— b—] en funcidn de los parametros a, by c.
2a 4a

53. Averigua los valores de a, b y ¢ para que la parabola f(x) = ax? + bx + ¢ tenga su vértice en el
punto (—1, —8) y corte al eje Y en (0, —5).

2
[—%,C—Z—a]:(_lg) y =5 =a0%+ b0 + ¢ — ¢ = -5, por lo que:
73271 b=2a b=2a b=2a
2 - b? — (2a)° — 43? Hb:()
b? 52 —_8 =3 —=3 a=3
—5—@:—8 4a 4a 4a

54. Obtén el vértice de cada una de las siguientes parabolas teniendo en cuenta que en él la tangente
a la curva es horizontal. Indica si se trata de un madximo o un minimo.

a) f(x) =3x>—6x+5 d) f(x) = —x*>+ 4x

b) f(x) = —2x*+ 6x + 9 e) fx) =3x>+x+9
2

c) fx) =x>+2x—5 f) f(x):w

Si la tangente a la curva es horizontal en el vértice, significa que la primera derivada (pendiente de la tangente en
ese punto) es igual a cero.

a) fX)=0—-6x—-6=0—Xx=1

FFX)=6—-f(N=6>0—x=1Tminimo

b) f'(X):OH74X+6:OHX:%

f'X)=-4— f[g] =—4<0—x :g maximo

c) FX)=0—-2x+2=0—x=-1
f'X)=2—=f(=)=2>0— x =—1minimo

d fX)=0—-2Xx+4=0—-x=2
f'X)=-2—f"(2)=-2<0— x =2 maximo

e) f'(X):O—><6)<+1:0_>X:%1

f'(X)=6— f"[j] =6>0—x =_—1 minimo
6 6

f) FX)=0—=x+2=0—x=-2

fX)=1-f"(=2)=1>0— X =—2 minimo
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55. Halla los valores de a y b para que la funcién f(x) = x* + ax + b tenga un minimo en (1, 5).

Al sustituir en la funcidn, se tiene que 5= +al+b=1+a+b—4=a+b,y puesto que se tiene minimo en (1, 5),
se sigue que f(X)=3x*4+a—f()=0—-0=3+a—a=-3,y se obtiene:

at+b=4 b=7
a=-3] la=-3

56. Calcula el valor de a, b y ¢ en la funcién f(x) = ax® + bx? + x + ¢, sabiendo que su grafica pasa
por (—1, 9) y en los puntos de abscisa x = 0 y x = —2 tiene tangente horizontal.

Es imposible que en x = 0 la derivada de esa funcién tenga tangente horizontal, ya que (x)=3ax” +2bx +1vy
f7(0) =1, con lo que se concluye que no existe una funcién con esas caracteristicas.

57. Determina los valores de a, b y ¢ para que la funcién f(x) = ax® + bx + ¢ pase por el punto (2, 6)
y tenga un minimo en (1, 2).

Pasa por (2,6) —6=a(2®+b2+c—6=8a+2b+cC
Pasa por(1,2) —2=a(’ +b()+c—2=a+b+cC

Como ademas en (1, 2) tiene un minimo, se obliga a que:
f(x)=3ax>+b—f()=3a+b=0

Con lo que se tienen tres ecuaciones y tres incégnitas:

8a+2b+c=6 8a+2b+c=6 a=1

8a—ba+c=6 2a+Cc=6
at+b+c=2t— a+b+c=2 |- + — J —ib=-3-=fX)=x*-3x+4
a-3a+c=2 —2a+C=2
3a+b=0 b=-3a c=4

Se comprueba que x =1 es un minimo, ya quef " (x)=6x —f ()=6>0.

58. Calcula a, b y ¢ para que la funcién f(x) = ax® + bx?+ cx + d tenga dos puntos de corte con el eje de
las X en x = —4 y x = —3, y dos puntos de tangente horizontalenx = —4yx = _Tm' Indica si

estos dos ultimos puntos son maximos o minimos.
Como su grafica pasa por (— 4, 0) y (— 3, 0), se obtienen las ecuaciones:

0=a(—4)® + b4y +c(—4)+d - 0=—-64a+16b—4c+d
0=a(=3)’ +b(—3P +c(-3)+d - 0=—27a+9b—-3c+d

. . 10 . .
Ademas, se sabe que su derivada se anula en los puntosx=—-4y x = 3 con lo que se obtienen las ecuaciones:

0=3a(—4)" +2b(-4)+Cc—0=1483a—-8b+cC

_1o

O=3a[
3

2
] +2b[—?]+c~0=100&—20b+3c
—64a+16b—-4c+d =0
—27a+9—-3c+d=0
48a—-8b+c=0
1008 —-20b+3c=0

Se obtienen cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas:

El sistema es compatible indeterminado, por tanto, no existe una Unica solucién. Dejando d como variable libre:

sd . 1d . d
c=2 p="9 52
6 48 48

i
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59. Estudia el crecimiento, el decrecimiento y los maximos y los minimos de esta funcion.

fix) = \/2x3—%x2— 5Xx

Domf{xeR:2x3—13x2—5x>O}|138“329,O]U 13+8 329,+oo]
2
f’(X):Mqu(X):OCUandO 6)(2—13)(—5:0%)(:—% yx:%.

13
2,[x% == x> —5x
2
De los dos posibles candidatos a punto critico se descarta x = 5 por no encontrarse en el dominio de la funcién.

. . 1 . ,
Se calcula la segunda derivada para comprobar si x =-3 es un maximo o un minimo:

12x* —52x —60x%2 — 25 S 3 1 .
X)= —fl——=|=-51/— <0 — X =—— maximo
V2(x(4x? —13x —10))*? 3 94 3

La funcidn crece en el intervalo

183—-+4329 1
5

—gl, y decrece en el intervalo

=P
3

60. Calcula los valores de a, b y ¢ para que la funciéon f(x) = x® + ax? + b tenga un maximo en un punto
donde corta al eje X y un minimo en su punto de corte con el eje Y,y cumple quea + b = —1.

Los puntos de corte son el (0, b) y el (xo, 0), donde xo serd una raiz del polinomio x®+4ax?+b.

En estos puntos, la derivada se anula; en el caso de (0, b) es un minimo, con lo que la segunda derivada en él es
positiva; en el caso (xo, 0) es un maximo, con lo que la segunda derivada en él es negativa:

f(0)=3-0*+2a-0=0
f(x)=3x"+2ax _ |f"(0)=6-0+2a=2a>0 )
f7(X)=6x +2a f(Xo)=3x%," +2ax, =0 X, =—=a

. 3

f(Xy)=6X,+2a<0

Se rechaza xo = 0 porque, en ese caso, f’(X,)=6X, +2a=2a <0, que seria contradictorio con f”(0)=2a>0.

2a)’ 2aY a a 43°
Por tanto, |- — a[f—] b=0— -8 412 4+b=0——+b=0.
[ 3] R ey B YA T AT

Por ultimo, como se cumple la ecuacién a+b= -1, se resuelve el sistema:

Lag h=0 a=-3yb=4— Serechaza por ser 2a> 0.
27 TP g —raror=0-] 3 —
a+b=1 a=5Vb==—

Con lo que la funcién buscada sera:

3 1
fX)=x3+=x2 —=
x) +3 >

61. Indica cudles deben ser los valores de a, b, c y d para que la funcion f(x) = ax®*+ bx*+cx + d
cumpla lo siguiente.

= Tenga un maximo en el vértice de la parabola g(x) = x2 + 12x + 202.
= Tenga un minimo en el vértice de la parabola h(x) = —2x? + 8x — 98.
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El maximo tendra como coordenadas x = —% =-6y g(—6)=238 y el minimo x = —Z—ba =2y h(2)=-90.

Por tanto:

f(-6)=108a—-12b+c=0
fx)=3ax*+2bx+c ff(-6)=-36a+2b<0 {108a—1zb+c:0
f(x)=6ax +2b f(2)=12a+4b+c=0 12a+4b+c=0
f(2)=12a+2b>0

—216a+ 36b —6C +d =238

Por otro lado, tambié ti :
or otro lado, también se tiene que {Sa+4b+2c+d=90

Por tanto, se tiene un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas, y al resolverlo se obtienen los valores
de los pardmetros.

108a—-12b+c=0

12a+4b+c=0 41 123 369 —155
L= p=18 o 3V g T
—216a+36b —6C +d =238 32 16 8 4
8a+4b+2c+d=-90
Por tanto, la funcién buscada serda: f(x)=32x° —1—@)(2 —ﬁx—E

16 8 4

62. Determina los puntos de las graficas de estas funciones cuya tangente es horizontal.
a) f(x) = 3x* — 15x + 13
b) f(x) = 2x° + 3x2 — 36x + 8
C) fX) =2x3 + 3x2 + 6x — 12

X +2x+2
d) f(X)*T
o) fi) — X+ 2

X—2

La tangente es horizontal si la pendiente es igual a cero.
a) f(x)=6x—-15

6x—15:0—>x:§

b) f(x) = 6x> 4+ 6x — 36

6><2+6><—36:O—>><2+x_6:o_>{>(:2

X =-3
Q f(x) =6x24+6x+6
X2+ 6x+6=0—->x>+x+1=0

La ecuacién no tiene solucion, por lo que no hay puntos que tengan tangente

horizontal.
Q) )= X+ I+ - +2x+2) _ x*+2
x4+ 1) (x+1)7°
2 —
L 2 S NS N N Lt
(x +1)? X=-2
9 f,(X):X—Z—(X—l-Z): —4
(x —2) (x =27
S N
(x—27

La ecuacién no tiene solucién, y no hay puntos que tengan tangente
horizontal.
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63. ¢En qué puntos de las graficas de estas funciones es horizontal la tangente? Decide si son
maximos o minimos.

2—3x+3 249
a) f(x) :% ) fix) = X "
Xx? X3
b) f(x)—27X d) f(X)fX2+4
3 00 = Px =3 =1 —(x>—=3x+23) _ x2—2x
(x=17 (x =1y
2 p—
. _2X:O—>X2—2x:0—>{x_
(x =17 X =
Fx) = —2
x=17°

f"(2) =2 >0 — En x = 2 tiene un minimo.

f"(0) = =2 < 0 = En x = 0 tiene un maximo.

i 2 2

b) f’(X)Z 2X<2 X) X( 1) _ 4x X
2-x7° (x =27
_— 2 fra
A :O—>4x—x2:0—>{x_4
(x =27 x=0
f'(x) = 8
2-x°
f"(0)=1>0 — En x = —1 tiene un minimo.
f'4) = —1< 0 — En x = 1 tiene un maximo.
. — 2 2 B
d Flg= 2% X 2()( +9 _X 29
X X
2_
il Y TSIN J TUY R——
XZ
. 2— 2— .
Flx) = 2% - X (X4 9)- 2x :g
X X

f'(=3) = —% < 0 — En x = —3 tiene un maximo.

f"(3) = 2 > 0 — En x = 3 tiene un minimo.
3

W (P44 —x32x xP 4122

d) F(x) = =
(x* + 4y (x* + 47
4 2
%=0—>X4+12x2:0—>x:0
X+
F) = @x® + 24xX)(x* 4+ 4 — (x* +12x7) - 20 + 4) - 2x _ 96x —8x*

(o + 4 (x* + 4?

f"(0) = 0 = En x = 0 no tiene un Maximo ni un minimo.

64. Indica toda la informacion que sea posible sobre el punto x = a de la funcion f(x) en cada caso.

fla) =0 f'(a) =0
a f"(@) esnegativa @ f'@@) =4
fla) =10 f'@) =0
b) @) = 0 ® 1@ =0
f@ =0 fl@) =0
c) \f@) = 3 f) {f'(x) > 0 parax < a
f(x) < 3siempre f'x) < 0 parax > a
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a) x=aesun maximo.

b) x =a es un punto critico, pero no se sabe si es maximo o minimo.

c) x=aesun punto criticoy como f(x) <3 siemprey f(a) =3 es un maximo.
d) x=a esun minimo.

e) No se puede decidir si hay maximo o minimo en x =a.

f) x=a es un maximo, porque f (a) =0, crece en x <ay decrece en x >a.

65. Indica los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los maximos y los minimos, asi como sus
valores, de las siguientes funciones.

a) Y
\ /
\ / X
b) Y
C) Y
| |
/ \
\ X
|
|
|

a) Decrece en (—oo,—NU(0, 1) ycrece en (—1,0)U(1, +0) .

Tiene maximo en x =0, cuyo valor es —1.
Tiene dos minimos, en x =—=1y x =1, ambos con valor —2.

b) Decrece en (—o0,0)U(2, +o0) y creceen (0,2).

Tiene un minimo en x =0, cuyo valor es =3, y un maximo en x = 2, cuyo valor es 1.

c) Creceen (—oo,—1)U(—11) y decrece en (1,3)U(3,+ o).

Tiene un maximo en x = 1, cuyo valor es, aproximadamente, —0,25.
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66. Calcula los valores que se indican para la funcion f(x) = x* — 2x® — 3x2 + 4x + 4 y deduce toda
la informacion que se pueda a partir de ellos.

a) f'(—1), f'(—1,5), f'(—0,5), f(—1) b) '(0,5), f(0,5), f'(0,25), f(1) c) f(2), f'(2), f'(1,5), f'(2,5
FX)=4x3 —6x> —6x+4
a) f(-)=—4-64+6+4=0

f'(71,5)=—2—27—2—27+9+4=13727=714

, 1 3
f(-0,5)=——=—-24+344=7-2=5
( ) > 2+ +

f(=0=1+2-3-4+4=0
La grafica corta con el eje X en x =—1. Es un punto critico, porque el valor de la derivada es 0.

A la izquierda la funcién decrece porque el valor de la derivada es negativo, y a la derecha crece porque es
positivo.

Por tanto, (-1, 0) tiene un minimo.

. 1 3
b) 0,5 ==——=-34+4=0
) £(0,5) 553+
1 1 3 31
f05)=————>+4+2+4=—
O8=3g 7721275
Fo25—_t_ 3 3,,_6 30_35
16 8 2 16 16 16

f)=1-2-3+4+4=9-5=4
Hay un punto critico en x = 0,5 porque el valor de la derivada es 0. A la izquierda la funcién crece, porque el

valor de la derivada es positivo, y a la derecha decrece, porque % >4.

Por tanto, en O,S;% tiene un minimo.

) f2)=16-16-12+8+4=0
f(2)=32-24-12+4=0

, 27 27
fO5)="--2_944=-5
(1,5 >3 +

fog_125_ 75 30 8 _13B-105_28_,,
2 2 2 2 2 2

La grafica corta con el eje X en x = 2. Es un punto critico, porque el valor de la derivada es 0.

A la izquierda la funcion decrece, porque el valor de la derivada es negativo, y a la derecha crece, porque es
positivo.

Por tanto, en (2, 0) tiene un minimo.
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67. Halla los maximos y los minimos de estas funciones.
a) f) =Kx—"1% K+ 3)? b) fx) = (x — 2)2- (x — 1)? c) f) =Kx+2%-Kx—17°
a) F)=4X-NX+NX+3) =fX)=0—-X=1,X=-1yXx=-3
f (=) =-16 <0 — x =—1maximo

f(X)=4@Bx* +6x =1 —{f" () =32>0— x =1minimo
f(=3)=32>0— x =—=3 minimo

b) f'(x):2(x—1)()(—2)(2)(—3)—>f'(x):0<—>x:1,x:2yx:g

f“M=2>0— x =1minimo
f(X)=2(6X> —18X +13) — f[g] =-1<0—Xx :g maximo

f(2)=2>0— x =2 minimo

) FX)=2x-DNX+22x+NV—=fX)=0—=Xx=1,Xx=-2 yx:—%

f(=2)=18>0— X =—2 minimo

f(X)=62X> +2x - 1) — f”[—%] =-9<0—-X= —% maximo

f“(M=18>0— x =1minimo

68. Descompon el numero 20 en dos sumandos tales que la suma de sus cuadrados sea minima.

f(x)=2x? —40x + 400
f(xX)=4x—-40=0—x=10
f(x)=4> 0 siempre

—

20=x+y 20-x=y
—
X24+y?=1f(x,y) |Xx*+(20—-x)?=Ff(x)

Como la segunda derivada es positiva siempre, se tiene que en x = 10 hay un minimo.

y=20—Xx—y=10— Ladescomposicion pedida es 20 =10 + 10.

69. Encuentra el nimero positivo que hace minima la suma de él mismo y el cuadruple de su inverso.

x>0 F=1-—4 =0 x=2
x+2_f0” 8X
+}* f"(x):FHf"(2)=1>OHEnX=2 hay un minimo.

Se descarta x = —2 porque el nUmero buscado tiene que ser positivo.

70. De todos los triangulos rectangulos en los que los catetos suman 10, ;cual tiene mayor area?

rO:X“’ 110X:y F(X)=0—5-X=0-x=5
)

X _ fix,y %ﬁx) —fx) | 0=-1<0 siempre — En x =5 hay un maximo.

2

y=10-Xx —y =5— Eltriangulo con mayor area es el que tiene por catetosx=5e y =5.
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71. De entre todos los triangulos rectangulos de hipotenusa 10, encuentra el de mayor area.

0=x2+y> [10-X" =y’

10
Xy —1x(10—x?) f'xX)=0—-10-3x>=0—X=,—
¢ ) — V3
5 x.y) > x) {f"(X):éX

f”[ /E]: —6- 29 c 02 x = 19 e un maximo.
3 3 3

yr=10-x*-y*= 10—%z?—> y:,/? — El tridngulo con mayor area tiene por catetosX:\/g ey = /% .

72. Al construir el marco de una valla publicitaria rectangular de 12 metros cuadrados, el metro lineal
de tramo horizontal cuesta 1,50 €, mientras que el metro lineal de tramo vertical cuesta 2 €.

a) Determina las dimensiones de la valla para que el coste sea minimo.
b) ¢Cuanto cuesta el marco?

12 Lo 3xP—48

Xy =12 == f(x)= 0—x=4
) 3)/ y X (x) 2
=X+2y =f(X,y) 3x 24 £ . 48 . 48
_ —=T(X = — = —
2 > T CORN 0 3 (4) 64>O

En x =4 hay un minimo. y =% — ¥ =4 — Las dimensiones de la valla son 4 m de largo y 3 m de ancho.

b) El coste del marcoserd1,5+2[B =12 €.

73. Se dispone de 200 m de tela metalica y se desea vallar un recinto formado por un rectangulo
y dos semicirculos, como indica la figura.

<

X

Determina las dimensiones de x e y para que el drea encerrada sea maxima.

2
El perimetro del recinto viene dado por la formula ny +2x =200, y el area por %4— Xy , que es lo que se quiere

maximizar, por tanto:

7Y + 2X = 200 x:1oof% f'(y):100—“—2y:0_>y:@ -

My
'Wyz N - 2 - -~ Hyzil)(:()
sty %+y[1oo—l2y]:f(y) ) == <0 siempre g

74. Una empresa decide lanzar una campana de propaganda de uno de sus productos editando
un texto que ocupa 18 cm? en hojas rectangulares impresas a una cara, con margenes superior
e inferior de 2 cm y laterales de 1 cm.

Calcula las dimensiones de la hoja para que el consumo de papel sea minimo.

10+4x

{(xfzxy—zl):wég Y

Xy =f(x,y) X[1O+4X]:f(x)
X—2
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4(x? —4x =5 = —1— Se descarta.
T e I

(x =2y X=5

f(x)= 72 — 1"'(5)=§ >0— X =5es un minimo.
(x-2) 3
= 1())(+ ix — ¥ =10 — Las dimensiones de la hoja son x =5, y = 10.

75. Se desea encerrar la maxima area dentro de una valla rectangular de 500 m de perimetro.

a) ¢Cuales son las longitudes de ese rectangulo?

b) (Cuéles serian las dimensiones del rectangulo si uno de sus lados limita con un rio y no es preciso cerrarlo
con la valla?

a) 2X + 2y =500 y =250—-x
—
xy =f(x,y) X(250 — X) = f(X)

f(X)=250—-2x - f(x)=0— x=125
f“(x)=—2 < 0 siempre — x =125 &S un maximo.
Yy =250—-Xx —y =125— Las dimensiones del rectdngulo 125%125 m, con lo que se obtiene un cuadrado.

) [2X =500 _ [y=500-2x
Xy =fx,y) | x(500 - 2x) = f(x)

f(x)=500—-4x - f(X)=0— x =125
f"(x)=—4 <0 siempre — x =125 es maximo.

y =250—2Xx — y =250 — Las dimensiones del rectangulo buscado son 125250 m.

76. El perimetro de la figura es 5 m. Calcula las medidas x e y para que el drea encerrada sea maxima.

P . . 2 X .
El perimetro de la figura es 2y+[1+g]x =5 ysudreaes Xy+72 = Xy +——. Por tanto, se tiene que resolver

2 8
el siguiente problema de maximizacion:

5 X T
2y +|14 2 |x =5 =224l
y+[ +2] B y 5 2[ 5

X2 :57)(—[4+“]X2

—_ = f
xy+8 f(x,y) (x) > n

10
44«

f(X)==-2x

5 [4+ﬂ
2

]zO—»X

f(x)= —2[4ﬂ] < 0 siempre

Por tanto, para x = 10 ey = > se tiene que el drea es maxima.
447 447
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77. Halla los puntos de la curva y? = 2x cuya distancia al punto (6, 0) es minima.

La distancia del punto (6, 0) a un punto arbitrario de la curva (X, i\/ﬂ) viene dado por la férmula
d=~/(x —6)* + (+2x)? , donde d representa el médulo del vector que tiene por extremos ambos puntos.

f(x)=~/x* —=10x 4 36 f’(x):O—>X7_5:0—’X:5

, X—5 VX —10x 436
M= 1
X°—=10x +36 f*(X) = ———====>0parax =5— x =5 es un minimo.
11 (x? —10x + 36)

f(x)= —
(X —10x +36)

Los puntos pedidos son los de coordenadas x =5, y = /10 .

78. Encuentra, entre todas las rectas que pasan por el punto (2, 3), la que determina el triangulo
de area minima limitado por ella y la parte positiva de los ejes X e Y.

La recta, al pasar por el punto (2, 3) tendra ecuacién y = mx +(3—2m), donde m es la pendiente. Eso quiere decir
que el tridngulo buscado tendra catetos de distancia los cortes de la recta con los ejes.

Por otro lado, se quiere maximizar el area, que vendra dada por la formula 7)/ , asi que se obtiene el siguiente

problema de maximizacion:

2m-3

y=mx+(3-2m) X= m

—{y=3-2m
% =fxy) ’ Am? +12m—9
f(m) = =M +1em=7
2m

. —4m?* +4m -9
2 Fm =" L7
_—8m’+18 m

R f"[§]<0—>m:§ se descarta.
818 o 3 |12 :

2 =3 -3 . . -
f <> 0—m= —- Proporciona un area minima.

Por lo que la recta buscada serd y = —gx +6.

79. Representa graficamente una funcion que cumpla las siguientes condiciones.
= Su dominio es R y no tiene asintotas.
= Crece en (—, 0) U (2, +0) y decrece en (0, 2).
= En los puntos de abscisa x = 0 y x = 2 la tangente a la curva es horizontal.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

N
./J'\,\ /
/ 'I\/ X
/4
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80. Representa graficamente una funciéon que cumpla las siguientes caracteristicas.

= Su dominio es R.
= Siempre crece y no tiene asintotas.
= Corta al eje Y en (0, —8). Ademas, en el punto (2, 0) tiene tangente horizontal y f*(2) = 0.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

—— ]

81. Representa graficamente una funcion que cumpla las siguientes caracteristicas.
= Su dominio es R.
= Tiene una asintota horizontal eny = 3.
= Corta nicamente a los ejes en (0, 0), punto en el que tiene un minimo.
= Decrece en (—oo, 0) y crece en (0, + ).

Respuesta abierta. Por ejemplo:

82. Representa graficamente una funcién que cumpla las siguientes caracteristicas.
= Sudominioes R — {—3}.
= Tiene dos asintotas, una vertical en x = —3 y otra horizontaleny = —1.
= Siempre crece.
= Corta alos ejes en (—6, 0) y (0, —4).

Respuesta abierta. Por ejemplo:

<y
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83. Representa graficamente una funciéon que cumpla las siguientes caracteristicas.

= Su dominio es R.
= Corta a los ejes en (—1, 0), (—2, 0) y (0, 0).
—1

-3
= Crece en <T T) y decrece en el resto.

<—1 1) fo: < 3 1) -
. ,— | s un maximo y | ——, —— | un minimo.
2 2 2 2

Respuesta abierta. Por ejemplo:

84. Representa una funcién con estas caracteristicas.
= Sudominioes R — {—3, 3}.
= Tiene asintotas verticalesenx = —3yx = 3.
= f'(x) < 0 en todo el dominio.

85. Representa graficamente una funcién que tenga las siguientes caracteristicas.
= Su dominioes R — {0}.
= Tiene una asintota vertical en x = 0.
= Tiene una asintota oblicuaeny = x.
= f(x) > 0 en los intervalos (—o, —2)y en (0, + ), f(x) < 0 en el intervalo (—2,0)y f(—2) = 0.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

7
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86. Sea la funcioén:

f(x) = 4x3 + 15x2 — 18x + 10
a) Determina los maximos y minimos de la funcion.
b) Calcula lim f(x) y lim fx).

X——o0 Xx—to0
¢) Haz un esbozo de la grafica de la funcion.
a) f(x)=12x*+30x —18
x=1
2
Xx=-3

12X 4+30x—18=0 > 2x*+5x’—-3=0 >
f"(x) = 24x + 30

A0 T -

f 5 =42>0—>Enx= 5 tiene un minimo.
f"(—=3) = —42 < 0 — En x = —3 tiene un maximo.

b) lim f(x) = —o0

X——on

lim f(x) = 400

X4

87. Dada la funcion f(x) = x3 + 6x2 — 36x + 29, resuelve.

Determina su dominio.

Halla sus asintotas.

(Tiene puntos de corte con los ejes? ¢Cuales son?
Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Halla los maximos y minimos.

Representa la funcion.

a) Domf=R

a
b
c
d
e
f

_—l T LS =

b) lim f(x) = 4o

X—+

La funcion no tiene asintota horizontal.

lim @ = 400

Xty

La funcion no tiene asintota oblicua.

c Six=0->y=29

Siy=0—>x*4+6x?—36x+29=0—>(x-N(x*+7x—-29=0
x=il
=1, _ =765

2
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d) fx)=3x*4+12x—36

3x2+12X—36:O—>X2+4X—12:O—>{X:26

X=—

f'(=7)>0 f'(0)<0 f'(3)>0

—_——t—t—t
-7 -6 0 2 3

f(x) es creciente en (—oo, —6) U (2, +0).

f(x) es decreciente en (—6, 2).

e) Minimo:(2,—11)
Méximo: (—6, 245)

f) Y

f(x)

560
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88. Representa graficamente las siguientes funciones haciendo un estudio sobre su crecimiento,
decrecimiento, maximos y minimos, y concavidad y convexidad.

) 1) = =X+ =t = 2x— 1
b) fx) = x*—x
c) fX) = x®—x?
d) fx) = x®— 2x?
e) fix) = x® —3x?
a) f’(X)=2X2+3X72Hf'(X):OHX=%yX=72

f(x) crece en (—oo, —2)U[%, +oo] y decrece en [—2, %] .

. ;. 1 i _
f(x) tiene un minimo en X=§ y un maximo en x = —2.

>
=

— /
f"(X)=4x+3—>f"(x)=o_>X:_% II
/

f(x) es convexa en [foo, fg] y cdncava en [fg +oo].

b) f'(X):3X2—’I—>f'(X):O—>X::I:§

B3

Wl

_w,_ﬁ]u[g,—&-oo y decrece en .

f(x) crece en

w|&
[

. . 3 ‘s
f(x) tiene un minimo en ng y un maximo en X = —

f'X)=6x—>f"(x)=0—>x=0 /

fix) es convexa en (—o0,0) y céncava en (0, + o). l
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c) F(X)=3x*—2x - (X)=0—-x=0 yx:%

Y
f(x) crece en (—oo, O)U[%,—i—oo] y decrece en [Og]
f(x) tiene un minimo en ng y un maximo en x =0. R /
+—t + + ] :X
P oy 1 1
f"X)=6x-2—>f"(x)=0— ng /
N s 1 ,l
f(x) es convexa en foo,g y cOncava en §,+oo . +
, ) , 4
d) f(x)=3x —4x-»f(x):0-»x:0yx:§ .
4 4 I /
fix) crece en (oo, 0)U §,+oo y decrece en O'§ . /
fix) tiene un minimo en ng y un maximo en x = 0. T 1 ,
X
o e 2 -
f"xX)=6x—-4—>f"(x)=0— ng /
2y 2 ]
f(x) es convexa en foo,g y céncava en §,+oo .
e) FX)=3x"—6Xx—=f(X)=0—-x=0yx=2 Y I
flx) crece en (—oo, 0)U(2, + <) y decrece en (0, 2). I I
f(x) tiene un minimo en x =2 y un maximo en x =0. "o
F(x)=6x-6—f"(x)=0— x=1. HEE / \ / LLX
fix) es convexa en (—oo, 1) y concava en (1, + o). I \/
I 1

89. Representa graficamente las funciones haciendo un estudio sobre su crecimiento, decrecimiento,
maximos y minimos, y concavidad y convexidad.

a) fx) = x°—x>— 2x
b) f) =x*—x2—x+2

c) fx) :%X3*2X2+3X7'I

a) f'(X)=3X272x72ﬂf'()<):oﬂ)<:Hﬁg\/7
Y
flx) crece en —oo,ﬂ]u[1+ﬁ,+oo] y decrece en 1_ﬁ,1+ﬁ]. 1 I
3 3 3 3 l
flx) tiene un minimo en x = 1+3ﬁ y Un méximo en x = 1-7 .

3 ik

FX)=6x-2— f"(x)=0— x:%

=
1

f(x) es convexa en [—oo,% y céncava en % + oo].
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b) f’(X):SXZ*2X*1~>f’(X):O~>X=7%yX:1

f(x) crece en

_oo,_%]u(l +00) y decrece en [—% 1] .

‘|__
f(x) tiene un minimo en x =1y un maximo en X:f%. ———t / |

F)=6x—2— f"(x) =0 — x:%

f(x) es convexa en [foo, %] y cdncava en [% + oo].

c) FX)=x—4x+3—-f(X)=0—Xx=1yx=3

fix) crece en (—o0, YU(3, +o0) y decrece en(1,3) . Ii /

f(x) tiene un minimo en x =3 y un maximo en x = 1. 1+ /

FrX)=2x-4—f"(x)=0—>x=2. ERRERNE T

fix) es convexa en (—oo,2) y céncava en (2, + o). /

90. Estudia y representa las funciones polinémicas.

a) fix) = 3x* — 4x® — 36x> + 10
b) fx) =x*— 6+ 12x — 5
C) f(x) = 3x* — 4x3 — 48x? + 144x + 212
a) Domf=R
La funcién no tiene asintotas.

Fx) = 12x% =12x% = 72x
x=0
12¢ =122 =72 =0—> x(xX’—x—6=0—>{x=3
X=-2

f(x) es creciente en (—2, 0) U (3, +) y es decreciente en (—oo, —2) U (0, 3).
Minimos: (=2, =54) y (3, —=179)
Méximo: (0, 10)
b) Domf=R
La funcion no tiene asintotas.

filx) =3x2=12x 4+ 12
W —12x+12=0ox2—4x+4=0>(x—-20=0>ox=2 Y

NV

Osix>2—f(x)esconcavaen (2, +o0). T 1 I NEERRE X

0six < 2 — f(x) es convexa en (—oe, 2).
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c) Domf=R
La funcion no tiene asintotas.
Fr(x) =123 —12x* — 96x + 144

124 — 12x2 — 96x + 144 = 0 — {X:_3
X =2
f'(-4)<0 i f'(0)>0 f'(3)>0
—
—4 -3 0 2 3

f(x) es creciente en (=3, 2) U (2, +0) y es decreciente en (—oe, —3).
Minimo: (=3, —301)
f'(x) = 36x% — 24x — 96

36x2 —24x —9%6 =0 > 3x*—2x—8=0— 4
X

f"(x) > 0six > 2— f(x) es concava en (2, +00).

f"(x) < 0 si —% < x <2 — f(x) es convexa en [— ;1 2].

' <0si x< —% — f(x) es convexa en [—oc, —%]

Dada la funcién f(x) = ﬂ, resuelve.
X+ 4
a) Determina su dominio.
b) Halla sus asintotas.
¢) Encuentra los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
d) Calcula los maximos y los minimos.
e) Estudia la concavidad y la convexidad.
f) Representa la funcion.

a) Domf=R —{—4}

b) lim =2 _
x—=—4"
X+4 — X = —4 es una asintota vertical.
) 3x —2
lim =
x——4" x + 4
lim =2 = 3 — y = 3 es una asintota horizontal.
wthe g 4
Al tener asintota horizontal, la funcion no tiene asintota oblicua.
9 £ = 3x+4)—(Bx—2) _ 14
(x + 4 (x + 4

f'(x) > 0 = f(x) es creciente en (—oo, —4) U (—4, +0).

d) Lafuncién no tiene maximos ni minimos.

. 14.-2(x +4) 28 L )
e) f'(x)=—- =-— < 0 — La funcién es siempre convexa.
) ) (X +4) (X +4)° P
f) Y
0 /1
"""""" 'i"z‘::""""
"""" LA T X
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92. Halla los maximos y los minimos de la funcion.
X
X—4
Determina las ecuaciones de sus asintotas y la posicion de la curva respecto de ellas. Haz también
un eshozo de la grafica de la funcion.

fx) =

; 1-(x—4) —x —4
fix)= =
(x—4y (x — 4y
No hay maximos ni minimos, f'(x) < 0 — La funcion es decreciente.
Domf=R — {4}
lim f(x) = —o0

x—=4-

lim f(x) = 400

x—4+

— X = 4 es una asintota vertical.

lim f(x) =1— y = 1es una asintota horizontal.

X—+~+00

Six=1000— f(x) > 1

Cuando x tiende a +o0, la funcién esta
por encima de la asintota.

Six=-=1000— f(x) < 1
Cuando x tiende a —oo, la funcién esté
por debajo de la asintota.

93. Calcula las asintotas de estas funciones y haz su representacion grafica.

X+3 6X X2 —1
X —4 b)f(X)ffo X241

a) Asintota horizontal: X//'m i((—Jrj =1-y=1

a) fx) =

Asintota vertical: x —4=0—x=4

YA

N
|

b) Asintota horizontal: /im X _ 6—y=6
K=o X — 4

Asintota vertical: x—4=0—x=14
Y

<y
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2 J—
c) Asintota horizontal: /im X2 1 T-y=1
xoo0 X% 41

Asintota vertical: x* +1>0 Vx € R — No existe.
y

94. Sea la funcion:
X3
fX) =——
1—x?
a) Encuentra los maximos y los minimos de la funcion.
b) Determina las ecuaciones de sus asintotas y la posicion de la curva respecto de ellas.

¢) Construye un esbhozo de la grafica de la funcion.

2 )= 32 (1— xH) — x(—=2x) _ 3x? — x4
(1—x?? (1—x?%?
32— x* x=0

7“_)(2)2 =0->3*—x —O—>{X i\/g
6x — 41— x> — (3% — x- 20— x)(=2%) _ 6x+ 2x°

f” — =
" (1= X (1= x?

3f

f”(—ﬁ) Y2 5 0 Enx =—+/3 tiene un minimo.

f"(0) = 0 — En x = 0 no tiene un méximo ni un minimo.
f”(\/?) = —i <0 = En x = /3 tiene un maximo.

b) Domf=R —{-1,1}

lim f(x) = 400
=l — x = —1 es una asintota vertical.
lim f(x) = —oc0
x—=—1"
im f(x) = +oo
il — x = 1 es una asintota vertical.
lim f(x) = —o0
x—T"
X/L@ f(x) = —o0 = No hay asfntota horizontal.
3
m= lim @:/im X =1
X4 x x>+ x — x3
3 3 3
n= lm [f(x) —=mx]= lm { X +x]: lim M:O
X—=+x% X2+ | 1 — XZ X—=+w Ti— X2
Asintota oblicua: y = —x
Six = 1000 — f(x) — (—x) < 0 — Cuando x tiende a +ox, la funcion esta
por debajo de la asintota.
Six =—=1000 - f(x) — (—x) > 0 — Cuando x tiende a —o0, la funcién esta

por encima de la asintota.
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Q) Y
0
\LL :
——— -
M2 X

95. Estudia la posicion de la grafica de estas funciones respecto de sus asintotas y haz
su representacion grafica.
X2+ 2 X2

A =3 X —1

2 _ 2
X 2 d) ) = X

=SS 3]

a) Tiene una asintota vertical en x = 3 y no tiene asintota horizontal.

Tiene una asintota oblicuaeny =x + 3.

X242

Enx<3: < X + 3 — La gréfica esta por debajo de la asintota.

2
x_+32 > X + 3 — La gréfica esta por encima de la asintota. T

N\

En x> 3:

ox*42 — ! }

fim =—00 L, T

M3 /,//
2 .

lim % +2:+oo

x=3" X —3 Z

~

g gt R R [P P RN A Y A A N )

HEEEE XA

b) Tiene una asintota vertical en x = 3 y no tiene asintota horizontal. Y

Tiene una asintota oblicuaeny =x + 3.

2
X 732 < X+ 3 — La grafica estad por debajo de la asintota.

En x<3:

2
Enx>3: X —2

> X + 3 — La gréfica esta por encima de la asintota.

.
7
v,
/)

c) Tiene asintota vertical en x =1y no tiene asintota horizontal. Tiene asintota Y
oblicuaeny=x+1. 1 \ /

2
Enx<1: X—1 < X+ 1— La grafica esta por debajo de la asintota. 1 -

— 7

X2 - [ . , 1
> X +1— La gréfica esta por encima de la asintota. ————

X =1 / __\ 2 : :X
. X2 /
lim =—00

x=1 X —1
ox?

lim =400
x=1 X —1

Enx>1:
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d) Tiene asintota horizontal en y =1y no tiene asintota vertical ni oblicua.

x? - [ . ,
P <1— La grafica estd por debajo de la asintota.

W ER —

Y

N

96. Estudia y representa estas funciones racionales.

B+ X

a) fi) = ~—7 0 f(x)f27X
X2 —2X 41 2X*+2x — 4
b) () = ———— DW= e

a) Domf=R — {2}

o 5x+1
lim =
X2y 2

- 5x+1
lim
x=>2F y 2

; 5x +1
lim

X—=+ow X—Z

— X = 2 es una asintota vertical.

=5 — y =5 es una asintota horizontal.

Al tener asintota horizontal, la funcion no tiene asintota oblicua.

Punto de corte con el eje X: [—; O]

Punto de corte con el gje Y: [O, —;]

P00 = Sx—2—(x+1 _ —11
(x—27 (x =27

f'(x) < 0 = f(x) es decreciente en (—o0. 2) U (2. 4+00).

La funcién no tiene maximos ni minimos.
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b) Domf=R — {3}

X =241
im —————— = —
- x—3 > x=3 i i
5 = 3 es una asintota vertical.
X =241
lim ——— = 40
x—3* X —3
) 2_x+1
//m+ % = 400 — La funcidn no tiene asintota horizontal.
X—+o00 X —
X =241
m = //m 273 =i
X—+00 —
X X — Asintota oblicua: y = x 41
) X2 =241 x4+
n= lm |——————x|= Im =
X+ W— 3 X4 W 3

Punto de corte con el eje X: (1, 0)

Punto de corte con el eje Y: [O, —;]

x =D =3)—=(*=2x+1) x2—6x+5

)= =
(x — 3y (x =3y
x2—6x+5:0—>{xz1
X=5
f'(0)>0 f'(2)<0 f'(4) <0 f'(6) >0
> | | = | X
| | |
0 1 2 3 4 5 6

f(x) es creciente en (—oo, 1) U (5, +0) y es decreciente en (1, 3) U (3, 5).

Méximo: (1, 0) Minimo: (5, 8)

Y

...............

¢ Domf=R —{2}

2

li = 400
X—2" —

2 2X — X = 2 es una asintota vertical.
lim = —00
x—2" 2 e 3

2
lim ° = 400 — La funcion no tiene asintota horizontal.
X—+o00 =<
2

m =i = =]

x>t Dy — x

— Asintota oblicua: y = —x —2
) X2 .

n= lim +x|= i =)

x>t | Dy x>t )y
Punto de corte con los ejes: (0, 0)
) X2 —x)+x2  4x —x?
f'(x) = =

2—x7 2—x7
dx —x>=0—> {X =
W=
f(=1)<0 f(1)>0 f(3)>0 (5 >0
. | | | i
T T ’ T
-1 0 1 2 3 4 5
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f(x) es decreciente en (—oe, 0) U (4, +o0) y es creciente en (0, 2) U (2, 4).
Méximo: (4, —8) Minimo: (0, 0)

|
]

T

d) Domf=R —{-3, 2}

2 —
o 2024
Xx—-=3" w
X" +x—6 — x = —3 es una asintota vertical.
X2 —4
im ——————— = —»
=3 x4 x—6
P4+ 2x—4
lim — =
X—=2" =
X+ x—-06 — X = 2 es una asintota vertical.
X 2x—4
im ———————— = 4w
=2 x4 x—6
o XP42—4
lim e 1— y = Tes una asintota horizontal.

X—+w XZ i 6
Al tener asintota horizontal, la funcion no tiene asintota oblicua.
Puntos de corte con el eje X: (1,0) y (—2, 0)
) 1
Punto de corte con el eje ‘/:[—3, 2]

—lex —8

f'ix) = ———"—
(x* + x — 6)?

—16)(—8:O—>><:—l
2

f'(-4)>0 f'(=1)>0_ f(0)<0 f'(3)<0

1
I

—4 -3 -1 1 0 2 3
2

1

f(x) es creciente en (—oo, —3) U|—3, ] y es decreciente en [—; 2 U (2, 4+00).

2
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97. Representa estas funciones racionales, analizando sus caracteristicas.

X X2+ 4x + 2
a) f()()fm d) f(X)*T
X+ 2x+3 2x
b) f) = 2 o) =
) 160 X2+ 2x+1 e X+x—56
X+5 X—3
O =2 R f(X)f(xM)(xfw)
a) Domf=R —{-1,4}
i ¥:—oo

x> x2_3x —4 . ,
— x = —1 es una asintota vertical.
. X
lim S = 400
xo=T X2 —3x—4

X

im ———— = —
=4 x2 _3x— 4 ) ,
— x = 4 es una asintota vertical.
’ X
lim ——————— = 400
x4t x2 3y —4
. X ; :
im —————— =0 — y =0 es una asintota horizontal.

xoto x? 3y 4
Al tener asintota horizontal, la funcién no tiene asintota oblicua.

Punto de corte con los ejes: (0, 0)

, X —3x —4 —x(2x —3) —x?—4
f'(x) = =
(x? — 3x — 4)? (x? —3x — 4)?

f'(x) < 0 = f(x) es decreciente en (—oo, —1) U (—1, 4) U (4, 4-c0).

La funcion no tiene maximos ni minimos.

Y
)
oA
e R M g e
1 2: X
b) Domf=R —{-1}
2!
Xh+3
o= X2 4 2x 41 ] .
— x = —1es una asintota vertical.
x> P oxmE
im ——————— = 4o
K== X2 Ox 41
. 242 3
lim ETATS 1— y = lTesuna asintota horizontal.

xote )2 4 Ox 41
Al tener asintota horizontal, la funcién no tiene asintota oblicua.

Punto de corte con el eje Y- (3, 0)

F) = X+ D0+ 2+ 1) =+ 2x+3)2x+2)  —4x—4
4+ 2x +1)? 4+ 2+ 1)
—4x—4=0—>x=—-1¢Dom f
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f'(x) > 0six< —1— f(x) es creciente en (—oo, —1).
f'(x) < 0six>—1— f(x) es decreciente en (—1, +o0).
La funcién no tiene méximos ni minimos.

Y

f(x)

! ] X
¢ Domf=R —{-1,4}
lim _ WHE = 400
k=T x2o 3§ 4 ) )
— x = —1 es una asintota vertical.
) X+5
im ——————— = —o0
x==T x2 _3x — 4
) X+5
im ——— = -
=4~ x?2 _3x — 4 ) i
— x = 4 es una asintota vertical.
y X+5
im ————— = 400
x4t x2 3y —4
X+5

lim = 0 — y = 0 es una asintota horizontal.
x> x2— 3y — 4
Al tener asintota horizontal, la funcién no tiene asintota oblicua.

Punto de corte con el eje X: (=5, 0)

Punto de corte con el gje Y- [O, —%]

X2=3—4—(x+52x—3 —x>—10x+11

f'ix) = =
(x% = 3x — 4)? (x? = 3x — 4)?
_2_ _—
AL ]OH”:o—>—x2—10x+11:o—>{x— i
(X% = 3x — 4)? x=1
f'(3)< 0
r-19<0, F(=2>0 1(0)>0 / re<o
=
—12 =11 -2 =10 1 3 45

f(x) es crecienteen (—11, —=1) U (— 1, 1) y es decreciente
en (—oo, —11)U(1,4) U (4, +o0).

1
animo:[—ﬂ, —] Méximo: (1, —1)
25

)

‘ I

‘ h
U

2

i
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d) Domf=R — {0}

2,
X H4x 42
//m +—+ = 400
x—0" XZ | .
— x = 0 es una asintota vertical.
X2+ 4Ax+2
lim —————— = 40
x—0" X2
2
X 4 4x 42 . .
lim +72+ =1— y = T esuna asintota horizontal.
X—>400 X

Al tener asintota horizontal, la funcion no tiene asintota oblicua.

Puntos de corte con el eje X: (—\F -2, O) y (\F -2, O)
F) = X+ 8- X=X+ 4Ax+2)-2x  —4x—4
(X2)2 X3

—Ax—4=0—->x=-1

f'(=2)<0 f'(=0,5 >0 f'(1)<0
l ]
T I

-2 —1 —0,5 0 1

f(x) es decreciente en (—oe, —1) U (0, +0) y es creciente en (—1, 0).
Minimo: (=1, 1)
14

1)

777777 = 0 )
e) Domf=R —{-3,2}
) 2x
lim g T = —o0
X¥rd XX — . .
& — x = —3 es una asintota vertical.
2 2%
im ———————— = 4w
x——3+ X2 s 6
; 2X
lim —————— = —»
X—2" X2 e 6 , .
— x = 2 es una asintota vertical.
’ 2%
im ————— =+
=2 x2 4 x —6
: 2X . .
im —————— =0 — y = 0 es una asintota horizontal.

x—4oo X2 +x — 6
Al tener asintota horizontal, la funcion no tiene asintota oblicua.

Punto de corte con los ejes: (0, 0)
F) = 27+ x—6) =22 +1) =27 —12
(x*+ x —6)? (xX* 4+ x —6)°

f'(x) < 0 = f(x) es decreciente en (—oo, —3) U (—3, 2) U (2, +00).

La funcion no tiene maximos ni minimos.
14
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fy Domf=R —{-1,1}

) X—3

im ———— = —0
x—>—T1 —

b+ ])(); R — x = —1es una asintota vertical.

lim o Xme +o0
=1 (e )= 1)

. X—3

//m ﬁ = +OC
X1 =

b+ )<X3 ) — x = les una asintota vertical.
X —

im ——— = —»

=T (x +1)x —1)
) X —

im —————

x>t (x 4+ 1)(x —1)

Al tener asintota horizontal, la funcion no tiene asintota oblicua.

=0 — y = 0 es una asintota horizontal.

Punto de corte con el eje X: (3, 0)
Punto de corte con el eje Y- (0, 3)
X—1=Kx—=3)-2x —x*4+6x—1

filx) = =
(x2—1)? (x2—1)?
— 2 ==
e ol R P U O R P
x> =1y
f'(—=2)<0 f'0)<0 £(0,5) f'2)<0 f'(6) <0
] | ] S
T I T
-2 —1 0/ 05 1 2 34242 6
3-22

f(x) es decreciente en (—oo, — 1)U (—1, 3— 2\/5) U (3 + 2\/5, +oc>
y es creciente en (3— 2\/5, 1) u (1, 34 26)

34242, # Mfmmoz[a—zﬁ, ”iﬁ]

Maximo:

Y

98. Estudia y representa las siguientes funciones.

X+ 2x2+ 1 X2 —1
A= 9=
X>—3x+2 X2+ 1
b) 1) = —7—— d) ) =

a) El dominio vendra dado por todos los nimeros que no anulen el denominador. Por tanto, Domf =R —{+1} .

No tiene puntos de corte con el eje X, ya que f(X)=0VX€ER.
Punto de corte con el eje Y:

x=0— f(0) =—1 — El punto de corte es (0, —1).

No tiene asintotas horizontales.

Tiene asintotas verticales en X =41.
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(x* -1y X=4J3 |F(x)<0en (o0, —V3)UO, NU(1++3)

La funcién decrece en (—oo, —\/§) U(0,DU(1++/3) y crece en (/3,1 u(=1, O)U(\/§, +oo) )

2(x —3x* +15x* +3)

Se calcula la segunda derivada "(x)= 3
(x*+1)

y se evalla en los puntos criticos:

f(—v3)=12>0 — x = —/3 minimo

f"(0) = —-6— x =0 maximo

f(J3)=12>0 — x = /3 minimo

Y

b) El dominio vendra dado por todos los nimeros que no anulen el denominador. Por tanto, Domf = R—{1} .
Punto de corte con el eje X:
f(x)=0—X=2— El punto de corte es (2, 0).
Punto de corte con el eje Y:
X=0—f(0)=—2— El punto de corte es (0, -2).
No tiene asintotas verticales.

Tiene asintota horizontal en y = 0.

f,(X)__X2+4x+3 f’(X)<OenX6(—00,2—\/7)U(2+\/7,+00)_)f(x)Crece_
()(2+x+1)2 F(x)>0enxe(2-+7,2+7)— f(x) decrece.
f"(x)—Z(X3_6X2+9X—1) f2—=7)>0— x =2—+/7 es minimo.
(X2+X+1)3 f24+7)<0— x =2+~/7 es maximo.
Y
]__
.\ . {/ﬂ >
AW,
\Y4
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c) El dominio, vendra dado por todos los nimeros que no anulen el denominador. Por tanto, Domf = ]R—{—1}.
Punto de corte con el eje X:
f(x)=0— x=1— El punto de corte es (1, 0).
Punto de corte con el eje Y:
X=0—f(0)=—1— El punto de corte es (0, -1).
Tiene asintota horizontal en y = 0.

f'(x)<0enxe(—oo,0)U(2, +00) — f(X) crece.
f(x)>0enx e(0,2) — f(x) decrece.

, X(x—=2)
f(X)Z———>
(XZ—X+'I)2 [

26 —3x% +1) f"(0)=2>0— x =0 minimo

== =1, 2 »
(x*=x+1) f(2):?<0—>xz2maxmo
y
——— /1 X
N1/

d) El dominio, dado por todos los nimeros que no anulen el denominador. Por tanto, Domf = R—{—1} .
No tiene puntos de corte con el eje X, ya que f(X) =0 WX €R.
Punto de corte con el eje Y:
X=0—f(0)=1—El punto de corte es (0, 1).
Tiene asintota vertical en x = -1.
Tiene asintota horizontal en y =0.

) — _X(*+3x2-2) [f’(x) <0enxe(—oo, —NU(=10)U(0,596; + c0) — f(x) crece

(x3 4 1)2 - f(x)>0enx e (0;0,59)— f(x) decrece

_x(x3 +3x-2)

Puesto que f'(x)= >
(x°+7)

seanulaenx =0y en x=0,596. Calculamos la segunda derivada:
. 2x8 +6x* —7x3 =3x +1
) = (x° + i +7
(x*+1)
f(0,596) = —1,650 < 0 — X = 0,596 maximo
f(0)=2>0— x =0 minimo

, que si es evaluada en los puntos criticos, se obtiene:

Y
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99. Relaciona cada una de las siguientes caracteristicas con la funcion que las posea.

= SU maximo es (0, —1).

f()_x3+x2+x .()_x2+1
= Tiene dos asintotas verticales. X) = 10 1) =="3
= La tangente es horizontal parax =1y x = —1. . x2+1
. gx) =x*—2x2—1 J) = —;
= SU maximo es (1, 4). X*—2
= Es creciente siempre. h(x) = —x*+3x + 2 kix) = —x2 — 2x — 1

* Sumaximo es (0, —1) y la tangente es horizontal parax=1y x=-1.
Son caracteristicas de g(x) =x* — 2x* — 1:
g =4x*-4x-gX)=0—-Xx=+1yx =0
La derivada en los puntos x =1y x =—1 es 0, con lo que la tangente sera horizontal en esos puntos.
g (X)=12x* -4 - g(0)=—-4 <0 — x =0 maximo 8(0)=—-1—(0, — 1) maximo

= Tiene dos asintotas verticales.

Es caracteristica de j(x)=
Las asintotas horizontales se tienen cuando el denominador se anula. En este caso en se tienen dos asintotas:
enx=-2yenx=2.

* Sumaximo es (1, 4) y la tangente es horizontal parax=1y x =-1.
Son caracteristicas de h(x) = —x3 +3x + 2

h(X)=-3x>+3—=h(X)=0— X ==+1
h'(X)=-6—-h"()=-6 <0 — x =1maximo
h(1) =4 — (1, 4) maximo

» Escreciente siempre.

X+ X+ x

Es caracteristica de f(x) 0

_3X 42X 41

) 10

>0 Vx € R — f(x) siempre crece.

i(x) y k(x) no cumple ninguna de las caracteristicas.

100. Estudiay representa las siguientes funciones.

a) fi) =1+ex3 ) fx) =3-ex
e 3—¢ef
b) fx) = N d) f(x) = >
a) El dominio de las funciones exponenciales coincide con el dominio de su L

exponente. Como su exponente es un polinomio, Domf =R,

No tiene puntos de corte con el eje X.
Punto de corte con el eje Y: /
X =0—f(0)=14€> —El punto de corte es (0, 1 + €3). /
Tiene asintota horizontal en y =1 cuando x — —oo.

No tiene asintotas verticales.

fX)=1+e" S f(X)=e" >0 vx e R — f(x) es siempre creciente.

<y
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b) El dominio de las funciones exponenciales coincide con el dominio de su
. R A
exponente. Como su exponente es un polinomio, Domf=R. L& I

No tiene puntos de corte con el eje X.
Punto de corte con el eje Y: T I

e’ 1 1
X =0— f(0)==— = — — El punto de corte es [O,f].
(0) 23 p 5

Tiene asintota horizontal en y =0 cuando x — —oo. /
No tiene asintotas verticales. 1

e
f(x)=
(x) 2

<y

—f(x)=e" >0 ¥xeR — f(x)essiempre creciente.

El dominio de las funciones exponenciales coincide con el dominio de su Y
exponente. Como su exponente es un polinomio, Domf =R,

C

-

No tiene puntos de corte con el eje X.

Punto de corte con el eje Y: \\
X =0—f(0)=32 — El punto de corte es (0, 3e).

Tiene asintota horizontal en y =0 cuando x — +o. |
No tiene asintotas verticales. 1
f(x)=3e"" - f(x)=-3e"" <0 ¥x € R — f(x) es siempre decreciente. T

=y

d) El dominio de las funciones exponenciales coincide con el dominio de su
exponente. Como su exponente es un polinomio, Domf =R,

Punto de corte con el eje X:

3—-e 7

0=

—3=e"— x=In3— El punto de corte es (In 3, 0).

Punto de corte con el eje Y: 1

3-¢e° 2
X=0—f(0)= > :5:1—>EIpuntodecortees(O,l).

Tiene asintota horizontal en y :g cuando x — —o. \

No tiene asintotas verticales. \
e \

f(x) —f(X)= % <0 VxeR — f(x) es siempre decreciente. |

101. Estudia y representa las siguientes funciones.

a) fo():£.2x+2 C) f()():4+<l>)(4
5 3
,I X+1 ,I 2—Xx
b) fx) = 3-(3) d) fix) = (I)

a) El dominio de las funciones exponenciales coincide con el dominio de su exponente. Como su exponente es
un polinomio, Domf=R.

No tiene puntos de corte con el eje X.

Punto de corte con el eje Y:

X:O—>f(0):%22:%—>EI punto de corte es [Og] I /

Tiene asintota horizontal en y =0 cuando x — —cc . /

No tiene asintotas verticales. !

f(x)= %2**2 —f(x)= %2“2 IN2>0 ¥x €R — f(x) es siempre creciente y, como

f’(x) no se anula en ningun punto, no tiene maximos ni minimos.
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b) El dominio de las funciones exponenciales coincide con el dominio de su exponente. Como su exponente es
un polinomio, Domf=R.

No tiene puntos de corte con el eje X.

Punto de corte con el eje Y:

1
xX=0—f(0)= 3[1] _3 — El punto de corte es [O, E] .
2 2 2

Tiene asintota horizontal en y =0 cuando x — +oo.

7

No tiene asintotas verticales. 1 ! 13 ' X

X+1
f(x)= 3[%] —f(X)=-2""IN8 <0 Vx € R — f(x) es siempre decreciente y,

como f (x) no se anula en ningln punto, no tiene maximos ni minimos.

C

~

El dominio de las funciones exponenciales coincide con el dominio de su exponente. Como su exponente es
un polinomio, Domf=R.

No tiene puntos de corte con el eje X.

Punto de corte con el eje Y:

-1
X=0—f(0)= 4+[%] =7 — El punto de corte es (0, 7).

Tiene asintota horizontal en y =4 cuando x — +oo. \

No tiene asintotas verticales.

X-1
fxX)=4+ [%] —f(x)=-3""In3<0 ¥x € R — f(x) es siempre decreciente y,

como f (x) no se anula en ningln punto, no tiene maximos ni minimos.

-

<y

d) El dominio de las funciones exponenciales coincide con el dominio de su exponente. Como su exponente es
un polinomio, Domf=R.

No tiene puntos de corte con el eje X.

Punto de corte con el eje Y- v

R 1 Il I
X=0—f(0)=—=— — El punto de corte es |0,—|.

16 16 16 1

Tiene asintota horizontal en y =0 cuando x — —oo.

No tiene asintotas verticales.

-

fX)=4"2 = f(x)= %4* >0 Vx € R — f(x) es siempre creciente y, como f '(x) i ; =

no se anula en ningln punto, no tiene maximos ni minimos.

<y
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102. Estudiay representa las siguientes funciones.

a) f(x) = log, (2X) d) fx) = log, (x — 1)
b) ) = log, (x + 1) &) 1) = m(%)
€) f(x) = log1 x f) foo:'”(xuw)

a) La funcién logaritmica esta definida cuando su argumento es mayor que 0.

2X>0—X>0—-Domf =(0, +o0)

Puntos de corte con el eje X:

O=|Og32XH2X=3°=1HX:%HE| punto de corte es [%O]

No tiene puntos de corte con el eje Y.
No tiene asintotas horizontales.

Tiene asintota vertical en x = 0.

f(x)=log,2x —f'(x)= ﬁ >0 Vx>0— f(x) es siempre creciente.

b) La funcidn logaritmica esta definida cuando su argumento es mayor que 0.

X+1>0—=Xx>-1=Domf =(—1,+o0)

Puntos de corte con el eje X:

0=log,(Xx +1)—x+1=2"=1— x=0— El punto de corte es (0, 0).

Punto de corte con el eje Y:

X =0—1f(0)=10g,(0 + 1) =log,1=0— El punto de corte es (0, 0).

No tiene asintotas horizontales.

Tiene asintota vertical en x = —1.

1

f(X):|082(X+T)—>f(X):m

~

C
X>0—=Domf=(0, 4+ o0)

Puntos de corte con el eje X:

0
=1— X =1— El punto de corte es (1, 0).

1
0=log, x x:[—
g% i 3

No tiene puntos de corte con el eje Y.
No tiene asintotas horizontales.

Tiene asintota vertical en x =0.

f(x)=log, x — f'(x):L1
3 X In[—]

3
f’(x) no se anula en ningun punto, no tiene maximos ni minimos.
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d) La funcién logaritmica esta definida cuando su argumento es mayor que 0.

X=1>0—=x>1—=Domf =(1, +o0)

Puntos de corte con el eje X:

Y
0=log,(x =) — x—-1=5"=1— x =2 — El punto de corte es (2, 0).
No tiene puntos de corte con el eje Y.
No tiene asintotas horizontales. T =T | | —
—— | .
. X
Tiene asintota vertical en x = 1. i
fix)=log, x —f(x)= ﬁ >0 vx >0 — f(x) es siempre creciente y, como
f’(x) no se anula en ningun punto, no tiene maximos ni minimos.
e) La funcién logaritmica esta definida cuando su argumento es mayor que 0.
%>OHX>OHD0mf=(O,+oo)
Puntos de corte con el eje X:
0= In[%] — X =1— El punto de corte es (1, 0). !
No tiene puntos de corte con el eje Y.
No tiene asintotas horizontales. T
. , . HEENY X
Tiene asintota vertical en x =0. ~_|
1 -
f(x)= In[%] —f(X)= —% <0 ¥x>0— f(x) es siempre decreciente y, como
f’(x) no se anula en ningln punto, no tiene maximos ni minimos.
f) La funcién logaritmica estd definida cuando su argumento es mayor que 0.
——>0vxeR—Dom f=R
X2 +1
Puntos de corte con el eje X:
0=In % — 21 =e’=1-x=0— El punto de corte es (0, 0).
X“+1) X +1
Puntos de corte con el eje Y:
X=0—f(0)= m[021+1] =In1=0— El punto de corte es (0, 0).
No tiene asintotas horizontales.
No tiene asintotas verticales. Y
. 2X )
fX)=——; >0enx e(—oo,0) — f(X) es creciente.
1 X“+1
f(X) =In o — oy
ot f'(x):—X2 1<0 enx €(0, + oco) — f(X) es decreciente. LA
" // I\ X
Como en (0, 0) la funcidn crece por la izquierda y decrece por la derecha, es / TN
un maximo. 1 ™~
Parax =0,f (x)=— 2x =0 — No existen mds maximos o minimos.

X241
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103. Se ha estimado que el gasto de electricidad de una empresa, de 8 a 17 horas, sigue esta funcion
E(t) = 0,01t* — 0,36t%2 + 4,05t — 10

donde t pertenece al intervalo (8, 17).

a) ¢Cual es el consumo eléctrico a las 10 horas? ;Y alas 16 horas?
b) ¢En qué momento del dia es méaximo el consumo? ¢Y minimo?
¢) Determina las horas del dia en las que el consumo se incrementa.

a) E(10)=45
E(16) =36

=

b) E'() = 0,03t — 0,72t + 4,05

003t2 — 072t + 405 =0 — {1 = °
=15
E"(t)= 0,06t — 0,72
E"(9) =—0,18 <0 — Ent = 9 tiene un maximo.

E"(15) = 0,18 > 0 — En t = 15 tiene un minimo.
Por tanto, el consumo es méaximo a las 9 horas y es minimo a las 15 horas.

¢) Como t= 9 es un maximo, el consumo crece de las 8 horas a las 9 horas.

Del mismo modo, como t = 15 es un minimo, el consumo crece
delas 15 horas alas 17 horas.

104. Los beneficios de dos empresas, A y B, vienen determinados por las funciones f, y f, donde x
se mide en afnos.

75X £ = 100X + 4
X2+ 100 r X2+ 150
Realiza el estudio de las cuestiones que se plantean a continuacion.

fA (X) =

a) ¢Durante cuanto tiempo obtienen ganancias?

b) ¢Cuales son sus maximos beneficios y cuando se producen?

¢) ¢Cudl de las dos empieza antes a notar un descenso en los beneficios?
d) ¢Enalgln momento tienen pérdidas?

a) Se obtendran ganancias siempre que los beneficios sean superiores a 0:

75x 100x + 4
—>0W>0 — >0 Vx>0
X% 4100 X2 +150

Es decir, siempre van a tener beneficios.

, 75(x* —100) . —A(25X% +2x —3750) 1
b) f,(X)=————=0—-Xx=10 £, ()= =0—X=—(14+./93751
) 100 (X% +100)? 5 ) (X2 +150) 25( * )

Para comprobar si es maximo analizamos la segunda derivada.

L 150x(X? —300) . 3
£, () = ROXOE=30) g 23 g
s == oop e 10= 5
L 825X +3x? —11250x — 150) [ 1 ]
£7(x) = £ 1L (2 4 93757) | ~ —0,026 < 0
s X) (X? 1 150)° — 552+ ) <

Como en ambas funciones el candidato tiene signo negativo en la segunda derivada, es un maximo.

Los maximos beneficios son:
15 1 1
f0=7 @[£(2+1/93 751)]:%(1%/93 751)
c) Dado que % < 7—15(1—1—1/93 751) , la primera empieza a notar antes que la segunda el descenso de los beneficios.

d) En ninglin momento tienen pérdidas ya que las funciones son mayores que 0 siempre.
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105. Un banco ofrece a sus clientes un plan en el que su capital se incrementaria segun la funcién
f(x) = 0,0001x* — 0,04x?%, donde x se mide en miles de euros. Realiza un estudio para determinar
a partir de qué cantidad es rentable esta operacion, si el banco les pone un limite de 50000 €
de inversion.

FX) — C X, [x=0 _ [fx<0en(0,20)
_[%] 25 H{x=2oﬂ f(x)>0en (20,50)

Se calcula la primera derivada, para ver en qué intervalos f(x) crece y en cuales decrece.

, Ax®  2x x=0 f(X)<0—0< X <14,14213
f(X):ﬁ77:O~> —
0" 25 X =200 = 14,14213  F(X)>0— 14,14213 < X < 50
2
_ 12X 2 14,14213) > 0 — x = 14,14213 es Minimo
10000 25

A partir de 20 000 € es, rentable ya que la funcién es positiva y creciente.

106. La temperatura, en grados centigrados, a lo largo de una fria noche de invierno en una localidad

2 __ _
vario de acuerdo a la funcion f(t) = % donde t = [0, 8] es el tiempo medido en horas.

&

$Qué temperatura habia a la una de la manana? ;Y a las cinco?

$A qué hora habia 0 °C? ;Y —3°C?

JEn qué intervalo de tiempo la temperatura descendia? ;Y en cual ascendia?
(En qué periodo de tiempo la temperatura fue negativa? ¢Y en cual fue positiva?
;Cual fue la temperatura maxima? ¢Y la minima?

Realiza una grafica que ilustre la variacion de temperatura en esas ocho horas.

1-5-6_ 10_ o0
2 2

f(5):m:,§:73oc
2 2

>eccog

a) f(=

2
b) Ozﬁﬁttsr%:oat:é

2 g4 t=
—3:$—>t2—5t—é:—é—>t2—5t:o—>{

o f'(t):szoﬂtzgzm’BOmin

Asciendeent e [—2 8] y desciende ent e

0,2
2

d) Como f(t) =0 cuando t = 6, la temperatura es negativa en { €0, 6) y positivaen t€(6,8].
e) La temperatura maxima se alcanza en uno de los extremos, en f(8) =9.

La temperatura minima se alcanzara en t:g, y sera f[g] = 7%900
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f)

Temperatura 3

(°C)

Tiempo (h)

107. Una empresa que saco al mercado un nuevo dispositivo tecnoldgico, determiné que la cantidad
. . . . . .. a?
de unidades vendidas en los primeros 60 dias se ajustaba a la expresion f(d) = 100 + 15d — VE

donde d es el tiempo medido en dias. Calcula lo siguiente.

a) (En qué intervalo de tiempo las ventas aumentaron? ¢En cuél disminuyeron?
b) ¢Cuantos dispositivos vendio el primer dia que salieron a la venta?
¢) ¢Qué otro dia vendio las mismas unidades que el primero?
d) ¢Qué dia vendid mas unidades? ;Cuantas?
)

e) ¢Qué dias se vendieron 300 unidades?

, d f(d)>0—d<30
a = ——=0—-=d= —
) Fd=15 2 0—d=30 f(d)<0—d>30

El intervalo de ventas aumenta durante los primeros 30 dias, y disminuye en los siguientes 30.
b) f(1)=100 +157% = 115,25 ~ 116 dispositivos vendidos el primer dia.

2
c) 15d — % =15,25—d =1y d =59 el primer y el quincuagésimo noveno dia.

d) El dia 30 es un candidato a maximo, porque la derivada se anula en ese punto.
f(d) = f% <0— d=30es el dia que mas unidades se vendieron. En total fueron:

f(30) =100 + 450 — % = 493,75 ~ 494 dispositivos.

2
e) 300:100+15d—%—>d:20yd:40.
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108. El numero de visitantes que acuden a una exposicion fotografica durante las dos semanas
de duracion de la misma ha variado segtin la funcion
N(t) = —t3+24t2— 11t + 570 si1<t<14
donde t representa el dia.
a) ¢Cuantos visitantes hubo el dia de la inauguracion?

b) .Y el dia de la clausura?
¢) ¢Qué dia tuvo lugar la asistencia maxima de visitantes? ;Y la asistencia minima de visitantes?
)

d) ¢Cuéles fueron los valores maximo y minimo del nimero de visitantes?
a) N(1) =582 visitantes el dia de la inauguracion.
b) N(14) = 2 376 visitantes el dia de la clausura.

c) N(t)=-3t" +48t—11>0para 1<t <14, por lo que su maximo y su minimo se encontraran en los extremos del
intervalo.
El minimo se tendra en N(1) y el maximo en N(14).

d) De nuevo, los valores maximo y minimo vendran dados por N(14) y N(1).

109. Los gastos de mantenimiento de la maquinaria de una determinada empresa en miles de euros,
G(x), vienen dados en funcion del tiempo, x, medido en meses, que dicha maquinaria lleva en
funcionamiento. La expresion de G(x) es:

—%+3 sio<x<15
G(x) = _

bx— 60 si x> 15

X+ 15

a) Calcula los intervalos de crecimientoy decrecimiento de la funcion.

b) ¢Qué sucede a medida que va transcurriendo el tiempo?

¢) ¢Alcanza la funcion alglin maximo o minimo?

d) Realiza un estudio para determinar a partir de qué cantidad es rentable la inversion.

-— si0<x <15
a) G(x)= 15 = G'(x)<0 enxe(0,15)
150 _ six>15 G'(x)>0 enx>15
(x+15)

G(x) decrece en los 15 primeros meses y crece a partir de ahi.
b) Empieza decreciendo el gasto durante los primeros 15 meses y a partir de ahi comienza a crecer.

c) Como la derivada no se anula, se alcanza un maximo en el extremo x =0, porque es decreciente, y un minimo
en x =15, porque decrece a la izquierda y crece a la derecha.

d) La inversion sera rentable durante los 15 primeros meses, porque el gasto decrece, y siempre que el gasto sea
menor que en el momento inicial, es decir, G(x) = 3. Esto ocurre cuando:

3:6X760

—3X+45=6x—-60—3Xx=105— Xx=35
X+15

Por lo que se concluye que la inversidon sera rentable durante los primeros 35 meses, puesto que el gasto de
mantenimiento no excede el inicial, como para necesitar comprar una maquinaria nueva.
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110. Determina cual de las dos funciones crece mas rapidamente en el punto x = 1y encuentra
la representacion grafica que mejor lo muestre.

2X

fX) =x—4-— Y2

g =x+2— 3
2X . 4 , 2 5
fX)=x—4——=2_  |fO=1- f=1- ==

X+2 (x+2f I )

g =x+2-—— |gro=1+—>_ |gh=1+-—_-7
X=3 (x—3)? (1-37 4

Y como la derivada en ese punto representa la pendiente de la funcidn en dicho punto, al ser mayor esa
pendiente, se concluye que g(x) crece mas rapidamente en x = 1.

La mejor manera de mostrarlo graficamente es dibujando las rectas tangentes de las dos funciones en x = 1.
Y

P il
| ARRV
| A

W 1

i VZ

ANy L1

LA

A

111. Un investigador esta probando la accion de un medicamento sobre una bacteria. Ha comprobado
que el nimero de bacterias, N, varia con el tiempo, t, una vez que se ha suministrado
el medicamento, segun la siguiente funcion.
N(t) = 20 t3 — 510 t2 + 3600 t + 2000
a) ¢Cuantas bacterias habia en el momento de suministrar el medicamento? ¢Y al cabo de 10 horas?
b) En ese momento, el himero de bacterias esta creciendo o disminuyendo?
¢) ¢Cual es el momento en que la accion del producto es méxima?
d) ¢En qué momento empieza a notarse el efecto del medicamento?
)

e) ¢Y en qué momento empieza a perder su efecto el medicamento?

a) Sit=0— N=2000 bacterias
Sit=10— N = 7000 bacterias

b) N’ = 60t — 1020t + 3600

t=>5

=12

f'(0)>0 | f'(6)<0 f'(20) >0

6Ot2—1020t+3600:0—>{

]
: I 1
0 56 12 20

El nimero de bacterias crece hasta las 5 horas y vuelve a crecer
a partir de las 12 horas. Este nimero decrece entre las 5 horas y las 12 horas.

¢) El medicamento alcanza su maxima accién a las 12 horas.
d) Elefecto del medicamento empieza a notarse a partir de las 5 horas.

e) El medicamento empieza a perder su efecto a partir de las 12 horas.

578



Aplicaciones de la derivada. Representacion de funciones

PARA PROFUNDIZAR
112. Elige la respuesta adecuada. (Concurso de Primavera)
. 75
El valor minimo de f(x) = (x — 5)* - (x —1) es: —27 —8 =~ -3 0
Simy n son enteros, con 1 < m < n, jcuantas Cualquier
soluciones positivas tiene la ecuacion Ninguna n Una n—m numero de

X0 = X0 =i =07 soluciones
De todos los cuadrilateros inscritos en una
circunferencia que verifican que sus lados,
: i g 48 485 19 50 52
de longitudes 6 y 8 cm, forman un angulo recto,
¢cual es, en cmz, el area del que tiene area maxima?

¢Cual es el valor minimo que puede tomar
V7 -1 3 2v3 4 VB -5
) = V8x — x* — V14x — x* — 48?

hl

O f(x)=2(x+5)%1+2x)seanulaenx=-5y x =

FfX)=4(x=2)(x=-52—f(x)=0enx=2yx=5

lim f(X) = +o0

X——00

im f(x)= 400

X—+00

— f(x) toma su valor minimo en un minimo.

Fx)=4(x-2)(x—-52—>f(x)=0enx=2yx=5

Lo posibles minimos estan en x =2 y x = 5. Calculamos el valor de la funcién en estos puntos, y el menor sera
el minimo:

fl2) =27, f(5) =0 — Por tanto, el valor minimo de f(x) es —27.

o Sise deriva f(x) =x" —x™ — 1, se obtiene f (x) = nx" ~! — mx™ ~1. Igualamos la derivada a 0:

_ _ . N mm m
x™ ~Y(nx" ~™ —m) = 0. Dicha ecuacién se cumple cuando x =0y cuando X" = o X =n-m—,

n
O’ n-m E
n

solucion la ecuacion.

f(x)<0en , es decir, es decreciente en ese intervalo y como f(0) = —1, en dicho intervalo no tiene

<0, por el teorema de Bolzano, la funcidén tiene una
[m

n—-m —, o0
n

O El cuadrilatero de mayor area es el formado por el tridngulo rectdngulo de catetos 6 y 8 cm, cuya drea es

24 cm?. Y el tridngulo de mayor 4rea con base 10 cm es el isdsceles de altura 5 cm. Por tanto, el cuadrildtero
buscado tiene drea 49 cm?.

flx) =x"—x™—1es continuay, como f(2) >0y f[nrc/f

nfxfﬁilz
n

el teorema del valor medio, la solucién es Unica.

solucién en el intervalo y, porser f'(x) >0en

, es decir, es creciente en ese intervalo, por

o No es ninguna de las soluciones, porque en x = 8, f(8) = 0 y se anulan ambas raices.

Se puede reescribir f(x)= X8 = x) = /(8= x)(x —6) , donde se ve bien cémo se factorizan los polinomios de
dentro de las raices, y para qué valores se anulan.

579



Aplicaciones de la derivada. Representacion de funciones

113. Si la grafica de una funcion f(x) es la siguiente, representa de forma aproximada la funcion f(x).

Y
[
; /
X
* f(x) es creciente en (-, 1) y en (3, +x), y es decreciente en (1, 3), por lo que Y

tiene un maximo en x =1y un minimo en x = 3.

= f(x) es convexa en (—x, 2) y cdncava en (2, +), por lo que tiene un punto de

1/
inflexion en x = 2. f /
= f(x) tiene una simetria impar respecto del punto (2, f(2)). HEE / i LLX
Una posible representacion de f(x) seria:

114. Dada la grafica de la funcion f(x), representa la funcion f‘(x) de forma aproximada.

Y
o
f 1
X
/
|
|
* f’(x) es positiva en (-, —1) y en (1, +), y negativa en (-1, 1), por lo que se Y

anularenx=-1lyenx=1.

* f’(x) es decreciente en (-0, 0) y creciente en (0, +), por lo que tiene un
minimo en x = 0.

/.{/
g
\\

= f’(x) es par.

Una posible representacion de f (x) seria:

115. Calcula la altura y el volumen del cilindro regular recto de volumen maximo que puede
inscribirse en una esfera de radio 3 cm.

Aplicando el teorema de Pitdgoras se calcula el radio de las bases, que coincide con la mitad de la altura del
cilindro:

9 3 3
2)(2:32—))(: —:7:—\/5
2 202

2
El area de las bases viene dado por A, = ﬂ[gﬁ] :9—; . Por tanto, el volumen sera:

V:ABH:Q—;G\/E: 277;/5 cm?
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116. Las pérdidas o ganancias de una empresa, expresadas en centenas de miles de euros, cuando
2t—4

t+2°

a) Determina el afio en que la empresa deja de tener pérdidas.

b) ¢Es decreciente la funcion que expresa la ganancia?

¢) ¢Existe limite para las ganancias? En caso afirmativo, ¢cual es ese limite?

han transcurrido t afios, siguen la funcion f(t) =

= _8 >0 — f(t) es creciente siempre

(t+2) — Entret=0y t=2f(t)<O0.
fO)=—2yfit)=0—t=2

a) A partir de t = 2 la empresa deja de tener pérdidas.

b) La funcidn es creciente siempre.

c) Si, el limite coincide con la asintota horizontal y = 2.

117. Dibuja la grafica de la funcién que aparece a continuacion.

ax?

f0 = 22X cona < (0, +0)
X a

La funcién tiene dos asintotas verticales, x =—ay x = a.

2ax” | oo 2ax* | .
x—a | x2 — g2 - x—at| X2 — g2 -
[ 2ax? [ 2ax?
lim | |=—o0 lim | ———|= 40
xoa | x2 _ g2 x—a' | X2 _ g2

Ademads, tiene una asintota horizontal, y = 2a. La gréfica estd por encima de la
asintota horizontal:

_ —4a’x

f'(x)—xzﬂs32 — f(x)=0parax=0

Six <0, f’(x) >0 — f(x) crece. Six>0,f'(x)<0— flx)
decrece.

118. Sea la funcion:
f(x) = ax® + bx? + cx
Determina los valores de a, b y ¢ para que la representacion grafica de la funcién f(x) en el punto
de abscisa x = 3 cumpla lo siguiente.
= Tiene una inflexion.
= Su tangentees larectax — 4y + 1 =0.
Cuando hayas encontrado los valores de a, b y c, dibuja la grafica de la funcion resultante.
(Climpiadas de Bachillerato. Fase Nacional)

fX)=ax® +bx> +cx - f(R)=1-27a+9b+3c =1

f’(x):3ax2+sz+c—>f’(3):1—>27a+9b+c:% N I »

f'(X)=6ax +2b—f"(3)=0—18a+2b

Por tanto, f(x) =LX3 leZ +1X .
108 12 2 7/
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Aplicaciones de la derivada. Representacion de funciones

9. Se sabe que la funcion real f(t) es monotona creciente en el intervalo —8 < t < 8.
Se considera la funcion:

gx) = f(2x — x?)
¢En qué intervalo de valores de x se puede asegurar que g(x) es monotona creciente?
(Olimpiadas de Bachillerato. Fase Nacional)
Para que g(x) sea mondtona creciente, g’(x) debe ser mayor que 0. Calculamos la derivada de g(x):
g'()=f"(2x-x*) 02 -2x)
g’(x) es un producto de dos factores. Para que sea positiva, los dos factores deben tener el mismo signo:
2-2x>0parax<l1 2-2x<0Oparax>1
Sabemos que f '(t) > 0 para los —8 <t < 8. Por tanto:

—8<2x—x?<8 > —2<x<4— Para x<€(-2,4) f(2x—x* >0.
Por tanto:

f2x —x*>0

Para xe(-2,1)—
2-2x>0

} — g’(x) >0 — g(x) es mondtona creciente.

f2x—x?)>0

Para xe(1,4)—
2-2x<0

} — g’(x) >0 — g(x) es mondtona decreciente.

ATEMATICAS EN TU VIDA

Explica con tus palabras el concepto de sobreaceleracion o jerk.

Funcién que calcula la variacion de la aceleracion en un movimiento con respecto al tiempo.

2.Propodn algunos ejemplos donde se vea el concepto de sobreaceleracion.

582

Un acelerdn grande para adelantar rdpidamente; un frenazo ante el riesgo de colisién con el vehiculo delantero.

. Si la funcion s(t) define la posicion de un movil en cada instante t, la velocidad se define como

la derivada de la posicion, v(t) = s'(t), y la aceleracion, a(t), como la derivada de la velocidad
a(t) = v'(t).

¢Cual es la expresion de la sobreaceleracion a partir de la funcion posicion s(t)?
J(t)=s""(t)

. Si la sobreaceleracion es cero, ;qué se puede decir de la aceleracion? Valora todas

las posibilidades que pueden existir.

J(t) =0 — a’(t) =0 — a(t) = constante

La ecuacion que determina la posicion instantanea de un movil es:
s(t) = —3t2 — 2t + 62
a) Calcula la funcién velocidad v(t).

b) Halla la aceleracion instantanea a(t).
¢) ¢Cual es la sobreaceleracion que sufre el movil?

a) v(t)=s(t)=—6t-2 b) a(t) = v'(t) = -6 Q) J(t)=0





