JUNIODE 2017. PROBLEMAAL.

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y re-
suélvelo en los casos en que es compatible:

(a-1l)y+2z=-2 (3 PunTO3

x+(a 2-5a+5)z=-a+4
-1 1 a-1 1 -1
2 }2 [o a-1 2 2 J_§
-a+5 0O 0 a2bat6 |-a+3

5++/25-24 541 {azz
2

- 2 T la=3

{x+(a—1)y+z:-1
Aplicamos el método de Gauss:

1 a1l 1 -1 1 a-1 1
0 a1l 2 2 o a1 2
-at+4 0 -a+l a2-5a+4

1 0 a2-5a+5
a-1=0= a=1

a2-5a+6=0= a=

Estudiamos los distintos casos:
1°) Si a=1, el sistema es incompatible:

1 0 1|1 1 0 1}-1
0 0 2/-2[2]0 0 22
0 0 2|2 0O 0 04
2°) Si a=2, el sistema es incompatible:
1 1 11
0 1 2|2
0O 0 0]1
39 Si a=3, el sistema es compatible indeterminado y la solucién
depende de un parametro:
[é g % %J_} {x+2y+z:-1 A {x=-1-2y-z:-1+2+22-z:1+z N ;i_llﬂ(xx
00 00 2y+2z=-2 y=1z 2=0
4°) En los demas casos el sistema es compatible determi nado:
x+(a-1)y+z=-1 -(a-3) 1
(a'l)y+222'2 = Z= (a_z)(a_g) = K= a__2 = (a-l)y:-Z-ZZ:
(a-2)(a-3)z=-(a-3)

B 2  -2at4+2 B -2a+6 _ a 2a-6 1
=2 +32 =" a2 = VT @D@E2) = x=-1-(a-1)y-z=-1+ a2 ta2 -
_-a+2+2a-6+1 _a-3
= a-2 = | % a

1 3af12,

2 3af42f,

3 Como no se puede dividir por cero, tenemos que calcular los valores del parametro que
anulan los coeficientes de las incognitas que despejaremos luego (caso 4°).

4 3af.0f,
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JUNIODE 2017. PROBLEMAAZ.

Dados el punto P(1,-1,0) y las rectas r y s, halla la ecuacion general de un plano T que
sea paralelo a ambas rectas y tal que la distancia de P a nsea2:
2x-y-2z+1=0 x-1 _y_z+l

= {3x-y-4z+6:0 s =1 =0°-"1 (2 PunTO3

Como la recta r est en el plano 2x-y-2z+1=0, el vector (2,-1,-2)
es perpendicular ar.

Como la recta r también estad en el plano 3x-y-4z+6=0, el vector
(3,-1,-4) es perpendicular ar.

Por tanto, un vector direccional 1 de dicha recta es:
I [ N { R
u=|2 -1 -2 |=2i +2] +k
3 -1 -4
Por otro lado, un vector direccional de larectas esv 7=(1,0,1).

Como el plano 7 es paralelo a ambas rectas, un vector caracteris-
tico de dicho plano es:

- r r E = . —
w=i2 2 1(=2i- -2k
1 0 1
Por tanto, n= 2x-y-2z+D=0.
Por ultimo, como la distancia del punto P(1,-1,0) al plano = es 2.
_ |2-1-(-1)-2-0+D| \ 3 {3+D:6
d(P,TE )—2 = \/m =2 = |3+D|—6 = 3+D:_6 =
{D:3 n=2x-y-2z+3=0
=~ |D=-9 n=2x-y-22-9=0

1 Otra forma de obtener un vector direccional de la recta r es calculando sus ecuaciones
parameétricas, esto es, resolviendo el sistema que forman los dos planos que la determinan.
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JUNIODE 2017. PROBLEMAAS.

Calcula los siguientes limites:
lim (\2Xx2#3x+1- \[2x25x+7) y lim [cos( nx)+2 x] L/ In x (2 PUNTO3
X—>+00 X—>+1

PRIMER LIMITE :

] _1
Lim (\/2x243x+1- \[2x2-5x+7) =

. (\2X2+3x+1- A[2x2-BX+7)-( [2X2+3x+1++[2x2-5x+7) 5
X—+00

\[2X 2+3x+1+ 42X 2-5x+7

—I m 2X2+3x+1-2x 2+5x-7 3 im 8x-6 4
Cxoteo A[2x243x+1+[2X2-5x+7 Xt \[2X243x+1+~[2x2-5x+7

lim X-(8-6/x) - lim 8-6/x B
xo>tw Xe( A[243IX+LIX 24[2-BIX+TIX 2)  xotw \[243/X+1/X  24[2-5/x+7/x 2

_ 8-0 8__4\2_, N
TN2H0+0+~[20+0  2-~2 2

SEGUNDO LIMITE:

[cos(m  x)+2 x-1]
Lim[COS( mX)+2 ] S ex E [m A ):

cos(m x)+2 x-1 I -sen(n X)+2 *:In 2

e X1 In x :6 e X—1 1/x

1T - 1)+2 1. -1t -0+42-
n-sen(n -1)+2 1n 2 nOlen 2 ol 2 In 4

:e 1/1 :e :e :7e :84

1 Multiplicamos y dividimos por la expresion conjugada.

2 Operamos el numerador.

3 Simplificamos el numerador.

4 sacamos x factor comtn en el numerador y en el denominador.
SYa gue sale la indeterminacion 1 ,

6 Como sale la indeterminacion 0/0, aplicamos L'Hopital.

7 Por las propiedades de los logaritmos.

8 Por la definicion de logaritmo.



JUNIODE 2017. PROBLEMAAA4.

Demuestra que la funcion f(x)=sen (%)-\/xﬂx tiene un maximo relativo en el intervalo (1,3)
Menciona los resultados  tedricos  empleados y justifica su uso . (3 PUNTOS)
19) Como la condicién necesaria de extremo relativo es gue la de-

rivada valga cero, se considera la funcion:

+
f'(x)= %-cos (%) AJX2+X +sen (%) 22X—1

JX2+X
Estudiamos el signo de x 2+x=x(x+1):
+ - Lt
-1 0
Por tanto, Dom(f)=(- ~-1]Ju [0,400 )y Dom(f')=(-0 ~1DuU (0,40 ).
2% Como la funcion f' satisface las condiciones del te orema de
Bolzano, existe a en (1,3) tal que f'(a )=0.
En efecto:
19) f'(1)-f(3)<0:
s T 3 3
f'(1)= 5:0- \[2+1 2_\/5_2_\/§>0.
3= Eo P PR A
f(3)= 5:0-2 4/3- 1 ANV

2%) ' es continua en [1,3]:
* [1,3]c Dom(f)c Dom(f).

«Siaec  [L3]:

o aron_it s X X 2x+1 |
lim f()=lim___ {2- cos (2) \X2+X + sen (2) PN \/m}—

_| na ma) _2atl |
—[2- cos (2 . AJa2+a +sen (2) 2-\/%}]((61)

3°) Ahora bien, como f es continua en o, por ser derivable en di-
cho punto, y f' es positiva a la izquierda y negativa a la derecha
de a, entonces, por el criterio de la variacion del signo de la pri-
mera derivada, f tiene en dicho punto un maximo relativo.



JUNIODE 2017. PROBLEMABI.
Calcula los valores del parametro t para los que la siguiente matriz no es regular:

-t +1 -t+l
A:( 1 0 -t+1 j (2 puntos)
2 -t1 1

Calculamos el determinante de la matriz A:

-t t+1  -t+1 -t+2 0 -t+2
1 2 -t+2  -t+2
|A]= 1 0 t+1 | = 1 0 -+l | = -(-t-1)- =
1 -t+1
2 -t1 1 2 -t-1 1

=(t+1)-(-t+2)- ‘ =-(t+1)(t-2)-(-t+1-1)=t(t+1)(t-2)

‘ 1 -t+1
Para que la matriz A no sea regular su determinante debe ser cero:

IAI=0 =  t(t+1)(t-2)=0 = t=0, t=-1, t=2

1 1af+39f,
2 Desarrollamos el determinante por los elementos de la segunda columna.
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JUNIODE 2017. PROBLEMAB2.

Encuentra la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto P(-4,2,0) y corta a las
rectas

2x+3y+z-1=0 X+1 y+3 z+2
1E{x+2y-3:0 y T =273 73 (& e
Sean X e Y los puntos de corte de la recta buscada con r 1yr o

respectivamente: 1

B 2x+3y+z-1=0
= {x+2y-3:O

P(-4,2,0 )

x+1 _y+3 z+2 - {X:-l_z o

S5 L N
z=-2+3 o
El punto P y la recta r 1 determinan el plano n. Como este plano
pertenece al haz de planos de arista la recta r 1, tiene por ecua-
cion: 2

n=a(2x+3y+z-1)+b(x+2y-3)=0

Como el punto P(-4,2,0) esta en el plano « , Satisface su ecuacion:
a(-8+6+0-1)+b(-4+4-3)=0 = -3a-3b=0 =  b=-a

Por tanto:

a(2x+3y+z-1)-a-(x+2y-3)=0 = a(2x+3y+z-1-x-2y+3)=0 = 3 n= X+y+z+2=0

Como el punto Y esta en larectar 2

Y(-1-2a ,-3+30 ,-2+3 )
Como el punto Y esta en el plano © , Satisface su ecuacion:

-1-200 -3+3a -2+3 0+2=0= 40 -4=-0= 40 =4= oa=1=

—> + -
SY(30)= PYEL2D) = xy=SSroYZoZ

1 Otras formas de hacer este ejercicio pueden verse, por ejemplo, en el problema B2 del
examen de selectividad de junio de 2007.

2 Otra forma de obtener la ecuacion de este plano consiste en hallar un punto y un vector
direccional de la recta r 1.

3 Como a 0, podemos dividir los dos miembros por a. (Si a fuese 0, entonces b también val-
dria 0, ya que b=-a; pero a 'y b no pueden ser simultdneamente nulos.)
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JUNIODE 2017. PROBLEMABS3.

Encuentra los extremos absolutos de la funcion f(x)=(x 2-3)-e x*2 en el intervalo [-2,4].
Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso. (2 Puntos)
19) Estudiamos la continuidad de la funcion en el inter valo:
f(x)=2x-e = X*2_(x 2-3)-e X*2=eX**2.2x-x 243)= Dom(f)=Dom(f)=R =
= fescontihuaen R = f es continua en [-2,4]

Por el teorema de Weierstrass la funcién f alcanza en dicho inter-
valo sus extremos absolutos. Estos se encuentran en los extremos del
intervalo o entre sus extremos relativos.
29) Calculamos los valores de f en los extremos del int ervalo:

f(-2)=(4-3)-e 4=e4
f(4)=(16-3)-e 2=13/e 2

3°) Hallamos los extremos relativos de la funcién en el intervalo:
Como la condicién necesaria de extremo relativo es que la derivada
valga cero:

f(x)=0 = e X2 .(2x-x 2+3)=0 = x 2-2x-3=0=> x= 5 =1x=3

2J_rx/4+12 244 {xz-l
5 =

Estudiamos el signo de f' en el intervalo:

Como f es continua en x=-1 y x=3, por el criterio de la variacion
del signo de la derivada primera f tiene un minimo relativo en el

punto x=-1, que vale y=f(-1)=-2-e 3, y un maximo relativo en el punto
x=3, que vale y=f(3)=6-e -1=6/e.
49) Conclusion:
La funcion f tiene en x=-2 un maximo absoluto que vale y=e 4.y en
x=-1 un minimo absoluto que vale y=-2-e 3
X f(x)

-2 e4~54,598
-1 | -2-e 3~-40,171
3 6/e ~2,207
4 13/e 2~1,759




JUNIODE 2017. PROBLEMABA.
Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de las funciones f(x)=cos

X2 p L -
g(X)= 7 -1. Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas graficas.

1°) Resolvemos el sistema que forman las funciones que
arriba y por abajo el recinto cuya area queremos hallar:

- %S
le = C0s |7 =7 1= 1y=2
Y="74-

2°) Averiguamos entre -2 y 2 qué funcion estad por encim

funcién esta por debajo:

x |09 | 9(x)
o] 1 |11

39) Calculamos el area: 2

2 2 3 2
B X)) X _3 14 X)) X _
A—f_z [cos (—4) vy +1}-dx = [n-sen (—4) 17 +x}_2—

_[(4, 8 4 8 ,\.4.2,,4. 2, ,.8 8_
-Knl- 12+2) (n(1)+ 10 Zﬂ—n ZH2+_-FH2=—+3=
V\/ e
t t C t t
-2 2
/\/\ f(x)=cos(  mx/4)

1 Esta ecuacion se resuelve a 0jo.

2 gjse repara en que la funcion integrando es una funcién par, puede calcularse la inte-
gral entre 0y 2, y multiplicar el resultado por 2.

3 La integral del primer sumando es casi inmediata de tipo seno y las integrales de los
otros dos son inmediatas de tipo potencial.
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(3 Puntos)

limitan por

ay qué





