EvAU Extraordinaria 2020 Matemdticas Il en Navarra I.E.S. Vicente Medina (Archena)

Evaluacion del Bachillerato para el Acceso a la Universidad U pna

CURSO: 2019-2020
ASIGNATURA: MATEMATICAS || s e

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo
en los casos en que es compatible:

(a2—2)x+2y+z:a+2
(a2—2)x+4y+(a+1)z:a+6
(a2—2)x+2y+(2—a)z=a+\/§

Menciona el resultado tedrico empleado v justifica su uso.
(2.5 puntos)

P2) El plano w pasa por los puntos PF,(2,0,5), P,(1,-2,2)y P,(3,-12). Una esfera con centro en
C(O,l, —3) toca al plano en un tnico punto. Calcula el radio de la esfera y el punto de interseccion.
(2.5 puntos)

P3) Calcula las integrales indefinidas:

_[ ZX;?dx (1.25 puntos)
X“+X-6
[e*sin(2x+1) dx (1.25 puntos)
1, X +2
3 +1In 2 x<1
P4) Sea la funcién F(x)= W2 .
— X>1
L3
a) Demuestra que la funcion es derivable en todo R . (1 punto)
b) Demuestra que existe un valor « (0,2) tal que f () =1. Enuncia el (los) resultado(s)
teorico(s) utilizado(s) y justifica su uso. (1.5 puntos)
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-6 1
y la inversa de la matriz A-B es :
1 1 0

2
P5) Sabiendo que la inversa de una matriz A es (

determina la matriz B.
(2.5 puntos)

P6) Calcula la ecuacion continua de la recta t sabiendo que corta perpendicularmente a las siguientes
rectas:

y s="-=

o X+2y+z-1=0 X+2 Yy 743
| x+3z-7=0 2 1

(2.5 puntos)

., . . 1 .
P7) Calcula los extremos absolutos de la funcion f(x) =e™-sinzx en el intervalo [5,2}. Menciona

el resultado tedrico empleado y justifica su uso.
(2.5 puntos)

P8) Sean las funciones f (x) = g +1Y g(X) =+/x—2+2. Encuentra los dos puntos en los que se cortan

sus graficas, y calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas graficas.

(2.5 puntos)
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Evaluacién del Bachillerato para el Acceso a la Universidad U pna

CURSO: 2019-2020

Universidad Fibica ce Mavara
Matereake Liniertsitats Puiikoa

ASIGNATURA: MATEMATICAS Il

Criterios de correccion y calificacion

Criterios generales

La duracion de la prueba es de 90 minutos. Se calificara de 0 a 10 puntos, redondeando a cuartos de
punto.

e Se debe responder exclusivamente a cuatro de los problemas planteados. Si alguien responde a
mas de cuatro, solo se sumaran las cuatro peores puntuaciones.

e Setendré en cuenta el planteamiento seguido para la resolucion del problema y la claridad en la
exposicion. Si es pertinente, se valorara la referencia a los resultados tedricos usados.

e Para la penalizacion de los errores en los célculos, se tendra en cuenta:
e Si son consecuencia de no haber seguido el procedimiento mas adecuado.
Si reflejan fallos de concepto.
Si producen simplificaciones relevantes.
Si ocurren con reiteracion.

Criterios especificos

P1) Se valorara con 1.5 puntos la discusién completa, incluyendo la mencién del teorema, 0,5 puntos
la solucion del caso compatible determinado y 0.5 puntos la del caso compatible indeterminado.

P4) En el apartado (b) se valorara sobre 0.5 puntos el estudio de la continuidad y con 0.5 puntos el de
la derivabilidad. En el apartado (b) se valorara sobre 0.75 puntos el enunciado del (de los) resultado(s)
tedrico(s) requerido(s). Se valoraré sobre 0.75 untos la justificacion de su uso.

P7) Se valorara sobre 1 punto el enunciado del resultado teérico requerido. Se valorara sobre 1.5
puntos la justificacion de su uso.

P8) Se valorara con 0.5 puntos la obtencién de los puntos de corte, con 0,5 puntos el dibujo de la
gréfica (aunque no sea muy detallado) y con 1,5 puntos el calculo del area. Si la resolucion es correcta,
se puede obtener la méxima puntuacion aunque no incluya dibujo.
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SOLUCIONES

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo
en los casos en que es compatible:

(a2—2)x+2y+z:a+2
(a®-2)x+4y+(a+l)z=a+6

(a2 —2)x+2y+(2—a)z —a++2
Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2.5 puntos)

Utilizamos el método de Gauss para discutir el sistema.

, Ecuacion 22 — Ecuacion 12

(a®-2)x+2y+z=a+2
(a®-2)x+4y+(a+l)z=a+6

(a®-2)x+4y+(a+l)z=a+6 =

(o -(a®-2)x-2y-z=-a-2
a —2)x+2y+(2—a)z=a+«/§

2y+az=4

Ecuaciéon 32 — Ecuacion 12
a’=2)x+2y+z=a+2

(az—z)x+2y+(2—a)z=a+«/§ (

= 2y+az=4

(1-a)z=+2-2

-(a®-2)x-2y-z=-a-2

(1-a)z=+2-2

Comprobamos cuando se anulan los elementos de la diagonal principal del sistema.
La diagonal se anulaena =1yen a —2=0=a=+2

Nos planteamos cuatro situaciones que estudiamos por separado.

CASO 1. a=+2;az—2ya=1

En este caso ninguno de los elementos de la diagonal se anula y podré determinar los valores
Unicos de la solucién.

El sistema es compatible determinado.
Lo resolvemos.

(a®-2)x+2y+z=a+2 (a®-2)x+2y+z=a+2
2y+az=4 = 2y+az=4 =
(1-a)z=+2-2 Z_\/§_2
~ 1-a
(az—z)x+2y+‘/§_2:a+2 (aﬁ-2)x+2y:a+2—‘/§_2
= 1—a\/_ = 1:/3 =
2y—4-a 2-2 2y=4—4a— 2a+2a
1-a 1-a
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J2-2
1-a ) 4-2a—-+2a J2-2
A =(a —2)X+Zm_a+2—?:>
~ 2(1-a)
\/5—2_4—251—@1:>(a2

l1-a l-a

\/§+2—2a—\/§a:>(

1-a

a2
1-a

_a- \/_ a-2 |1 _y
(a —2)x a-— J_:>x 7 7 (a—\/f)(a+\/§)_a+\/§_

(a®-2)x+2y=a+2-

\/5—2+4—2a—\/§a:>

1-a
(2+\/§)—a(2+\/§):>

1-a

:>(a2—2)x:a+2— —2)x:a+2—

:>(a2—2)x:a+2—

a’-2)x=a+2-

:>(a2—2)x=a+2— :>(a2—2)x=a+2—2—\/§:>

1 4mae?)  poo
arv2 O 2(1-a) ' = 1-a

La solucion es |x =

CASO 2. a=+2
En este caso el sistema queda:

2y+z:\/§+2 2y+z:\/§+2 ol
2y +~2=+2+2 2y =2
2y+«/§z:4 = 2y+\/§z:4 = y :>{ y =|y=1
2y +22 =4 2y+2=4
(1-v2)z=V2-2 J2-2
Z:—:\/E
1-2

El sistema es compatible indeterminado.

Sus soluciones son |x=t; y=1 7=+2

CASO3. a=—2
En este caso el sistema queda:

2Y+72=—/2+2 2Y+71=—2+2
y y {2y+4+\/§—\/§+2

2y—2z=4 ={2y—2z=4 =N
’ ’ 2y 2 (4+2) -

(1++2)2=+2-2 o 1{\/_2_4 5
2y=-22-2 2y=-2\2-2 _
{Zy 1324 {Zy 1346 No es posible

El sistema es incompatible
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CASO 4. a=1
En este caso el sistema queda:

(1-2)x+2y+z=3
2y+z=4 = Es imposible

0=+2-2

El Sistema es incompatible.
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P2) El plano m pasa por los puntos P, (2,0,5), P,(1,-2,2)y P,(3,-12). Una esfera con centro en
C(O,l, —3) toca al plano en un Unico punto. Calcula el radio de la esfera y el punto de interseccion.
(2.5 puntos)

Hallamos primero la ecuacion del plano.

P,(2,0,5) ez =2 y 2-5
PP, =(2,05)-(1-22)=(123) f=z=| 1 2 3|=0
PP, =(3,-12)~(1-2,2)=(2,1,0) 2 1 0

6y+2z-5-42+20-3x+6=0=-3x+6y—-32+21=0= (r=x-2y+2-7=0

Hallamos la recta perpendicular al plano que pasa por el punto C. Después determinamos el
punto de corte de plano y recta (P) y el radio es el médulo del vector que une C y P.

La recta tiene como vector director el normal del plano.

\7=ﬁ:(1,—2,1)} ~

=>r=y=1-21
C(O,l,—3)e r ;=342

Hallamos el punto P de interseccién de plano y recta.
T=X-2y+2-7=0

=% = 1-2(1-24)-3+A-7=0=A—-2+41-3+1-7=0=
r=y=1-21
Z=-3+4
X=2
=>61=12=>1=2=>y=1-4=-3 = |P(2,-3-1)
z=-3+2=-1

El radio de la esfera es la distancia de C a P, el médulo del vector PC.
PC =(0,1,-3)-(2,-3,-1)=(-2,4,-2)

Radio =d (P,C) =[PC|=/(~2)" +4 +(-2)° = /24 =|2/6 = Radio
También se puede hallar el radio como la distancia de C al plano .
=X—-2y+z-7=0 —-2-3-7
e y 0-2-3 |:£:12«/€:2\/g
c(0,1-3) i(2p+2 V6 6

}: Radio=d (C,7)=
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P3) Calcula las integrales indefinidas:

J. ZX;?dx (1.25 puntos)
X“+X—6
_|'eZX sin(2x+1)dx (1.25 puntos)

Primera integral

szidxz
X+ X—6
Descomposicion en fracciones simples
—1+5_2
1+ -
x2+x—6:0:>x:M: 2 :>x2+x—6:(x—2)(x+3)
2 -1-5
—=-3
2
X—7 A B
2 = +
X“+X—-6 X—-2 Xx+3
x—7=A(x+3)+B(x-2)
X=2—>2-7T=5A—>A=-1
x=—3—>—3—7=B(—5)—>B=2
X—7 -1 2
> = +
X“+X—-6 X—-2 X+3
= —+—dx_—In|x—2|+2|n|x+3|+C
X—2 X+3

Segunda integral

Integracion por partes
je“ sin(2x+1)dx =qu =sin(2x+1) > du =2cos(2x+1)dx ; =

dv=e?dx »>v= je“dx = 1e2X
2

- %ezx sin(2x +1)—_[%ezx2cos(2x+1)dx = %ezxsin (2x +1)—'[e2X cos(2x+1)dx =

Integracion por partes
=<u=c0s(2x+1) - du=-2sin(2x+1)dx =

dv=e¥dx > v= _[ezxdx = le2x
2
= 1e2X sin(2x +1)—FeZX cos(2x+1)—fle2X (—Zsin (2x +1))dx} =
2 2 2

= 1e2x sin(2x +1)—%eZX cos(2x+1)—je2X sin(2x+1)dx
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Hemos conseguido:

je“ sin(2x+1)dx = %ezxsin(ZX +1)—%e2X cos(2x+1)—je2xsin (2x+1)dx

Despejando:

2‘[e2X sin(2x+1)dx = %ezx sin(2x +1)—%e2X cos(2x+1)

jezx sin(2x+1)dx =

2X

e4 (sin(2x+1)—cos(2x+1))+C
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(1 x*+2
3 +1In <1
P4) Sea la funcion F(x)= 2 .
X
— X>1
3
a) Demuestra que la funcion es derivable en todo R . (1 punto)
b) Demuestra que existe un valor « e(0,2) tal que f () =1. Enuncia el (los) resultado(s)
tedrico(s) utilizado(s) y justifica su uso. (1.5 puntos)

a) El dominio de definiciones R .
La funcidn polindmica y el logaritmo neperiano de una expresion que siempre es positiva es

continua, por lo que es continuaen R—{1} .
Comprobemos si es continuaen x=1.

1
f==
@) 2
2
lim o) =limz+in X2t il |
X1 x>1" 3 3 3 3 Son iguales y f(x) es continuaen x=1
2
lim £ () = lim %=1
x—1* x—1" 3 3
La funcion en R—{l} es derivable pues cada una de sus funciones lo es en su dominio.
Q
23 = 22X x<1
£(x) = X“+2 X" +2
Siendo ] 3
Q x>1
L3
VVeamos si es derivable en x=1. Calculamos sus derivadas laterales y comprobamos si
coinciden.
f(L) = 122;12 zg .
>f'L)==—=1"@1")
f'(1") = 2_1 - E 3
3 3

La funcion es derivable en x =1 y su derivadaes f (1) =

La funcion es derivable en R y su derivada es:

2X
T2 x<1
=17,
X x=1
3

b) Consideramos la funcién g(x) = f "(x)—1 . Esta funcién es continua en el intervalo (0,2).
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0 4 1
0)=1°0)-1= -1=-1<0 2)=1"(2)-1=—-1==>0.
90 =1 (O)-1=5—=-1=-1<0 y g@)=1'@-1=3-1=3>

Podemos aplicar el teorema de Bolzano siendo g(x) = f "(x)—1 continua en (O, 2) y
tomando valores de distinto signo en cada extremo del intervalo (g(0) <0y g(2) > 0)
entonces existe o (0,2)tal que g(a) =0.

Por lo que existe o €(0,2)tal que g(a)=f (a)-1=0= f (o) =1
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: . ) 2 . . -6 1
P5) Sabiendo que la inversa de una matriz A es ( . j y lainversa de la matriz A-B es ( . 0] :

determina la matriz B. (2.5 puntos)

2 -1 4 (-6 1
Sabemos que Alz(l 1quue(A-B)l:(1 Oj por lo que :

A-B(A-B)_lZI:A-B(_f (1)}:|

Si multiplicamos por la inversa de A en la igualdad anterior.

-1 a1 _6 1 1 _6 1 a —6 1
A -1=A"-A-B =A"=I1-B = A" =8B
1 0 1 0 1 0

. (a b}
SIB= tenemos que
c d

2 -1 a b)-6 1
(—1 1j:(c dj[l oj
2 -1 —6a+b a
(—1 1)2(—6c+d cj
2=-6a-+b 2=6+b -4=Db
-1l=a -1=a -l=a (—1 —4j

= = =|B=
-1=-6¢c+d -1=-6+d 5=d
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P6) Calcula la ecuacién continua de la recta t sabiendo que corta perpendicularmente a las siguientes
rectas:

r

X+2y+z-1=0
{ y SEE:%:ZT—F?: (2.5 puntos)

X+3z2-7=0 y 2

Pasamos la ecuacion de r a paramétricas.

X+2y+2-1=0 X+2y+2-1=0
r= = =7-32+2y+2-1=0=>2y=-6+22=>

X+3z-7=0 X=7-3z
X=7-31
=>y=-3+z=>r=y=-3+41
=4

El vector director de r es v, =(~3,1,1) y un punto de la rectaes P, (7,-3,0)
El vector director de s es v, = (2,1,0) y un punto de larectaes P,(-2,0,-3)

VVeamos la posicion relativa de las rectas r y s.
Sus vectores directores no tienen coordenadas proporcionales:

vo=(-311)] 3 1 1
— > F-F
v, =(2,1,0) 2 10

, luego ni son paralelas ni coincidentes.

Para ver si se cortan (son coplanarias y coinciden en un punto) o se cruzan (no son coplanarias)
tomamos los vectores v, =(-3,1,1), v, =(2,1,0) y P.P, =(-2,0,-3)—(7,-3,0) =(-9,3,-3).

Su producto mixto es:

31 1
[V V.RR]=|2 1 0]|=9+6+9+6=30%0
9 3 -3

Al ser distinto de cero las rectas se cruzan.

™

Hallo el vector director de la recta t con el producto vectorial de los vectores directores de r y s.
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I ] kK
V=V, xV;=[-3 1 1/=2j-3k—2k—i=-i+2j-5k=(-12,-5)
2 10
Hallo la ecuacién del 7z, que contiene a la recta r y tiene como segundo vector director v, .
P (7.-3.0)em Xx-7 y+3 z
v, =(-311) =>m=[-3 1 1]=0
v, =(-1,2,-5) -1 2 5

—5X+35-y-3-62+2-15y-45-2X+14=0= |7, =—7x-16y—-52+1=0

El punto de corte del plano 7, y la recta s sera un punto de la recta t.
m, =—1Xx-16y-52+1=0

X=—-2+24
= —7(-2+21)-161+15+1=0=
s=y=41
z2=-3
X=-2+2=0
=14-141-161+15+1=0=>-301=-30=> 1=1=y=1 = P,(0,1,-3)
z=-3
Tenemos el vector director \Tt = (—l, 2, —5) y un punto de la recta P, (0,1, —3). Su ecuacion es:
3(0'1’_3) X y-1 z+3
— =>lt=—-= =
v, =(~12,-5) 1 2 -5
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P7) Calcula los extremos absolutos de la funcion f (x) =e™-sinzx en el intervalo [52} Menciona

el resultado tedrico empleado Y justifica su uso. (2.5 puntos)

Derivamos la funcion y averiguamos sus puntos criticos.
f(x)=e™sinzx= f '(x) = 7e™-sin zx + z&™-cos 7x = 7e™ (Sin Z7X +coS 7X)
f’(x) =0= 7e™ (sin zx+coszx) =0 = sin zx+cos7x =0 =

sin X COS X 3z
=— >tgrx=-1=>zx=—+kr;, keN
COS X COS 7TX

=SINZTX=—COSTX =

x:§+m keN
4

Como nos limitamos al intervalo BZ} nos sirven, X = Z+1=%

f °(x) = 7ze™ (sin zx+cos zx) = f “(x) = 7°e™ (sin 7x+cos 7X)+ 7°e™ (Cos 71X —sin zX)

f “"(x) = z°™ (sin ZX +COS £X +COS TX —SiN 7X) = 277°e™ COS 77X

3
f (3j =27%"* cos;rE <0 - Enx :g hay un maximo relativo

3

Veamos el valor de la funcion en estos puntos criticos y en los extremos del intervalo para
. . 1
obtener los maximos y minimos absolutos en [5,2} .

1

1 2L
Extremo inferior del intervalo 2> f (Ej =¢ 2.sin nE =e 2=481

3

Maximo relativo > f (%} —e 4.sin n% =7.46

7

Minimo relativo > f (%) —e 4.sin 72'% = -172.64

Extremo superior del intervalo 2 f(2)=e**-sin2z =0

, . . 3 , . .
El méaximo relativo x = 7 es maximo absoluto en el intervalo {5,2}

L. ) 7 .,
El minimo relativo x = 7 también lo es absoluto.
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P8) Sean las funciones f (x) = g +1Y g(X) =+x—2+2. Encuentra los dos puntos en los que se cortan

sus gréficas, y calcula el &rea de la region del plano encerrada entre ambas graficas. (2.5 puntos)
f(x):g(x):>g+1=\/x—2+2:>§—1=\/x—2:>XT_2=\/x—2:>
:>[X 2) =( x—2)2:wzx—2:x2—4x+4:4x—8:>
2 4
8+4_6_X
:>x2_8x+12=oszwz 2
2 8-4
—=2=X
2
Lo comprobamos:
F(6)=2+1=4
2 = f(6)=9g(6)=4
9(6)=V6-2+2=2+2=4 Se cortan en (6, 4) yen (2, 2)
f(2)=2+1=2
2 = f(2)=g(2) =2

9(2)=v2-2+2=2

Como f(4) =%+1= 3y g(d) =\4—-2+2=2+2 =3.4142 la funcién g(x) esta por encima de

la funcion f(x) en el intervalo (2, 6).

El area es la integral definida entre x =2 y x = 6 de g(x) — f(x).

Area =LG\/X—2 +2—(§+1jdx:_|':x/x—2 +l—§dx=j26(X—2); +1—%xdx:

r 6

1
_ MH_EX_Z _F /(X_2)3+X_X_2T_
1 22| |3 4|
§+1 2
L 2

3

27 2
_|2 (6—2)3+6—6— _|2 (2—2)3+2—2— 216 6 9-211-|4
3 4 41 3 3

4 ot
gix)="Jx—2+1
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