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OPCION A
Ejercicio 1.- Calificacion méaxima: 3 puntos
AX+AZ =2
Dado el sistema § X+Ay—Z =1 se pide:
X+3y+z2=2A

a) (1'5 puntos) Discutir el sistema segun los valores del parametro A
b) (1’5 puntos). Resolver el sistema para A =1

a)
A0 A

A=]1 & -1=r+3r-2"+31=61L=Si|Al=0=61=0=>1=0=
13 1

Vx e R —1{0} = |Al =0 = rang(A) = 3 = Nimero de incognitas = Sistema Compatible Deter minado

Sia=0
0 0 0}2

1 0 -1/1|= 0= 2= Sistema Incompatible
1 3 1100

b)

Sir=1

Es un Sistema Compatible Deter minado, pudiendose solucionar por Gauss o por Cramer

Por Gauss

10 12 10 1|2

1 1 -11(=|0 1 -2-1 :>3y=0:>y=0:>0—22:—1:>z=£:>x+£:2:>x=2—1
13 12 0 3 0]0 2 2 2

Solucién (E ,0 ,lj
2 2
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Ejercicio 2.- Calificacion maxima: 3 puntos

(x+1)

a) (1'5 puntos). Obtener, si existen, los maximos y minimos relativos, y las asintotas de f

Dada la funcion: f (X) = , Se pide:

b) (1'5 puntos).Calcula el area del recinto acotado comprendido entre la gréfica de f, el eje OX
ylasrectasx=0yx =3

a)
f,(x):(x+1)2—2(x+1)(x—1):(x+1)—2(x—1):x+1—2x+2: 3-x _
(x+1)' (x+1)° (x+1)° (x+1)°
3 2
F(X) =0 3-x=0= x =3 f(x)= X+ (_3();;1) (S_X)=_(X+(1)_13)4(3_X)
X+ X+
-x—-1-9+3x 2x-10 2-3-10 4 1 .
f''(x)= = = f"3)=————=-—=-—<0= Maximo
) (x+1)° (x+1)° ) (3+1)° 44 43
Maximo relativo en x = 3 = f(3)= 8-1 :izlj(g,lj
(3+1) 16 8 8
Asintotas verticales
x+1:0:>x=—1:>f(—l)sﬁz—%:Enx:—lesintotavertical
-1+
-2 2
fim =~ =
Enx=-1= (_ 1_ er 1 ) = Asintota vertical
Ilm 2:——+:—CO
o1 (10 41f 0
Asintotas horizontales
X 1 1 1 1 1
_ox=1 x—1 0 x2 x2 x x2 © o 0-0
y = lim =lim————=—=1i =lim =
oo (x+1)F o= x?+2X+1 o Hw§+2l2 ZI_2 oy 2)];4_12 1+2l+l 1+0+0
X X° X X © o
Asintota horizontal y =0 = cuando x — «
_x_ 1 11 1 1
. x—1 . -x-1 00 . X X2 X X2 _;_; 0
= | =1 =—=I =1 = =—
’ XLrpr2+2X+1 XT?OXZ_ZX+1 @ XTJOXZ—ZX+1 XI_TOl—ZE-i-i 1—2£+£ 1
2 2 2 2
X X° X X X © o

Asintota horizontal y =0 = cuando x — —0

El maximo que hemos dicho relativo es absoluto también ya que su valor, como funcién,
es mayor que 0 y evidentemente mayor que — o0
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Continuacion del Ejercicio 2 de la opciéon A
Punto de corte de la funcion con OX

f()=0= "1 —0=x-1=0=x=1=(1,0)
(x+1)
1, 1 1
1 2 2 _ 2 4
R A e e+ R A
—+1 — " =
(2 J @ 4
2-1 1 1
=2¢(1,3)= f(2)= ==
1=2e0.9)= Q)= =g
x—1 1 1 1 1
| = [ dx=[—dx-2[———dx=[Zdt—-2[ = dx=Int-2[t? dx =1 1)-2-(-1)-t*
I(x+1f " J.x+1 X J‘(x+1)2 " J‘t jt2 = J x=n(x+1)-2-(-1)
X+l=t=dx=dt
x—12= A B 2:A(x+1);rB:A(X+1)+B=X_1:>{x:—1:>A(—1+1)+B:—1—1:
(x+1)° x+1 (x+1) (x+1) x=-2=A(-2+1)+B=-2-1

A-0+B=-2=B=-2
A-(-1)+B=-3=-A-2=-3=-A=-1=A=1

I:m(x+ﬂ+2~%:M(x+D+ +K =

2
(x+1)

tox—1 : ox-1 t ox-1 T ox-1
Ao A oo @ T & o @
r 2 0 2 3
A= :In (x+1)+ (x+l)l +{In (x+1)+ (x+1)l =
2 2 2 2
A:_In (0+1)+m—ln(1+1)—(1+1)}+[In(3+1)+m—ln (1+1)—m}

A:In1+g—ln 2—g+ln4+g—ln 2—3:2+£—1—1+In4—2In2: 1+In4—2|n2 u?
1 2 4 2 2 2

o0 también A:%+In4—ln 22 :%+In4—ln4:%u2
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Ejercicio 3.- Calificacion maxima: 2 puntos

x+1 'y z+1

Dadas las rectas I = T =2 =

1 1

a) (1 punto). Estudiar la posicién relativadery s

S=;5———E se pide
~ 2 1>

b) (1 punto). Determinar la ecuacion del plano T que contiene alasrectasry s

a)
Yos (2.1 ’1):> \7; = \TS = Son paralelas o coincidentes
v, =(2,1,1)
Veamos si no tienen o tienen infinito puntos comunes
X=-1+2A
r= =A
y L [Frra=seau (2-2u=6 [n-p=3
7 =— . .
« 5++2 A=4+p =4 A-p=4 =A-p=4= Sistema Incompatible
= H
-1+A= A-p=1 A-p=1
r=ly=d+p TA=H B B
Z=p

Las rectas r y s son paralelas al no tener ningln punto comun

b) Tomando el vector comUn a ambas, el vector formado por un punto de cada una y el vector
genérico formado por uno cualquiera de esos puntos y el genérico, que son coplanarios se
generara el plano 7 pedido.

Se podra realizar, también, generando un haz de planos por una de la rectas y hallando la que
pasa por uno de los puntos de la otra.

Primera forma

a)
R(~1,0,-1)= Punto dado en la ecuacion de la recta r
Tomando = -
S(5,4,0)= Punto dado en la ecuacién de la recta s
v, =v,=(2,1,1) x+1 y z+1
RS=(5,4,0)-(-1,0,-1)=(6,4,1) =nr=|2 1 1 |=0=
RG = (x y,z)-(-1,0,-1)=(x+1,y,z+1) 6 4 1

X+1+6y+8(z+1)-6(z+1)-2y—4(x+1)=0= -3(x+1)+4y+2(z+1)=0= -3x+4y+22-1=0
n=3x-4y-2z2+1=0

Segunda forma.- Tomando el haz de recta generados por r y el punto S

X+1=2y=x-2y+1=0
r= = Haz de planos = x-2y+1+a(z-y+1)=0=

Z+1=y=2z-y+1=0

Pasando porS:5—2-4+1+a(0—4+1):0:>—2—3a=0:a:—§:>

x—2y+1—§(z—y+1):0:>3x—6y+3—22+2y—2:O:>n53x—4y—22+1:0
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Ejercicio 4.- Calificacion maxima: 2 puntos

Dados los planos a=2X+Yy+2z+1=0 y B=x-2y+6z=0, se pide

a) (1 punto) Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta r determinada por la
interseccion de o con f3

b) (1 punto) Determinar el plano y que es paralelo al plano o y pasa por el punto (\/E 1 ,0)

a)
{2x+y+22+1:0 {2x+y+22+1:0 10z-1
p— =

=5y-10z2+1=0=5y=10z-1=y

X—2y+6z=0 —-2X+4y-122=0
1 4 4 421
2x+2z—§+2z+1:o:>2x+4z+g=o:>2x=—4z——:>x:T5:»
x:—g—ZK
5
1
r=qy=——+2A
=73
Z=XA

b)
El plano buscado, al ser paralelo, es de la forma 2x +y + z + D = 0, y pasara por el punto dado,
con esos datos calcularemos D

2X+Y+22+D=0=2-4/2+1+2-0+D=0=>D=-2-4/2-1=y=2x+y+22-2-4/2-1=0
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OPCION B
Ejercicio 1.- Calificacion maxima: 3 puntos
2 -1 -1 1 00
Dadas las matrices A=| 1 0 -1 , I=|/0 1 0] sepide:
-2 2 3 0 01
a) (1 punto). Calcular A% —4A — 3l
b) (1 punto). Demostrar que la matriz A™* es %(4I — A)
¢) (1 punto). Hallar la matriz inversa de la matriz A — 2I
a)
2 -1 -1 2 -1 -1 5 -4 -4
A= 1 0 -1 1 0 -1|=14 -3 -4
-2 2 3 -2 2 3 -8 8 9
2 -1 -1 8 -4 -4
4A=4.11 0 -1|=4 0 -4 =
-2 2 3 -8 8 12
1 00 300
3=3:/0 1 0|=(0 3 O
0 01 0 0 3
5 -4 -4 8 -4 -4 300 -6 0 O
A*-4A-31=| 4 -3 -4|-| 4 0 -4|-|0 3 0|=/0 -6 0 |=-6-1
-8 8 9 -8 8 12 0 0 3 0O 0 -6
b)
4 0 0 2 -1 -1 2 1 1 2 1 1
41-A=|0 4 0|-| 1 0 -1|=-1 4 1:>1(4|—A)= -1 4
0 0 4 -2 2 3 2 -2 1 3 2 -2 1
2 -1 -1 2 1
A=[1 o —1:—2—2+4+3:3:>|A|¢0:>A1:|i-(adjA‘):A‘: ~1 0
-2 2 3 -1 -1
2 1 1 2 1 1
adjA'=|-1 4 1 :A’lzE -1 4 1|=41-A
2 -2 1 3 2 -2 1

-2
2
3

=
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Continuacion de la Ejercicio 1 de la Opcién B

c)
2 -1 -1y (2 0 0) (0 -1 -1
A-21=| 1 0 -1|-|0 2 0|=| 1 -2 -1
-2 2 3)J(002) \-2 2 1
0 -1 -1
A-2l|=|1 -2 -1=-2-2+4+1=1=|A-21|#0=
-2 2 1
0 1 -2 0 -1 -1
(A—2I)1:|A_—12||-[adj(A—2I)‘]:>(A—2I)t: “1 -2 2 |=adj(a-21)]=|-1 -2 2
-1 -1 1 -1 -1 1
0 -1 -1y (0 -1 -1
(A—2|)‘1=1. -1 -2 2 |=[-1 -2 2 |=(A-21)
Mlor -1 1) (21 -1 1
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Ejercicio 2.- Calificacion maxima: 3 puntos

Dado los puntosA(1,-3,0),B(3,1,-2),C(7,2,3),D(5,-2,5),E(1,0,2) se
pide:

a) (1 punto).Demostrar que los puntos A , B, C y D son coplanarios
b) (1 punto).Demostrar que el poligono ABCD es un paralelogramo y calcular su area
¢) (1 punto).Hallar la distancia del punto E al plano © determinado por los puntos A, B, CyD

a)

Hallaremos el plano 7 que pasa por los puntos A, B y C, determinado por los vectores AB, AC
y AG siendo el determinante formado por ellos nulo, y la ecuacién del plano pedida. Despues
veremos si el punto D pertenece al plano

AB=(3,1,-2)-(1,-3,0)=(2,4,-2)=(1,2,-1) 1 2 A
AC=(7,2,3)-(1,-3,0)=(6,5,3) =6 5 3|=0=
AG=(x,y,2)-(1,-3,0)=(x-1,y+3,2) x-1 y+3 z
52+6-(x-1)-6-(y+3)+5-(x-1)-3-(y+3)-12z=0=11-(x-1)-9-(y+3)-7z2=0=

n=11x-9y-7z2-38=0=
Veamos si D pertenece al plano = 11-5-9-(-2)-7-5-38=0=55+18-35-38=0=0=0

El punto D pertenece al plano T, por lo tanto A, B, Cy D son coplanarios

b) Veremos si son paralelos los vectores AB y CD, asimismo y, para ser paralelogramo lo
seran, también, BC y AD

AB=(3,1,-2)-(1,-3,0)=(2,4,-2) T
{@:(5 ~2 5) (7,2,3) (-2 ,2)5(2,4,—2):>AB_CD:$ABI cD
1

=(7.2,3)-(3.1,- 2) (4,1,5)
{AD (5.-2.5)-(1,-3,0)=(4,1,5 ):>BC AD = AD| [BC

=

Es un paralelogramo
c)
d(E ,n)=

11-1-9-0-7-2-38]  [11-14-38| |—41|_41.«/251u

J117+92+72 J121+81+49 +/251 251
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Ejercicio 3.- Calificacion maxima: 2 puntos
Calcular los siguientes limites:
1

a) (1 punto). lim x ex

x—0*

1+tg x —4/1-tg X
J1+tg x —/1-tg
X

b) (1 punto). lim
x—0

a)

1 = 1
1 1 e o N e (1) 1
limxex =0-e° =0-e” =0-00 = lim — = — = Utlizando L'ropital_, _ [jppy X_— lime*x =
x—0" x—0" l o0 x—0" (_ 1)i x—0"
X x?
b)
i Ji+tgx—y1-tgx 1+tg0-41-tg0 1+40-41-0 0
x50 X - 0 - 0 0
_iim (\/1+tg X —4/1-1g x)-(\/1+tg X +41-1g x): i 1419 x—(1-tgx) _
x>0 x-(\/1+tg X +4/1-1g x) x>0 x-(\/1+tg X +4/1-1tg x)
_lim 1+tg x—1+tg X _lim 2tg X _ 2tg 0 :9_
=0 x.(J1+tg X +41-tg x) =0 x-[J1+tg x+/1-tg x) 0-(J/T+tg0+1-tg0) O
2
___Utilizando L' Hopital s = lim COSZX _
x—0 1 _ 1
1ot -t cos® x cos’x |
(\/ O X+ gx)+ 21+tg x  2,/1-tg x
2 2
_ cos’ 0 _ 1
1 3 1 1 _1
cos’ 0 cos’ 0

1+19 0 +,/1-tg 0
(\/ g0+t )+ 2\1+tg0 2,1-tg0

(1+1)+(1—1) o 2+00
2 2

0 (VI+0++1-0)

+ S 1 1o
241+0 241-0
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Ejercicio 4.- Calificacion maxima: 2 puntos

1
Dada funcion f (X) = E —Sen X, calcular el area del recinto acotado comprendido entre la

gréficade f, el eje OX ylasrectasx =0y ng
f(x):0:>%—senx:0:>senx:£:>x:g
"0, ® )= f(x)= L —sen = =1 _025881904510252.. > 0
. L 12 6 2 12 2
Signos funcion = 1 1 3 =
TelZ Xl f(x)=2-senZ==-22 <0
3 6 2 2 3 2 2

L

2
Azl- T _0]+|cost-cos0 Lfz_m) cos ™ —cos * | =

2 \6 6 2\2 6 2 6
A:L[ﬁ_l]_gan—zn_(O_E}Lﬁ—z_4_n+£ n o, 232

= —— 4
2 2 12 2 24 2 12 6 2
_2V8-1) n_

> B (\/5 -1- %) u? =0,99385019536802673006599995677916 u*

10






